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B. G. Teubners Sammlung von Lehrbiichern 
auf dem Gebiete der Mathematischen Wissen- 
schaften mit Einschluf& ihrer Anwendungen. © 


zwangloser Folge eine lingere Reihe von zusammenfassenden 
Werken iiber die wichtigsten Abschnitte der Mathematischen 
Wissenschaften mit Hinschlu8 ihrer Anwendungen. © 
Die anerkennende Beurteilung, welche der Plan, sowie die bis jetzt 
erschienenen Aufsitze der Enzyklopiidie der Mathematischen Wissen- 
schaften gefunden haben, die allseitige Zustimmung, welche den von der 
- Deutschen Mathematiker-Vereinigung veranlaBten und herausgegebenen 
eingehenden Referaten tiber einzelne Abschnitte der Mathematik zu teil 
geworden ist, beweisen, wie sehr gerade jetzt, wo man die Resultate der 
wissenschaftlichen Arbeit eines Jahrhunderts zu tiberblicken bemtiht ist, 
sich das Bedtirfnis nach zusammenfassenden Darstellungen geltend macht, 
durch welche die mannigfachen -Hinzelforschungen auf den verschiedenen 
Gebieten mathematischen Wissens unter einheitlichen Gesichtspunkten 
geordnet und einem weiteren Kreise zugiinglich gemacht werden 
Die erw&hnten Aufsitze der Enzyklopiidie ebenso wie die Referate 
in den Jahresberichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung be- 
absichtigen in diesem Sinne in knapper, fiir eine rasche Orientierung 
bestimmter Form den gegenwartigen Inhalt einer Disziplin an gesicherten 
Resultaten zu geben, wie auch durch sorgfiltige Literaturangaben die 
historische Entwickelung der Methoden darzulegen. Dariiber hinaus aber 
muB auf eine eingehende, mit Beweisen versehene Darstellung, wie sie 
zum selbstindigen, von umfangreichen Quellenstudien unabhingigen Ein- 
dringen in die Disziplin erforderlich ist, auch bei den breiter angelegten 
Referaten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, in welchen haupt- » 
sichlich das historische und teilweise auch das kritische Element zur 
Geltung kommt, verzichtet werden. ine solche ausfiihrliche Darlegung, 
die sich mehr in dem Charakter eines auf geschichtlichen und litera- 
rischen Studien  gegrtindeten Lehrbuches bewegt und neben den rein 
wissenschaftlichen auch padagogische Interessen berticksichtigt, erscheint 
aber bei der raschen Entwickelung und dem Umfang des zu einem 
-groBen Teil nur in Monographien niedergelegten Stoffes durchaus wichtig, _ 
-zumal, im Vergleiche z. B. mit Frankreich, bei uns in Deutschland die 
mba hor Hache Literatur an Lehrbiichern iiber spezielle Gebiete der 
mathematischen Forschung nicht allzu reich ist. 
Die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner gibt sich ~der Heeling 
‘hin, da8 sich recht zahlreiche Mathematiker, Physiker und Astronomen, 
Geoditen und Techniker, sowohl des In- als des Auslandes, in deren 
Forschungsgebieten derartige Arbeiten erwiinscht, sind, zur Mitarbeiter- 
schaft an dem Unternehmen entschlieBen méchten. Besonders nahe liegt 
die Beteiligung den eat Mitarbeitern an der Enzyklopidie der Mathe- 


; yen Im ‘Teubnerschen Verlage erscheint unter obigem ‘Titel in 


_~ || matischen Wissenschaften. ave ae literarischen und speziell - 

|| fachlichen Studien, welche fiir die Bearbeitung von Abschnitten der 
Enzyklopidie yvorzunehmen waren, konnten in dem notwendig eng be- 
grenzten Rahmen nicht vollstiindig niedergelegt werden. Hier aber, bei 
den Werken der gegenwirtigen Sammlung, ist die Méglichkeit gegeben, 
den Stoff freier zu gestalten und die individuelle Auffassung und Richtung 
» {|| des einzelnen Bearbeiters in héherem MaSe zur Geltung zu _bringen. 
|| Doch ist, wie gesagt, jede Arbeit, die sich dem Plane der Sammlung 
einftigen Vast, im gleichen Mage willkommen. 


Bisher haben die folgenden Gelehrten ihre geschitate Miekung 

|  gugesagt, wahrend erfreulicherweise stetig neue Anerbieten zur Mitarbeit 

- || an der Sammlung einlaufen, wortiber in meinen Mitteilungen“ fortlaufend 
|| berichtet werden wird ‘(die bereits erschienenen Bande sind mit zwei **, 

die. unter der Presse befindlichen mit einem * bezeichnet): 


- **—, Bachmann, niedere Zahlentheorie. (Band X der Sammlung.). 
MM. Bécher, itiber die reellen Lisungen der gewdhnlichen linearen 
_ Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
G. Bohlmann, Versicherungsmathematik. 
_G. H. Bryan, Lehrbuch der Thermodynamik. L 
- @, Castelnuovo und F, Enriques, Theorie der algebraischen Flaichen. 
**3 Gzuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler- 
aos ausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. (Band IX.) 
_ %**7, B. Dickson, Linear Groups with an exposition of the Galois Field 
: _ theory. - [im englischer Sprache.] (Band VI.) a 
i. Dingeldey, Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme. 
F, Dingeldey, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- 
und Integralrechnung. 
|G. Enestrém (in. Verbindung mit ander TA Handbuch der 
poo ae Geschichte der Mathematik. 
|| + #, Engel u. G. Kowalewski, Hinfitihrung in die Theorie dor Praise ~ 
formationsgruppen. 
- F. Enriques, Prinzipien der Geometrie. 
A, Fischer, dynamische Probleme der Physiologie. 
Ph. FPurtwingler, die Mechanik der einfachsten physikalischen Apparate 
und Versuchsanordnungen. 
OPE A Gleichen, Lehrbuch der geometrischen Optik. (Band VII.) 
M. Griibler, Lehrbuch der hydraulischen Motoren. 
J. Harkness, elliptische Funktionen. 
I. Henneberg, Lehrbuch der graphischen Statik. 
K. Heun, die kinetischen Probleme der modernen Masohinenlebre. 
_E. Jahnke, Einfihrung in die Vektorrechnung. 
G. Jung, Geometrie der Massen. 
| G. Kohn, rationale Kurven. 
| «#** 4, Krazer, Handbuch der Lehre von den Thetafunktionen. (Band XII.) 
H. Lamb, Akustik. 
R. v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 
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Theorie und Geschichte. (Band V.) 
A. E. H. Love, Lehrbuch der Hydrodynamik. 
A, E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat. 
~ A, Loewy, Vorlesungen tiber die Theorie der linearen Substiinbionseipner 


R. Mehmke, iiber graphisches Rechnen und ther Rechornaacineds a 


sowie tiber numerisches Rechnen. 
‘W. Meyerhofer, die mathematischen Grundlagen der Chemie. 
-*&, Netto, Lehrbuch der Kombinatorik. (Band VIL.) 
*W. F. Osgood, allgemeine Funktionentheorie. 
E. Ovazza, aus dem Gebiete der Mechanik, 


**B, Pascal, Determinanten. Theorie und Anwendungen. (Band III.) : 


S. Pincherle, Funktional-Gleichungen und -Operationen. 

_ Fr. Pockels, Kristalloptik. 

A. Pringsheim, Vorlesungen tiber Zahlen- und Funktionenlehre, (Hle- 
mentare Theorie der unendlichen Algorithmen und der analytischen 
Funktionen einer komplexen Verinderlichen.) Bd. I. Zahlenlehre. 
Bd. I, Funktionenlehre. (Band I.) 

*Schiissler, orthogonale Axonometrie. 
C. Segre, Vorlesungen tiber algebraische Geometrie, mit besonderer 
Beriicksichtigung der mehrdimensionalen Raume. 
*ED, Seliwanoff, Differenzenrechnung. (Band XIII.) 
M. Simon, Elementargeometrie. 
_ -P. Stackel, Lehrbuch der allgemeinen Dynamik. 
_ PP. Stackel, Differentialgeometrie héherer Mannigfaltigkeiten. 
O. Staude, Flichen und Flachensysteme zweiter Ordnung. 
**Q. Stolz und J. A. Gmeiner, theoretische Arithmetik. (Band IV.) 
**Q. Stolz u.J. A. Gmeiner, Einleitung in die Funktionentheorie I. (Bd. XIV.) 
BR. Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften. 

R. Sturm, die kubische Raumkurve. 

H. E. Timerding, Theorie der Streckensysteme und Schoen 

K. Th. Vahlen, Geschichte des Fundamentalsatzes der Algebra. 

K. Th. Vahlen, Geschichte des Sturmschen Satzes. 
' A. Voss, Prinzipien der rationellen Mechanik. 
_ A. Voss, Abbildung und Abwicklung der krummen Flachen. 

*tJ, G. Wallentin, Hinleitung in die Hlektrizitatslehre. (Band XV.) 
** i, v, Weber, Vorlesungen tiber das Pfaffsche Problem und die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. (Band II.) 
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** A, G. Webster, the Dynamics of Particles, of rigid, elastic, and fluid Bodies 


being Lectures on Mathematical Physics. [1 englischer Sprache] (Band XI.) 
A. Wiman, endliche Gruppen linearer Transformationen. 
W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre Integrale. 
‘W. Wirtinger, partielle Differentialgleichungen. 
H. G. Zeuthen, die abzihlenden Methoden der Geometrie. 


C= Mitteilungen tiber weitere Binde werden baldigst folgen. 
Leipzig, PoststraBe 3. 
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Vorwort. 


Wahrend an mehr oder weniger ausfiihrlichen, elementar gehal- 
tenen und wesentlich fiir die Bediirfnisse der Mineralogen berechneten 
Darstelungen der Kristalloptik kein Mangel ist, und andererseits eine 
rein theoretische Behandlung derselben von groSer Vollstiindigkeit und 
Allgemeinheit in Voigts ,,Kompendium der theoretischen Physik“ 
(Bd. II, 1896) vorliegt, fehlt zur Zeit eine eingehendere Darlegung 
des gegenwiirtigen Wissens auf diesem Gebiete der Optik vom physi- 
kalischen Standpunkte mit Beriicksichtigung der Beobachtungsresultate 
und mineralogischen Anwendungen. Denn seit der vortrefflichen und 
detaillierten Darstellung, welche Liebisch in seiner Physikalischen 
Kristallographie (Leipzig 1890) gegeben hat, sind auch in der Kri- 
stalloptik sowohl durch experimentelle als durch theoretische For- 
schung wichtige neue Hrkenntnisse hinzugekommen, namentlich in 
bezug auf die Erscheinungen der Absorption und des optischen 
Drehungsvermégens. Auch ist inzwischen die elektromagnetische 
Lichttheorie so ausgestaltet worden, da sie auch in emem Lehr- 
buche unbedenklich zur Begriindung der Gesetze der Lichtfortpflan- 
zung in Kristallen herangezogen werden kann. Freilich schien es 
mir, um die Darstellung auch den Kristallographen und Mineralogen 
leichter zugiinglich zu machen, ratsam, die Ableitung aus den Diffe- 
rentialgleichungen nicht an die Spitze zu stellen, sondern sie erst, 
nachdem die Integralgesetze der Lichtbewegung aus einfachen Be- 
obachtungstatsachen mit Hinzunahme naheliegender Verallgemeine- 
rungen entwickelt worden sind, in eingeschobenen Abschnitten nach- 
zuholen, die allenfalls auch vom Leser tiberschlagen werden kénnen. 
Diese Darstellung der Theorie hat vor der rein deduktiven zugleich 
den Vorzug, sich einigermafen der historischen Entwicklung anzu- 
schlieBen, sowie die Beziehung zu den Beobachtungen stets hervor- 
tréten zu lassen. 

Bei der Besprechung von Beobachtungsmethoden glaubte ich, 
dem Zwecke des Buches gem’, mich kurz fassen und insbesondere 
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alle technischen und instrumentellen Hinzelheiten beiseite lassen zu 
diirfen — um so mehr, als in dieser Hinsicht z. B. Liebischs Grundrif 
der physikalischen Kristallographie oder die neue (4.) Auflage von 
Groths Physikalischer Kristallographie das Wiinschenswerte bieten. 
Dagegen haben die Beobachtungsresultate eingehende Beriicksichtigung 
erfahren. 

Die von mir getroffene LEinteilung des Stoffes in vier Haupt- 
abschnitte, deren erster allerdings an Linge sehr iiberwiegt, wird 
kaum einer Motivierung bediirfen. In der Nomenklatur habe ich mir 
einige Abweichungen von der bisher meist gebrauchlichen erlaubt, wo 
die letztere mir zu wenig bezeichnend oder gar irrefiihrend erschien; 
so habe ich statt ,optische Achsen“ und ,,Strahlenachsen“ die von 
Fletcher vorgeschlagenen Benennungen ,,Binormalen“ und ,,Biradialen“ 
acceptiert und statt des Ausdruckes ,optisch aktiv“ den deutlicheren 
,optisch drehend“ angewendet. 

Zu groBem Danke bin ich Herrn Dr. H. Hauswaldt verpflichtet 
fiir das liebenswiirdige Entgegenkommen, mit dem er mir eine Anzahl 
der Druckstécke zu seinem unerreicht dastehenden photographischen 
Tafelwerk: , Interferenzerscheinungen im polarisierten Licht etc.“ (Magde- 
burg 1902 und 1904) zur Verfiigung stellte und mir so die Veran- 
schaulichung der schematisch schwer darstellbaren Interferenzbilder 
durch die auf den Tafeln I—VI wiedergegebenen photographischen Ab- 
bildungen erméelichte. 

Mége das vorliegende Buch sich den angehenden Physikern und 
Kristallographen als brauchbarer Leitfaden in dem reichhaltigen Ge- 
biete der Kristalloptik erweisen und vielleicht auch dazu beitragen, 
das Interesse der Mathematiker — denen die Kristalloptik frtiher so 
vielfache Férderung zu danken hatte — wieder auf die hier sich 
darbietenden Probleme zu lenken! 


Heidelberg, im Dezember 1905. 
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Hinleitung. 


Grundbegriffe der allgemeinen Theorie des Lichts. 


In diesem Abschnitte sollen diejenigen Begriffe und Sitze der 
Wellentheorie des Lichtes zusammengestellt werden, welche bei der 
Darstellung der Kristalloptik zugrunde gelegt wer jon miissen und An- 
wendung finden. Wegen der niheren Begriindung dieser Satze mu auf 
die Lehrbiicher der allgemeinen Physik und diejenigen der theoreti- 
schen Optik insbesondere verwiesen werden. Hs sei nur hervorgehoben, 
daB die hier zu benutzenden Grundlagen unabhiingig von jeder Hypo- 
these tiber die Natur des Lichts aus experimentellen Tatsachen ab- 
geleitet sind. 


1. Ausbreitung des Lichts. In einem homogenen Medium pflanzt 
sich die Lichtwirkung eines leuchtenden Punktes nach allen Rich- 
tungen mit endlicher Geschwindigkeit fort, welche in solchen Ent- 
fernungen vom leuchtenden Punkte, die der Beobachtung zuginglich 
sind, von dieser Entfernung unabhingig und fiir Licht von bestimmter 
Spektralfarbe (Schwingungsdauer) nur eine Funktion der Richtung ist. 
In isotropen Medien ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit natiirlich in 
allen Richtungen gleich; im leeren Raume ist sie auch von der Farbe 
unabhingig und betriigt 3-101 =, und praktisch kann man fiir die 
meisten Zwecke diesen Wert auch als fiir den Luftraum giiltig an- 
sehen. Wir werden aber der kiirzeren Schreibweise halber diesen 
Wert als Hinheit nehmen, was darauf hinauskommt, da wir als Zeit- 
einheit +-10-'° Sec. statt 1 Sec. wihlen. Der absolute ,,Brechungs- 
index“ ist dann der reziproke Wert der Lichtgeschwindigkeit. 


2. Wellenfliche. Strahlen und ebene Wellen. Der geome- 
trische Ort aller Punkte, in welchen nach einer bestimmten Zeit ¢ die 
(von einem leuchtenden Punkte) ausgehende homogene Lichtwirkung 
eingetroffen ist, heiBt die Wellenfldche oder Strahlenfldche. Dieselbe 


Pockels, Kristalloptik, i 
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ist in isotropen Medien und in den (nicht optisch drehenden) Kristallen 
des regularen Systems eine Kugel, in den iibrigen Kristallen eine 
zweischalige, zentrisch symmetrische geschlossene Fliche. Alle den 
verschiedenen Werten von ¢ entsprechenden Wellenfliichen sind ahn- 
lich und ahnlich gelegen, und ihre absoluten Dimensionen mit ¢ pro- 
portional. Es geniigt daher, die Flache fiir einen speziellen Wert 
von ¢ zu kennen. Wir wiahlen den oben als Zeiteinheit festgesetzten 
und verstehen somit unter der Wellenfliche oder Strahlenflache 
schlechtweg die diesem Werte entsprechende; die Wellenfliche im 
leeren Raum ist dann die Kugel vom Radius 1 cm, in einem isotropen 


Medium, dessen Brechungsindex n ist, diejenige vom Radius 


Die Lichtwirkung (Energie), welche ein bestimmtes unendlich 
kleines Element der Wellenflache erreicht, hat sich langs des ihm zu- 
gehérigen Radiusvektors dorthin fortgepflanzt (wie die geradlinige 
Ausbreitung des Lichts durch eine kleine Offnung in undurchsichtigem 
Schirme zeigt); daher haben die Radienvektoren (OS) der Wellen- 
fliche die Bedeutung der Lichtstrahlen, und dies ist der Grund fiir 
deren andere Benennung ,,Strahlenfldche“, welcher wir in den spiteren 
Entwicklungen den Vorzug geben werden.*) Schneidet man aus einer 
Wellenflache mittels undurchsichtiger Schirme ein unendlich kleines 
Stiick heraus, welches als ein Element der Tangentialebene angesehen 
werden kann, so verschiebt sich dasselbe im Zeitelement dt parallel 
mit sich selbst in der Richtung des zugehérigen Strahles um sdf; 
die Tangentialebene, der es angehdrt, ist dabei um eine Strecke 

QQ = qdt lings ihrer Normale — der Wellen- 


$ bisa _ normale — fortgeriickt, welche die Projektion 
x \} des Strahlenelements SS’=sdt auf die im 
\ alloemeinen mit dem Strahl nicht zusammen- 
Pamala fallende Richtung dieser Normale ist (siehe 
7 bo a! Fig. 1). Die so definierte Portpflanzungsgeschwin- 
: digkeit O@ = q einerTangentialebene der Wel- 
P| | lenfliiche heiBt die Normalengeschwindigheit, 

oP ae . s die Strahlengeschwindigkett. 
ae Ist nun der leuchtende Punkt unendlich 


weit entfernt, so sind auch endliche Stiicke der 
Wellenfliiche eben; man spricht dann von ebenen Wellen. Solche sind 


1) Die Bezeichnung ,,Wellenfiiche‘t ist von manchen Autoren, z. B. Clebsch, 
fiir die Normalenflache (cf. 8. 3) angewendet worden und kann daher eher zu 
Verwechslungen AnlaB geben. Bei englischen Autoren wird die Strahlenfliiche. 
nach Hamilton ,,surface of ray velocities‘ genannt. 


3. Huygenssches Prinzip. 3 


experimentell auch dadurch realisierbar, da8 man die yon einem im 
Endlichen legenden leuchtenden Punkt ausgehenden Strahlen mittels 
Linsen oder Hohlspiegeln parallel macht. 

Sieht man nun bei einer ebenen Welle von ihrer Begrenzung ab, 
so ist der Beobachtung direkt zugiinglich nur die Geschwindigkeit 
ihrer Verschiebung in der Richtung ihrer Normale, also die Normalen- 
geschwindigkeit g; und da man bei den meisten Messungsmethoden 
mit parallelstrahligem Licht operiert, so ist letztere von gréBerer 
praktischer Bedeutung als die Strahlengeschwindigkeit s. Triigt man 
auf jeder durch den Mittelpunkt der Strahlenflache gelegten Richtung 
die ihr entsprechenden Werte von qg auf, so erhalt man eine ge- 
schlossene, zentrische, in nicht reguliren Kristallen ebenfalls zwei- 
schalige Oberfliiche, welche Wellennormalenfliiche oder kurz Normalen- 
flache genannt wird. (Surface of wave velocities bei Hamilton, surface 
des vitesses normales bei Sénarmont.) Dieselbe kann auch definiert 
werden als der Ort der Fuf&punkte der vom Zentrum der Strahlen- 
flache auf alle ihre Tangentialebenen gefallten Senkrechten, also als 
die Fufpunktfldche der Strahlenfldche. 

Umgekehrt kann die Strahlen- oder Wellenflache aufgefafit werden 
als die Hnveloppe aller ebenen Wellen, welche zur Zeit ¢=0 durch 
ihren Mittelpunkt hindurchgegangen sind. In isotropen Medien ist 
die Normalenfliche mit der Wellenfliche identisch, da die FuSpunkt- 
fliche einer Kugel diese selbst ist. 


3. Huygenssches Prinzip. Man kann die Wellenfliche fiir irgend 
einen Moment statt direkt vom leuchtenden Punkt auch aus derjenigen 
in einem beliebigen friiheren Moment ¢° ableiten, indem man die 
Punkte der friiheren Wellenfliche selbst als leuchtende Punkte be- 
trachtet und zu den von ihnen in der Zeit ¢ — ¢° ausgesandten Wellen 
die Enveloppe konstruiert. (In allen anderen Punkten, aufer denen 
der Enveloppe, vernichten sich naimlich die Elementarwellen durch 
Interferenz.) — Die Punkte, die man als sekundire leuchtende Punkte 
betrachtet, brauchen aber nicht selbst emer Wellenfliiche anzugehéren, 
sondern kénnen eine beliebige stetige Fliiche erfiillen, deren Punkte 
nacheinander, jedoch alle vor dem Zeitpunkte ¢, von der Welle ge- 
troffen werden; auch dann ist die Welle zur Zeit ¢ die Hnveloppe 
aller yon jenen Zwiscbenpunkten fortgepflanzten Elementarwellen. In 
diéser Form dient das Huygenssche Prinzip insbesondere zur Ablei- 
tung der geometrischen Gesetze der Reflexion und Brechung ebener 


Wellen an der ebenen Grenzfliche zweier verschiedener Medien, indem 
1* 
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die Punkte dieser Grenzfliche als lichtaussendende Zwischenpunkte 
gewihlt werden.*) 

Es falle z. B. in der Richtung JO eine ebene Welle auf die 
ebene Grenzfliiche GG zweier verschiedener Medien; der Durchschnitt 
der einfallenden Wellenebene mit der Hinfallsebene (der Ebene der 
Zeichnung in Fig. 2) sei in irgend einem Moment OW, in einem 
um die Zeiteinheit 
spiteren DW’. Kon- 
struiert man nun um 
den Punkt O als Mit- 
telpunkt die Wellen- 
flachen 2°, 2 der bei- 
den Medien, und legt 
man durch die Ge- 
rade, deren Spur in 
der Figur der Punkt 
D ist, die Tangen- 


tialebenen an diese 
Flachen, so beriihren 
dieselben gleichzeitig 
Fig. 2. alle Wellenflichen, 

welche wiihrend der 

betrachteten Zeiteinheit von den simtlichen Zwischenpunkten (z. B. P) 
zwischen O und D ausgesandt worden sind, da diese Flachen alle ahn- 
lich und ihnlich gelegen sind und ihre Dimensionen sich zu denen von 
X°, X verhalten wie DP zu DO. Demnach sind die so konstruierten 
Tangentialebenen DS,, DS, und DS,°, DS,° die gebrochenen und re- 
flektierten Wellenebenen, welche nach Ablauf der Zeiteinheit aus OW 
hervorgegangen sind; man erhalt deren im allgemeinen je zwei (also 
»doppelte Brechung“), wenn die Wellenfliche eine zweischalige Fliche 
ist. Die von O auf jene Tangentialebenen gefillten Senkrechten ON,°, 
ON,° und ON,, ON, sind die reflektierten und gebrochenen Wellen- 
normalen, die nach deren Beriihrungspunkten mit X° und X gezogenen 
Radien OS,°, OS,° und OS,, OS, die reflektierten und gebrochenen 
Strahlen. Letztere muBten in Fig. 2 so dargestellt werden, als ob 


1) Auf die strenge Formulierung, die man dem Huygensschen Prinzip geben 
muS, um sowohl die Intensitét als die Phase der Lichtschwingungen richtig 
daraus ableiten zu kénnen, brauchen wir hier nicht einzugehen. (Vergl, dariiber 
z. B. W. Voigt, Kompendium d. theoret. Physik (1896) V, Kap. 4. P. Drude, 
Lehrbuch der Optik, Kap. II], 8. 158 ff.) 
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sie in der Einfallsebene ligen; sie tun dies aber im alleemeinen nicht, 
sondern nur in dem besonderen Falle, daf die Hinfallsebene eine 
Symmetrieebene der betreffenden Schale der Wellenfliche ist. — 


4. Lichtvektor. Die Lichtwirkung beruht auf dem periodischen 
Wechsel einer gerichteten oder VektorgréBe, welche fiir ebene Wellen 
in isotropen Medien jedenfalls parallel zw: Wellenebene (,tvansversal“) 
hegt, wie aus den unten zu erwiihnenden Beobachtungen von Fresnel 
und Arago zu schliefen ist. In homogenem (d. h. einfarbigem) Licht 
fiihrt dieser Lichtvektor einfach harmonische (d. h. Sinus-) Schwingungen 
aus, deren Schwingungsdauer 7’ charakteristisch ist fiir die Furbe des 
homogenen Lichtes. Die Wellenliinge 2, d. h. der Abstand zweier in 
gleicher Phase befindlicher Wellenebenen, ist gleich der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der letzteren (q) multipliziert mit der Schwin- 
gungsdauer: 

(1) A= G1. 
In ponderabelen Medien ist g eine Funktion von 7, worauf die Er- 
scheinung der Dispersion beruht. : 

Die Intensitdt des Lichtes ist dem Mittelwert des Quadrates des 
Lichtvektors proportional zu setzen. 

Uber die Natur des Lichtvektors brauchen wir vorerst keinerlei 
Annahme zu machen. Nach derjenigen Lichttheorie, die beim gegen- 
wirtigen Stande der Wissenschaft die befriedigendste Erklarung der 
optischen Erscheinungen liefert, sind die Lichtwellen elektromagnetische 
Wellen, und in diesen pflanzen sich zweierlei Vektorschwingungen 
fort, die in isotropen Medien beide transversal und zueinander senk- 
recht sind: die elektrische und die magnetische Feldstiirke. Mit den- 
selben sind aber noch zwei andere Vektoren verkniipft, welche sich 
in isotropen Medien zwar nur durch ihre Grofe, in kristallinischen 
Medien aber auch durch ihre Richtung von den erstgenannten unter- 
scheiden: die elektrische bez. magnetische Verschiebung oder In- 
duktion.*) | 


5. Natiirliches und polarisiertes Licht. Schwingungsrichtung. 
In den Lichtwellen, welche ein selbstleuchtender Punkt in einem iso- 
tropen Medium ‘aussendet, wechselt der Lichtvektor seine Richtung 
sehr oft in unregelmiBiger Weise innerhalb solcher Zeiten, die klein 
sipd gegen die Dauer von Lichteindriicken, die das Auge noch ge- 
trennt unterscheiden kann. (Natiirliches Licht.) 


1) Wie wir spiiter sehen werden, kénnen allerdings die beiden magnetischen 
Vektoren in Lichtwellen praktisch immer als identisch angesehen werden. 
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Durch Reflexion und Brechung (sowie durch Absorption in ge- 
wissen Kristallen) kann das natiirliche Licht aber in der Weise modi- 
fiziert werden, daB der Schwingungszustand, d. h. die Bahnkurve, 
welche der-Endpunkt einer von einem Punkte aus aufgetragenen, den 
Lichtvektor repriisentierenden Strecke beschreibt, zeitlich unveraindert 
bleibt. Solches Licht heiBt polarisiert, und zwar geradlinig polari- 
siert, wenn der Lichtvektor mit konstanter Richtung schwingt, 
elliptisch polarisiert in dem allgemeinsten (durch Superposition zweier 
geradliniger Schwingungen von gleicher Periode entstehenden) Fall, 
daf der Endpunkt des Lichtvektors eine Ellipse beschreibt. Gerad- 
linig polarisiertes Licht wird u. a. erhalten, wenn natiirliches Licht 
an der Grenze zweier verschiedener durchsichtiger isotroper Medien 
unter einem bestimmten Winkel reflektiert wird; man nennt dann die 
Reflexionsebene der Lichtstrahlen deren Polarisationsebene. Der Licht- 
vektor kann nach Symmetrie nur entweder parallel oder senkrecht zu 
der so definierten Polarisationsebene sein; welcher von beiden Fallen 
zutrifft, ist ohne Hinzunahme einer Hypothese nicht mit Sicherheit 
zu entscheiden. Nach der elektromagnetischen Lichttheorie wiirde 
die elektrische Verschiebung (oder Induktion) senkrecht, die magnetische 
parallel zur Polarisationsebene sein (vergl. I, Kap. III). Da es nun 
aus gewissen, spiiter — bei Besprechung der elektromagnetischen 
Theorie — zu erwdhnenden Griinden wahrscheinlich ist, daf die 
elektrische Verschiebung die physiologische Lichtwirkung verursacht, 
so wollen wir weiterhin unter Schwingungsrichtung des Lichts die- 
jenige Richtung verstehen, welche nach der elektromagnetischen Theorie 
die Richtung der elektrischen Verschiebung ist und also senkrecht zur 
Polarisationsebene der ebenen Welle steht. Wir fiihren diese mit der 
Annahme Fesnels iibereinstimmende Festsetzung aber nur ein, weil 
es bei manchen Sitzen der Kristalloptik bequemer ist, statt ,,Normale 
der Polarisationsebene“ einen kiirzeren Ausdruck anzuwenden, und 
halten tibrigens fest, daB diese letztere, nicht die Richtung des Licht- 
vektors, unzweideutig und unabhingig von jeder speziellen Lichttheorie 
definiert ist. Die Richtung der Schnittlinie der Polarisationsebene 
und Wellenebene, welche in der elektromagnetischen Theorie der 
magnetischen Induktion (oder dem magnetischen Feld) entspricht, 
werden wir als Polarisationsrichtung bezeichnen; ihre Kinftihrung ist 
namentlich in der Theorie der Reflexion und Brechung vorteilhaft. 
Die so fiir eime ebene Welle definierte Richtung nennen wir zugleich 
die Polarisationsrichtung des zugehérigen Strahles; als Polarisations- 
ebene des letzteren wird dann die durch ihn und die Polarisations- 
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richtung bestimmte Ebene zu bezeichnen sein, welche mit der Polari- 
sationsebene der ebenen Welle oder Wellennormale in einem Kristall 
im allgemeinen nicht identisch ist. In obiger Definition der Schwin- 
gungsrichtung ist dann die Polarisationsebene der Wellennormale ge- 
meint. Die Normale zur Polarisationsebene des Strahls ist nicht seine 
Schwingungsrichtung, und letztere (die natiirlich, ihrer Bedeutung 
nach, der Welle und dem Strahl gemeinsam ist) steht nicht senk- 
recht zum Strahl. 


6. Analytische Darstellung des Lichtvektors im polarisierten 
Licht. In einer ebenen Welle linear polarisierten homogenen Lichts, 
welche in einem durchsichtigen Medium in der Richtung der Z-Achse 
fortschreitet und parallel der X-Achse schwingt, ist der Lichtvektor, 
der ja in jeder Wellenebene in jedem Moment iiberall gleiche GréBe 
und Richtung besitzt, gegeben durch einen Ausdruck von der Form 


(2) w= Asin [F(t +) —4,} = 4 sin [2x G-7)-A} 


= Asin (¢ — A,) = A’ cos t — A” sin t. 

Man bezeichnet A als die Amplitude, das ganze Argument des 
sinus als die Phase der Schwingung. Hs sei im Hinblick auf spiitere 
Anwendungen schon hier bemerkt, daB es mitunter zweckmaBig ist, 
w als den reellen Teil einer komplexen Grope 
(2") Mere 
aufzufassen, wobei die Vergleichung mit (2) ergibt 

W=—iAe is = A+ AMG. 

In einer in einem isotropen Medium parallel Z fortschreitenden 
Welle von beliebigem Polarisationszustand wird der Lichtvektor noch 
eine Komponente v parallel der Y-Achse besitzen, die gegeben ist 
durch 


; : t z é 
(2?) v= B sin {2x (a -) (ay. = B sin (t ee jae 


Der Endpunkt des Lichtvektors beschreibt dann in einer bestimmten 
Wellenebene, z.,.B. z= 0, im allgemeinen eine Ellipse, welche dem 
Rechteck von den Seiten 2A parallel der X-Achse und 2B parallel 
der Y-Achse einbeschrieben ist. Die Elimination von ¢ aus den Aus- 
@ricken fiir w und v ergibt niimlich 


s) (ia a ey — 27 - p cos (A, — A,) = sin? (A, — A)). 
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Fir A, — A, = naz (n=0, 1, 2,3,--) geht die Ellipse in eine Ge- 


é B B 
rade tiber, welche unter dem Azimut arctg aL oder arctg-,- gegen 


A 
die X-Achse geneigt ist, jenachdem » eine gerade oder ungerade 
‘ a a . oO 38% . 15 x 
ganze, iZahl yistiiel tin Am Ane igsicge hiroderam, jim au: erhalt 


man eine Ellipse, deren halbe Hauptachsen gleich A und B sind und 
mit den Koordinatenachsen zusammenfallen, und die im zweiten Falle 
rechts (im Sinne des Uhrzeigers), im ersten links herum durchlaufen 
wird. Die Verdinderungen, welche die Ellipse erfihrt, wenn man die 
Phasendifferenz A’= A, —A, von O bis x wachsen léBt, sind in 
Fig. 3 angedeutet; fiir das Intervall von a bis 2” gelten dieselben 
Figuren in umgekehrter Reihenfolge und mit entgegengesetztem Um- 
laufssinn der Ellipse. 


Bo ae: eee 


= -+ A ist sonst dadurch ausgezeichnet, daB die Achsen der Ellipse 
fiir jede Phasendifferenz der Komponenten die gleiche Lage behalten 


und nur das Achsenverhiltnis 2 sich mit A’ andert. 

Um im allgemeinen Falle die Hauptachsen der Ellipse zu finden, 
beziehe man dieselbe auf ein um den Winkel w gedrehtes Achsen- 
system X°Y°® Dann ist 

w=ucosw+vsiny, 

v =— usin w+ v cos wv. 
Sollen nun die neuen Achsen die Ellipsenachsen sein, so miissen 
u®, v° die Form haben 

u® =a sin (t — A), 

v = + b cos (tr — A®), 
wo das obere Vorzeichen einer rechts, das untere einer links herum 
durchlanfenen Ellipse entspricht; und durch Gleichsetzen der Faktoren 
von sin t bezw. derjenigen von cos r erhiilt man die Beziehungen: 
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| a cos A°= A cosy cos A, + Bsiny cos A,, 
asin A® = Acosysin A, + Bsin y sin A,, 

+ b cos A° = Asin y sin A, — Boos asin A,, 

+ b sin A® = — A sin cos A, + Boos y cos Ay. 

Hieraus folet 
a* = A® cos? y + B? sin? y + AB sin 2p cos (A, — A,), 
b? = A* sin? wy + B? cos? »y — AB sin 2y cos (A, — A,), 

. a® +b? = A? + B ; 

(4) ya? — b* = (A? — B®) cos 2 + 2AB sin 2 cos (A, — A,), 

+ ab = ABsin (A, — A,), 


| xb AsinysinA,—B cospsinA, _— Asiny cosA, + B cosy cos A, 
ta AcoswcosA, + BsinywcosA, AcospsinA, + BsinywsinA, — 


(4) 


Aus letzterer Relation folgt zur Bestimmung von y die Gleichung: 


(4? 4 Se B?) gin wy cos w == ‘AB cos 20 cos (AS <i A,) 


oder 

(5) Heo yee ee ey 
oder, wenn man 2 —tg 0, A, —A, =A’ setzt: 
oS) tg 2u = te 20 cos A 


Setzt man ferner fiir das Achsenverhiltnis aa der Ellipse tg 4, so 
ergibt sich, da dann 


; 2ab Beene 0" 
sin 29 = a? be? cos 2 = a? bP 
ist, 
(6) sin 2 = + sin 20 sin A’, 


wo das obere Vorzeichen fiir die rechte, das untere fiir die linke 
Ellipse gilt. 

Die Gleichung (5) liefert die Richtungen, Gl. (6) das GréBen- 
verhaltnis der Ellipsenachsen. Letztere kann man auch ersetzen durch 
die mit Riicksicht auf die Relationen 

A* — B? 2AB 


A? B? = COS 20, 42 oH RB — sin. 2) 
aus den Gl. (4’) leicht ableitbare Formel: 
(67) cos 2% = cos 20/cos 27, 
oder auch durch 


cos 2 — cos 20 


cos2y + cos20 tg (0 + ¥) tg © — ¥). 


Will man eine gegebene elliptische Schwingung durch zwei 


(6”) ig’ = 
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rechtwinklige Komponenten ersetzen, so kann man entweder deren 
Richtung (w), oder deren Amplitudenverhiltnis (= tg 0), oder deren 
Phasendifferenz 4’ willktirlich annehmen und dann mittels der vor- 
stehenden Gleichungen die zwei anderen von den drei Bestimmungs- 
stiicken g, 0, A’ berechnen. Beispielsweise erhalt man im ersten 
Falle (bei gegebenem w): 


(6°) cos 20 = cos 24 cos 2y, 
> d a tg Qa 
(6") tg A= anew? 


woraus z. B. ersichtlich ist, daB® fiir ~ = + a auch O = + =, d/-h. 

B=+A4, und A’ =26-+42a wird. Eimer der beiden Winkel A,, A, 

bleibt, wenn nur die Ellipse selbst gegeben ist, auf alle Falle willkiir- 

lich; ihre Werte bestimmen sich erst, wenn auch die Phase der ellipti- 

schen Schwingung und der Nullpunkt von ¢, also auch A, vorgeschrieben 

ist. Verfiigt man tiber letzteren so, daS A°® — 0 ist, also der. Licht- 

vektor zu den Zeitpunkten, wo t=” a ist, in die Ellipsenachsen 

fallt, so werden die Komponenten in bezug auf die mit den Hllipsen- 

achsen den Winkel w bildenden Koordinatenachsen X, Y: 
u=acosy-sint—bsiny-cost, 
v=asinw-sintr+) cos W- cost. 

Ks seien nun die Komponenten uw, v in die Form gebracht 

De, u=A’snt+ A” cost 

) v= Bsint+ B’ cost, 

so dafi die Relation 

(V) A A> BB = 

erfiillt ist, was durch Verfiigung tiber den Nullpunkt von ¢ immer 

erreichbar ist; (sind naémlich uw, v in der Form (2), (2%) gegeben, so 

mu hierzu A?’ sin 2A, + B’ sin2A,=—0 gemacht werden). Dann 

zeigt die Vergleichung mit obigen Ausdriicken, daB A’, B’ die Pro- 

jektionen der einen, A”, Bb” diejenigen der anderen Ellipsenhalbachse 

auf die rechtwinkligen Koordinatenachsen X, Y sind. 

Ebenso ergibt sich, da8 man bei geeigneter Verfiigung iiber den 
Nullpunkt von t die Komponenten einer elliptischen Schwingung in 
bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Achsensystem in die Form 
setzen kann 

u=A’sint+ A” cost oder auch A’cost — A” sin rz, 
(8) v= Bsnt+ B’ cost 


w=C' sine + C”’ cost 


ll yo) WD cos 7. eens 


5 Stee cosir sa estinens 


7. Geometrische Darstellung nach Poincaré. iu 


wobei = 

(8’) A’A" + BB’ + O'C”=0 

gemacht werden kann und dann 4’, B’, 0’ bez. A”, B’, CO” die Pro- 
jektionen der Ellipsenhalbachsen sind. Dabei ist, wenn die Schwingung 
einer in einem durchsichtigen Medium fortschreitenden ebenen Welle 
angehort: 


9 
(8” ee V1 H+ Voy + M52 
8") r= rt es): 


WO v,, ¥;, v3 die Richtungskosinus der Wellennormale bezeichnen. 
Geradlinig wird die durch (8) gegebene Schwingung nur dann 
: PASeEy eS ; : ane 
sein, wenn —7 = p = q ist, was bei gleichzeitiger Festsetzung der 
Bedingung (8’) das Verschwinden von J’, B’, C’ oder A”, B’, C” er- 
fordert. 


Schreibt man uw, v, w in der komplexen Form: 
(Sm) “w= RAE), v= RK(Be), w= Rei’), 
so kommt vorstehende Bedingung darauf hinaus, daB die Verhdiltnisse 
der komplexen Amplituden %: 8: © reell sein miissen. 


~ 


¢. Geometrische Darstellung nach Poincaré. Hine Darstellung 
der méglichen Formen der Schwingungsellipse und ihrer Verinde- 
rungen, welche fiir gewisse Anwendungen in der Kristalloptik beson- 
ders zweckmibig ist, hat H. Poincaré*) benutzt. Sie besteht in fol- 
gendem. Man kann, wie oben schon bemerkt, die Schwingungskom- 
ponenten w, v in bezug auf zwei beliebige rechtwinklige Achsen in 
der Wellenebene betrachten als die reellen Teile der komplexen GréBen 
Nee und Be, 
wobei dann das Verhiltnis 


(9) yet in 


die Form und Orientierung der Schwingungsellipse charakterisiert. 
Betrachtet man £, 7 als rechtwinklige Koordinaten in einer =H-Ebene, 


so entspricht die =-Achse allen geradlinigen Schwingungen, wobel 
das Azimut der Schwingungsrichtung gegen die X-Achse durch 
(10) w = arctg & 


gegeben ist; ferner die H-Achse allen Hllipsen, deren Hauptachsen 
parallel der X- und Y Achse sind, wobei deren Achsenverhiiltnis 


(11) %—Y 


1) H. Poincaré Théorie mathématique de la lumiére. II. Cap. XII (1892). 


ie Einleitung. Grundbegriffe der allgemeinen Theorie des Lichts. 


ist und positives y rechten, negatives linken Umlaufssinn bedeutet; 
und speziell entsprechen die Punkte C,, C, mit den Koordinaten 
£—0, 7»=-+1 der rechts- und linkszirkularen Schwingung. Alle 
Punkte der =H-Ebene, welche Ellipsen mit gleichen Achsenrichtungen. 
reprisentieren, liegen je auf einem durch die beiden Punkte C,, C, 
hindurchgehenden Kreise (wie AK in Fig. 4); die zu diesen Kreisen 
orthogonalen Kreise (z. 
B. K’) sind der Ort der- 
jenigen Punkte, welche 
den Ellipsen gleichen 
Achsenverhdlinisses ent- 
sprechen, und die 
H Schnittpunkte A, A’ 
eines solchen Kreises 
mit der H-Achse ent- 
sprechen zwei um 90° 
gegeneinander gedreh- 
tén Ellipsen. Ubertriigt 
man nun die Punkte 
der =H-Ebene durch 
stereographische Projektion auf die dieselbe im Nullpunkt beriihrende 
Kugel vom Durchmesser Hins, und nennt die Projektion der =-Achse 
auf die Kugel den Aquator, so entsprechen die Pole der Kugel P., P, 
den Punkten C,, C,, also den zirkularen Schwingungen, die Breiten- 
kreise (z. B. aa’, Fig. 5) den Schwingungen von konstantem Achsen- 


= 


Fig. 4. 


verhaltnis, die Liingenkreise jenen yon konstanter Orientierung der 
Hauptachsen, und zwar derart, daf das Achsenverhiiltnis gleich der 
Tangente der halben ,,Breite* 6, der Winkel ~ zwischen der einen 
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Hillipsenhauptachse und. X-Achse gleich der halben Lange“ ist (letz- 
tere von demjenigen Meridian an gerechnet, der die Projektion der 
H-Achse ist, d. i. der in Fig. 5 gezeichnete Kreis). Irgend zwei diametral 
gegentiberliegende Punkte der Kugel (a, b’) entsprechen demnach zwei 
ihnlichen, entgegengesetzt umlaufenen Schwingungsellipsen mit ge- 
kreuzt liegenden grofen Achsen. 

Diese geometrische Darstellung gestattet nun eine sehr einfache 
Bestimmung der Verinderung, welche die Schwingungsellipse durch 
Anderung der Phasendifferenz der Komponenten erfihrt. Eine Phasen- 
verzogerung A von v gegen w wird analytisch ausgedriickt durch 
Multiplikation von 2 mit e~', und dieser Faktor bedeutet eine Dreh- 
ung der =H-Ebene um den Winkel A; eine gleiche Drehung erfihrt 
also auch die Kugel um den zur =H-Ebene senkrechten Durchmesser. 
Man findet also die aus einer gegebenen Schwingungsellipse durch 
eine relative Phasenverzigerung A ihrer Komponenten nach der X- und 
Y-Achse hervorgehende neue Ellipse, indem man den der Ellipse ent- 
sprechenden Kugelpunkt so verschiebt, wie es durch eine Drehung A 
der Kugel um denjenigen Aquatordurchmesser geschieht, welcher die 
der X- und Y-Richtung entsprechenden Kugelpunkte (O und @Q) ver- 
bindet. Wiirde die relative Verzigerung A den Komponenten der 
Schwingung nach irgend zwei anderen Richtungen X’, Y’ in der 
Wellenebene erteilt, so hatte man die gleiche Drehung der Kugel 
um einen anderen Aquatorialdurchmesser (nimlich denjenigen, dessen 
Endpunkte den Richtungen X’, Y" zugeordnet sind) auszufiihren. — 

Hine Drehung 20 der Kugel um ihren Polardurchmesser bewirkt 

nur eime gleiche Veranderung der ,Linge“, entspricht also einer 
- Drehung 9 der Schwingungsellipse ohne Gestaltsinderung, wie sie 
beim Durchgang der Welle durch eine Platte mit ,optischem Drehungs- 
vermégen“ stattfindet und auch einer relativen Phaseniinderung 20 
der beiden durch die Pole dargestellten entgegengesetzt zirkularen 
Schwingungen zugeschrieben werden kann. 


8. Interferenz polarisierten Lichtes. Die Bedingungen, unter 
welchen linear polarisierte Lichtwellen yon nahezu gleicher Fortpflan- 
zangsrichtung und von gleicher Schwingungsdauer die Erscheinung 
der Interferenz, d. h. das Auftreten emer vom Phasenunterschied der 
zusammentreffenden Wellen abhingigen Intensitit, zeigen, sind durch 
einé fiir die Undulationstheorie des Lichts fundamentale Hxperimental- 
untersuchung von Fresnel und Arago') festgestellt worden. Ihre 


1) A. Fresnel und F. Arago, Ann. chim. phys. (2) 10 (1819), p. 288. 
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Versuche zeigten, daf Wellen, die von demselben leuchtenden Punkte 
ausgegangen sind (und nicht allzugroBen Gangunterschied erhalten 
haben), die Higenschaft, zu interferieren, behalten, wenn sie parallel 
zueinander polarisiert worden sind, dab sie aber diese Higenschaft 
verlieren, wenn sie senkrecht zueinander polarisiert sind. Hs ist dies 
die Beobachtungstatsache, welche zur Erkenntnis der Tvransversalitat 
der Lichtschwingungen gefiihrt hat. In der analytischen Darstellung 
findet sie ihren Ausdruck folgendermaBen. 

Es sei die Schwingungsrichtung beider Wellen parallel der 
X-Achse, und die ihnen entsprechenden Lichtvektoren an einer und 
derselben Stelle des Raumes demgemi dargestellt durch 

yoni ae Aas te U, = A, sin (tc — A,), 
oder, wenn man A, = 0, A, — A, =A setzt: 
Was Asin 25 Uy, = A, sin (¢ — A). 
Dieselben superponieren sich zu einer einzigen Schwingung von kon- 
stanter Amplitude; denn wu, + uw, liBt sich auf die Form bringen: 
u =u, + U, = Asin (t — 0), 
wobei gilt: 


A, sin A 
U2) Oo = Ft A, cos B 
(13) A? = Ay? + Ay? + 2.4, Ay €08 A. 


Da die Intensitat linearpolarisierten Lichts nach § 4 dem Quadrat der 

Amplitude proportional ist 

schreiben: 

(13’) J=J,+d,+2VI,Vjy cos A 

und erkennt hieraus, da die durch das Zusammentreffen der beiden 

Wellen hervorgerufene Lichtintensitit in der Tat von ihrer Phasen- 

differenz (oder ihrem Wegunterschied) abhiingig und somit an jedem 

= Ort eine bestimmte ist, aber von Ort zu Ort 
wechselt —- was das Charakteristische fiir die 


we vy 7 ay | | 

a Dee Interferenz ist. 

La : Die resultierende Amplitude A ist nach 
A, 


(13) geometrisch konstruierbar als die Diago- 
nale des aus den Seiten A,, A, und dem von 
ihnen eingeschlossenen Winkel A gebildeten Parallelogramms (siehe 
Figur 6). Besonders wichtig fiir viele Anwendungen ist der Spezial- 


fall, daB A = + > ist; dann gilt: 


, so kann man letztere Formel auch 


Fig. 6. 


(13*) Bo Aes, J=d, + dy. 
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Sind die beiden Schwingungen dagegen zueinander senkrecht, 
also etwa gegeben durch 


wu = Asin (rt —A,), v= Bsin (t — A,), 
so setzen sie sich zu einer elliptischen Schwingung zusammen, deren 


Intensitit durch den tiber eine Schwingungsperiode genommenen 
Mittelwert von u? + v*? bestimmt ist. Dieser Mittelwert ist aber: 


fl) 


+4 
i (A?cos*A, + Breos*A,) | sin’tdt+p (A*sin’A, + B’sin?A,) | cos?rdt 
0 0 
=i (4? + BY, 


also unabhiingig von der Phasendifferenz; d. h. es findet keine Inter- 
ferenz, sondern einfache Addition der Intensitdten statt. 

Arago und Fresnel] haben ferner gezeigt, da zwei rechtwinklig 
zueinander polarisierte Wellen, die aus emer Welle (etwa durch Hin- 
tritt derselben in einen Kristall) hervorgegangen sind, durch Zuriick- 
fiihrung auf die gleiche Polarisationsebene (z. B. beim Durchgang 
durch ein Nicolsches Prisma) nicht interferenz- 
fihig werden, auper wenn die urspriingliche ee 
Welle selbst schon linear polarisiert war. 
Nehmen wir letzteres an und bezeichnen die 
Winkel, welche die urspriingliche Schwin- P 
gungsrichtung (P) und die wiederhergestellte 
(A) mit derjenigen der ersten Welle (H,) ae ty 
bilden, mit « bez. B (siehe Fig. 7), ferner a 
die urspriingliche Intensitit mit J°, so haben 
die nach H, und H, schwingenden Wellen die Intensititen 


J, = J* e087 ot, Ji J sin? es 


oder die Amplituden 
A == AD cosla., (As == AS isin: 0: 


Erhiilt die Welle (2) die Phasenverzigerung A gegeniiber der Welle (1), 
so geben die beiden Wellen bei der Zuriickftihrung auf die gemein- 
same Schwingungsebene A die Schwingungskomponenten 


A, cos Bsint und A,’ sin # sin (tx — A). 
Es jst also, um die resultierende Amplitude zu bekommen, in Formel (13) 
A, = A cos « cos 8, A, = A® sin « sin B 


zu setzen, und es folgt dann 
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A? = A”! cos? « cos? B + sin? « sin? B + 4 sin 2a sin 28 cos A} 


‘ : : olay ZN 
= A* | cos? (« — B) — sin 2a sin 26 sin? mae 


oder fiir die resultierende Intensitiat: 
(14) J = J° { cos? (w— p) ~ sin 2eesin 2B - sin? 5}. 


Es tritt also in der Tat eine bestimmte, von A abhingige Intensitat, 
d. h. Interferenz auf. DaB dies nicht der Fall ist, wenn die ursprting- 
liche Welle natiirliches Licht war, erklart sich aus der unter 5 er- 
wihnten Vorstellung, daB natiirliches Licht solches ist, dessen Schwin- 
gungsrichtung in auferst kurzen Zeitintervallen alle méglichen Lagen 
durchliuft.‘) Es ist dann nimlich in (14) das Azimut « als schnell 
veriinderlich und zwar alle Werte zwischen 0 und 2a gleichmafig 
(aber in beliebiger Reihenfolge) durchlaufend anzusehen, und die fiir 
das Auge wahrnehmbare Intensitiit ist der DMittelwert 
27 


1 


1 
2 2 
0 
also unabhdngig von A. Dasselbe Resultat wiirde man erhalten, wenn 
man die urspriingliche Welle durch einen sehr schnell rotierenden Po- 
larisator gehen liebe. 

Wir wollen schlieBlich noch bemerken, daf elliptisch polarisierte 
Wellen mit gleichgelegenen, ahnlichen und gleichsinnig durchlaufenen 
Schwingungsellipsen ebenso interferieren, wie parallel schwingende 
linear polarisierte, was leicht einzusehen ist, wenn man jede Schwin- 
gung zunichst in Komponenten nach zwei festen, zueinander senk- 
rechten Richtungen (etwa den gemeinsamen Hauptachsen der Ellipsen) 
zerlegt, diese Komponenten addiert und ihre Resultanten wieder zu 


einer elliptischen Schwingung zusammensetzt. 


9. Interferenz weiBen Lichtes. Haben die zusammentreffenden 
Wellen verschiedene Schwingungsdauer, so durchliuft die Phasen- 
differenz der Schwingungen wihrend sehr kurzer Zeit alle méglichen 
Werte, die wahrnehmbare mittlere Intensitat ist daher auch bei paral- 
leler Schwingungsrichtung einfach die Summe der Intensitaten der 


1) Man wird zwar annehmen miissen, daf der Schwingungszustand in jedem 
Moment wirklich elliptisch ist, und die Schwingungsellipse ihre Gestalt und Lage 
schnell wechselt; aber der Hffekt ist derselbe bei der obigen einfacheren An- 
nahme einer ihre Richtung wechselnden linearen Schwingung. (Vergl. Voigt, 
Kompendium d. theor. Phys. V 1, § 5.) 


9. Interferenz weiBen Lichtes. ileal 


Einzelwellen. Wenn nun inhomogenes Licht, d. h. ein Gemisch von 
Licht verschiedener Schwingungsdauern (Spektralfarben) zur Interferenz 
gelangt, so entsteht also ein Gemisch, worin die einzelnen Farben mit 
Intensititen vertreten sind, die sich nach der Formel (13’) berechnen, 
in der nun aber nicht nur J, und J,, sondern auch A fiir jede Farbe 
einen anderen, gegebenen Wert hat. Zur Bestimmung der Farben- 
wirkung eines Lichtgemisches, worin die Intensitiiten der einzelnen 
Farben in bestimmten Verhiltnissen zu denen im weifen Lichte stehen, 
sind verschiedene empirische Regeln angegeben worden, so von Newton 


and J. J. Miller, wegen deren auf die Lehrbiicher der Experimental- 
physik verwiesen werden muf. 


Pockels, Kristalloptik. 2 


Erster Teil. 


Vollkommen durchsichtige Kristalle ohne Drehungsvermoégen. 


Erstes Kapitel. 


Gesetze der Lichtfortpflanzung in einachsigen Kristallen. 


1. Fundamentalerscheinungen am Kalkspat. Die doppelte 
Strahlenbrechung wurde zuerst von Hrasmus Bartholinus’) am 
Kalkspat beobachtet und bald darauf von Christian Huygens’) 
niher untersucht und durch eine gliickliche Annahme bereits richtig 
erklart. Die Fundamentalerscheinung ist die Zerlegung eines Biindels 
paralleler Strahlen homogenen natiirlichen Lichtes in zwei Strahlen- 
biindel von merklich gleicher Intensitét beim Eintritt in einen Kalk- 
spatkristall. Von diesen zwei gebrochenen Strahlenbiindeln folgt das 
eine (O) — das ,ordentliche’ — dem gewohnlichen Brechungsgesetz, 
das andere (1), welches das auferordentliche genannt wird, dagegen 
nicht, was sich am augenfilligsten darin zeigt, da es im alleemeimen 
nicht in der Hinfallsebene liegt (auBer wenn diese ein Hauptschnitt 
ist, d. h. die Hauptachse [3-zihlige Symmetrieachse|] des Kristalls 
enthilt) und auch bei senkrechtem Hinfall eine Ablenkung erfahrt 
(auBer wenn die Grenzflache senkrecht oder parallel zur Hauptachse ist). 

Die beiden gebrochenen Strahlenbiindel sind aber nicht mehr 
natiirliches, sondern linear polarisiertes Licht, wie sich am einfachsten 
aus folgender Beobachtung an zwei Kalkspatplatten ergibt, welche 
schon von Huygens gemacht wurde, der sie jedoch noch nicht zu 
erkliiren vermochte, da ihm die Vorstellung der transversalen Licht- 
schwingungen noch fehlte. LaSt man ein Biindel paralleler homogener 


1) E. Bartholinus, Experimenta crystalli islandici disdiaclastici quibus 
mira et insolita refractio detegitur. Havn. 1669. 

2) Chr. Huygens, Traité de la lumiére. Leiden 1690. (Ostwalds Klassiker 
d. exakten Wissensch. No. 20.) Kap. Y. 
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Strahlen natiirlichen Lichts senkrecht auf zwei tibereinanderliegende 
planparallele Platten — etwa Spaltungsplatten — von Kalkspat fallen, 
so treten im allgemeinen vier Strahlenbtindel O,, L,, O,, E, aus, von 
denen zwei (O,, l,) dieselbe Lage haben, wie nach Durchgang durch 
die erste Platte allein, wihrend die beiden anderen gegen dieselben 
im Hauptschnitt der zweiten Platte verschoben sind (vergl. Fig. 8). 
Die relativen Intensitiiten dieser vier Strahlenbiindel findern sich nun 
mit dem Winkel « zwischen den Hauptschnitten der beiden Platten, 
und zwar ist annihernd, wenn J die ein- 
fallende Intensitiit, 4 ihr Schwichungsver- 
haltnis durch Reflexion und (bei reinem 
Kalkspat tibrigens verschwindend geringe) 
Absorption bezeichnet*), 


J 


B= (O) =k cos® a, 
e 0 2 
(1) ; 

O, = Based sin® «. 


Fig. 8. 


Dieses Verhalten findet nun seine Erklirung 

darin, daB, wie Malus gezeigt hat, der ordentliche Strahl O parallel 
zum Hauptschnitt, der auferordentliche / senkrecht dazu polarisiert 
ist; denn es miissen dann die Amplituden der Strahlen O, und O,, 
in welche O im zweiten Kristall zerlegt wird, im Verhiiltnis cos « 
bezw. sina, die Intensitaten also im Verhialtnis cos?.a@ bezw. sin? « 
zu derjenigen von O stehen, und ebenso miissen sich die Amplituden 
und Intensitaiten von H, und EF, zu denen von F yerhalten. Die In- 
tensititen von O und F&F selbst aber sind (abgesehen wieder von der 
Schwichung durch Reflexion und etwaige Absorption) die Halfte der 
einfallenden Intensitit, da das natiirliche Licht (siehe Hinl., § 5) sich 
verhalt wie polarisiertes, dessen Polarisationgazimut « in sehr kurzer 
Zeit alle méglichen Werte durchliuft, und da der Mittelwert sowohl 
von cos? @ als von sin?@ gleich } ist. — Ist speziell «= 0 oder a, 
d. h. sind die Hauptschnitte der beiden iibereinandergelegten Platten 
parallel, so bleiben von den austretenden Strahlen nur EH, und O, 
iibrig, d. h. O erfahrt in der 2. Platte nur eine ordentliche, / nur 
eine auBerordentliche Brechung. Wenn «=a und die beiden Platten 


1) E. L. Malus, Mém. prés. a l'Inst. par div. sav. Se. math. et phys. 2 
(1817), p. 303. Das Malussche Gesetz ist beim Kalkspat nur eine ziemlich rohe 
Anniherung, da der auBerordentliche und der ordentliche Strahl wegen ihrer 
sehr verschiedenen Brechangsindizes auch merklich verschiedene Schwichung 


durch Reflexion erfahren. 


20 I. 1. Gesetze der Lichtfortpflanzung in einachsigen Kristallen. 


gleich dick sind, so fallen O, und /, zusammen, da der auferordent- 
liche Strahl in den beiden Platten dann entgegengesetzt gleiche Ver- 


schiebungen erleidet. Ist dagegen w = + a d. h. der Hauptschnitt 


der zweiten Platte senkrecht zu dem der ersten, so bleiben nur O, 
und LE, tibrig, d. h. O erleidet nur eine auferordentliche, H nur eine 
ordentliche Brechung. 


2. Gestalt der Wellenfliche nach Huygens. Fiir die unter 1 
beschriebenen charakteristischen Erscheinungen der doppelten Strahlen- 
brechung in Kalkspat gelang es Huygens, eine vollstandige Erkla- 
rung zu geben auf Grund des nach ihm benannten Prinzips der ein- 
hiillenden Wellen (siehe Hinl., § 3) und der Annahme, dai die Wellen- 
flache im Kalkspat aus einer Kugel und einem dieselbe in seinen 
Polen beriihrenden abgeplatteten Rotationsellipsoid besteht — einer 
Annahme, die sich ihm als die einfachste darbot, da die Wellen 
fliche nach den erwahnten Beobachtungen jedenfalls aus einer, dem 
ordentlichen Strahl entsprechenden Kugel und einer zweiten, dem 
auBerordentlichen Strahl entsprechenden Schale von der Form einer 
Rotationsfliche, welche den Polardurchmesser mit der Kugel gemein 
hat, bestehen mu. Sie ist hiernach durch zwei Parameter bestimmt: 
den Polarradius 0 und den Aquatorialradius e des Ellipsoids, welche 
man als die Hauptlichtgeschwindigkeiten des optisch einachsigen Kristalls 


bezeichnet, oder auch durch deren reziproke Werte = = 0, —=6, 
. é 


welche (da nach der in § 1 der Einl. getroffenen Festsetzung die 
Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume gleich Eins ist) direkt die 
entsprechenden Brechungsindizes — die Hauptbrechungsindizes — )be- 
deuten. Die Orientierung der Wellenfliche ist durch die Symmetrie 
des Kristalls schon gegeben, da ja die Umdrehungsachse des Ellipsoids 
mit der Hauptachse (3-zihligen Symmetrieachse) des Kristalls zu- 
sammenfallen mu8. Man nennt diese Richtung, in welcher nur eine 
Strahlengeschwindigkeit und nur eine (ihr gleiche) Normalengeschwin- 
digkeit existiert, und der Kristall sich wie ein optisch isotroper Kérper 
verhalt, die optische Achse. Wihlt man dieselbe zur Z-Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, so lautet demnach die Gleichung 
der Wellenfldche oder Strahlenfliche 


go? + ay? 2? ety?t 2 
@) faba eh op ets Pla Nes 


a o* | 
fiihrt man den Winkel yw ein, den die Strahlenrichtung mit der opti- 


3. Normalenfliche. oni 


schen Achse bildet, so-sind die Geschwindigkeit s, des ordentlichen 
und s, des auferordentlichen Strahles gegeben durch: 


(2) il a cos” ap on sin® p 


7) ? s 2 02 e? 


3. Normalenfliche. Da die Fufpunktfliche einer Kugel diese 
Kugel selbst ist, so gehdrt die Kugel vom Radius o zugleich der 
Normalenfliche an. Dem Rotationsellipsoid der Strahlenfliiche ent- 
spricht als zweite Schale der Normalenfliche eine Rotationsfliche, 
welche den Polar- und Aquatorialradius mit dem Ellipsoid gemeinsam 
hat, und deren Meridiankurve die Fu{punktkurve der Ellipse von den 
Halbachsen o und e (ein ,,Oval“ mit ebendenselben Halbachsen) ist. 
Die Gleichung der letzteren ergibt sich leicht folgendermafen: die 
Gleichung der Tangente an die in der ZX-Ebene liegende Ellipse ist 


LX, Bey 
@ to at 


wenn 2,, 2, die Koordinaten des Beriihrungspunktes sind. Daraus 
folgt fiir die Richtungskosinus des vom Mittelpunkt auf die Tangente 
gefallten Lotes ON = 9: E: 


cos (q, %) = q-a,/e?, cos (q,2)= 4-4/0", wo - L=V(2 1 see 


folglich sind die Koordinaten seines FuSpunktes N: 


2 


x. é. 
7 4 Sy Fee) Sh 
z= dq e?? & q 02? 


und durch Elimination von #,, 2, vermége der Hllipsengleichung folgt 


(es) +(e) = 3 
gre? + go? = (4? + 2), 
Die Gleichung der Normalenfliche in rechtwinkligen Koordinaten ist also: 
(3) {2+ (2+ e—Wt yt} (ety +208} =O, 


und die beiden Normalengeschwindigkeiten in einer Richtung, die den 
Winkel » mit der optischen Achse bildet, sind gegeben durch 


oder 


(3) q,=9, 9, =07 cos* » + e? sin’ 9. 

Die Fliche 4. Grades, welche nach (3) die auberordentliche Wellen- 
Fea etict a tiwvitidi picoit darstellt, wird als ,,Rotations- Ovaloid“ be- 
zeichnet. Ihr Meridianschnitt NN’ ist in seiner Beziehung zu der 
Meridianellipse X=’ der Strahlenfliche und dem der Strahlen- und 
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Normalenfliche gemeinschaftlichen Kreisschnitt in nebenstehender Figur 
(fiir einen + Kristall mit tibertriebener Stiirke der Doppelbrechung) 
Z dargestellt. 

Die Gesetze der Licht- 
fortpflanzung, welche in 
den vorstehenden For- 
meln ausgedriickt sind, 
haben sich nun fiir alle 
durchsichtigen Kristalle, 
welche eime mehr als 

x 2-zihligeSymmetrieachse 
(oder eine 2-ziihlige Spie- 
geldrehungsachse) und 

auBerdem Symmetrie- 
ebenen besitzen, giiltig 
erwiesen. *) 


Sind zur Hauptachse 
senkrechte Richtungen 
vorhanden, welche dieser 
kristallographisch gleichwertig sind, so mu8 eo sein, also die 
Wellenflaiche und Normalenfliiche sich auf eine einzige Kugel re- 
duzieren. Da man sich nun die reguldren Kristalle aus solechen des 
tetragonalen Systems dadurch hervorgehend denken kann, da in 
letzteren zwei zur Hauptachse senkrechte Achsen dieser gleich werden, 
so folgt mit Notwendigkeit, daB regulire Kristalle sich optisch wie 
isotrope Korper verhalten miissen, wie es die HErfahrung bestitigt. 


Fig. 9. 


4. Positive und negative Kristalle. Gegenseitige Lage von 
Strahl und Normale. Schon Biot”) fand, da® unter den einachsigen 
Kristallen zweierlei Arten zu unterscheiden sind, solche, bei denen, 
wie beim Kalkspat, das Ellipsoid der Strahlenfliche ein abgeplattetes, 
und solche (wie z. B. Calomel, d. i. Hg,Cl,), bei denen es ein ver- 


1) Die genaueste Verifikation dieser Gesetze wurde durch Messungen von 
Swan, Glazebrook und Hastings nach der Prismenmethode (siehe Kap. V), 
sowie durch soleche von Danker (N. Jahrb. f. Min. 4, p. 241) nach der Methode 
der Totalreflexion (siche Kap. IV) am Kalkspat durchgefiihrt. Abweichungen 
welche C. Viola durch Totalreflexionsbeobachtungen am Turmalin gefunden 
zu haben meinte, haben sich als auf Inhomogenitit der Substanz beruhend er- 
wiesen (vergl. Kap. III, § 4). 

2) J. B. Biot, Mém. de la classe d. sc. math. et phys. de l’Inst. Année 
1812. 13, (2) p. 19. Paris 1816. Gilberts Ann. d. Phys. 65. (1820), p. 1—3. 
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langertes ist. Hrstere, fiir welche also ¢ >o0 oder ¢<@ ist, nennt 
man nach Fresnel negative, letztere, fiir welche e<o und ¢>a, 
positive Kristalle. 

Beide unterscheiden sich, aufer durch das Vorzeichen der Differenz 
d,—4%, oder s,—s,, durch die gegenseitige Lage des auferordentlichen 
Strahles und der zugehérigen Wellennormale. Es ist nimlich zufolge 
den 8. 21 entwickelten Formeln, wenn wir den Winkel (qg, Z) mit g, 
(s, Z) mit ~ bezeichnen, 

CO ee 

a) gon nee! 
also 

gZwy, je nachdem 0 Ze, 


d.h. der Strahl liegt innerhalb des von der Wellennormale und optischen 
Achse eingeschlossenen Winkels bei positiven, auperhalb desselben bei 
negativen Kristallen. (Siehe Fig. 10a, b, welche den Meridianschnitt 
der Strahlenfliche fiir Calomel (+) und Natriumnitrat (—) darstellen.) 


Fig. 10a. Fig. 10b. 


Da der zu derselben Wellennormalenrichtung gehérige ordentliche 
Strahl mit letzterer zusammenfillt, so besteht dieselbe Lagenbeziehung 
auch zwischen dem zu einer und derselben Wellennormalenrichtung 
gehdrigen ordentlichen und auferordentlichen Strahl. Wegen des 
Sinnes der Abweichung des auferordentlichen Strahles vom ordent- 
lichen bezogen auf die optische Achse nannte man die negativen 
Kfistalle auch repulsive, die positiven attraktive. 

Der Winkel t, welchen der a. 0. Strahl mit seiner Wellennormale 
bildet, bestimmt sich nun aus der Gleichung 
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ter = 


tgp —igy (0? —e’)tg@ 
0? + 7 tg?’ 


 i+tggpigy 


oder, wenn Gl. (3’) fiir qg? beriicksichtigt wird, 


(5’) 


v—e . 
tet = a sin @ COS gp. 
é 


Der Winkel 1+ erreicht nach (5) seinen Maximalwert, wenn 


(6) 


é 
tg (Dn) =) st <, tg (Wn) = 9. os tg (5 Yn) 


ist, und dieser Maximalwert ist 


(7) 


20e 


t,, = arcig (+ eo “) . 


Nachstehende Tabelle enthalt die Werte der optischen Parameter 


0, €, @, €, Sowie von g,,, ¥,, und t,, fiir einige einachsige Kristalle; 
dieselben gelten simtlich fiir Na-Licht, ausgenommen diejenigen des 


Quecksilberchloriirs und Zirkons, die sich auf rotes Licht beziehen. 


0 e o | é | Pm | Wm | Cen Beobachter 
Hg, Cl, 0,510 |0,385 |1,96 |2,60 |52°59" 37°14’ | 15°59" Des Cloizeaux 
NaNO, || 0,63084 | 0,74917 | 1,5852 |1,3348 /40°5’ = 49°55’ | 9°50’| Cornu 
Kalkspat |) 0,60295 | 0,67279 | 1,65850 1,48635 41°52’ = 48°8’ 6°16 Rudberg 
Zirkon 0,521 |0,508 |1,92 (1,97 |45°44’ | 44916’ | 1°98’| Sénarmont 
Turmalin || 0,61103 | 0,61754 | 1,6366 | 1,6193 | 44°42 = 45°18’ 0°36", Miller 
Beryll 0,63207 | 0,63466 | 1,58208 | 1,57565 | 44°53’ = 45°7’ = 0°14" | Schrauff 
Apatit 0,60750 | 0,60912 | 1,64607 1,64172 44°551/,’ 45°41,’ 0°9° | HeuBer 


Der Winkel + kann leicht angeniihert gemessen werden, indem 
man unter eine planparallele Platte des Kristalls einen Mafstab legt , 
und ihn durch die Platte hindurch, senkrecht darauf sehend, betrachtet. 
Die dann direkt ablesbare Verschiebung des auferordentlichen Bildes 
gegen das ordentliche, dividiert durch die Dicke der Platte, gibt tg t. 
Die Gleichung (5) kann dann zur angeniiherten Berechnung des Ver- 


haltnisses an oder umgekehrt, wenn dieses bekannt ist, durch Ver- 


gleichung des berechneten mit dem beobachteten Winkel rt zu einer 
(wenig genauen) Priifung des Huygenschen Gesetzes dienen. 


5. Konstruktion der Strahlen- und Normalenfiache. mit Hilfe 
je eines Ellipsoids. Die beiden Strahlen- oder Normalengeschwindig- 
keiten fiir eine gegebene Richtung in einem einachsigen Kristall, sowie 
die zugehérigen Polarisationsrichtungen lassen sich, wie Fresnel +) 


1) A. Fresnel, Guvres complétes. T. II p. 286. 
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erkannte, in einfacher Weise mit Hilfe je eines Rotationsellipsoides 
ableiten. Es dient zur Bestimmung der Strahlen 
das Rotationsellipsoid mit dem Polar-Radius e und Aquatorial- 
Radius o: 


2 2 a2 
(8) peek +“,=1 (fresnelsches Ellipsoid)*); 


zur Bestimmung der Wellennormalen 
das Rotationsellipsoid mit dem Polar-Radius = =e und Aquatorial- 


. 1 
Radius ae 


(9) (a? + y*) 0? + 2%? = 1 (Indexellipsoid) *). 
Letzteres ist itihnlich dem der Strahlenfliche angehérenden Ellipsoid, 


aus dem es durch Vergréferung der Achsen im Verhiltnis ~ her- 
vorgeht. 

Das Fresnelsche Ellipsoid wird von einer Diametralebene, deren 
Normale den Winkel yw mit seiner Umdrehungsachse bildet, in einer 
Ellipse geschnitten, deren eine halbe Hauptachse zum Hauptschnitt 
senkrecht und =o ist, und deren andere, im Hauptschnitt sliegende 
Halbachse s, durch 


e 
1 cos?» , sin? » 
pr a en 2 
S 0 e 


gegeben ist. Die Vergleichung mit den Gleichungen (2’) ergibt sofort 
den Satz: 

Die Geschwindigkeiten der beiden Strahlen, welche sich im eimer 
und derselben Richtung fortpflanzen, sind gegeben durch die Halbachsen 
der Ellipse, in welcher die zu dieser Richtung senkrechte Diametral- 
ebene das Fresnelsche Ellipsoid schneidet. 

Wird durch das Indexellipsoid eine Diametralebene gelegt, deren 
Normale den Winkel m mit der Z-Achse bildet, so erhalt man eine 
Schnittellipse, deren im Hauptschnitt liegende Halbachse den Wert hat: 

1 = 
¢ Yo? cos? p + e? sin? p’ 
wihrend die andere, zum Hauptschnitt senkrechte, = ; ist. Vergleicht 
man hiermit die Formeln (3’), so folgt: 

Die Geschwindigheiten der beiden Wellennormalen, welche sich in 


Vv 


1) Andere Bezeichnungen sind: Erstes Ellipsoid (Plicker); Erginzungs- 
ellifsoid (V. v. Lang); ellipsoide directe, deuxiéme ell. (Billet, Verdet). — 

2) Elastizititsellipsoid (Fresnel, Kirchhoff); ell. de polarisation (Cauchy); 
ell. inverse, premier ell. (Billet, Verdet); 2'* Ell. (Pliicker); Ell. der gleichen 
Arbeit (Stefan); Indikatrix (Fletcher). 
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einer und derselben Richtung fortpflanzen, sind gegeben durch die re- 
ziproken Halbachsen der Ellipse, in welcher die zu dieser Richtung 
senkrechte Diametralebene das Indexellipsoid schneidet. 


6. Konstruktion der Polarisationsrichtungen. Beriicksichtigt 
man noch, da der ordentliche Strahl im Hauptschnitt, der auBer- 
ordentliche Strahl oder die a. o. Wellennormale senkrecht zu letzterem 
polarisiert ist, so ergibt sich ferner folgende Regel fiir die Polarisa- 
tionsebenen:  Diejenige Halbachse der Schnittellipse, welche durch chre 
Grope gemapB obigen Sitzen die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eimes 
Strahles oder einer Wellennormale bestimmt, gibt zugleich durch thre 
Fiachtung die Normale der Polarisationsebene an. 

Hs sei daran erinnert, daB die Normale der Polarisationsebene der 
Wellennormale, nicht aber derjenigen des Strahles, zugleich die von uns 
definierte Schwingungsrichtung ist (siehe Einl., § 5). Die vorstehende 
Regel, fiir die Wellennormale ausgesprochen, bestimmt also die Schwin- 
gungsrichtung. Man kann die Konstruktion der Normalenflache der- 
jenigen der Strahlenfliche vollstiindig analog gestalten, d. h. so, daf 
man die Halbachsen der durch die Wellenebene erzeugten Schnitt- 
kurve selbst auf der Normale auftrigt, indem man statt des Index- 
ellipsoids dessen inverse F'ldche benutzt, d. i. das Ovaloid 
(10) (a ae y”) 0? aE, ge? at (a =e y? + e)*, 
dessen Meridiankurve sich von derjenigen des Ovaloids der Normalen- 
fliche (Gl. (3)) durch Vertauschung von o und e, oder durch eine 
Drehung um 90° unterscheidet. Dieses Ovaloid (die ,,Elastizitiitsflache“ 
Fresnels), welches wir nach Voigt Polarisationsovaloid nennen wollen, 
ist auch die FuSpunktfliche des Fresnelschen Ellipsoids, steht also 
zu diesem in derselben Beziehung wie die Normalenfliche zur Strahlen- 
fiche. Zugleich geht aus dieser Beziehung hervor, daB das Index- 
ellipsoid und Fresnelsche Ellipsoid Reziprokalfldchen sind. 


4. Dispersion. Die Hauptlichtgeschwindigkeiten oder Haupt- 
brechungsindizes sind, wie schon 8. 5 bemerkt, abhingig von der 
Schwingungsdauer oder der (im Vakuum gemessenen) Wellenlinge 
des Lichts. 

Bei durchsichtigen Kristallen, auf die wir uns hier vorerst 
beschranken, nehmen die Brechungsindizes mit abnehmender Wellen- 
ldinge stets zu und konnen als Funktion von 4 durch Reihenentwick- 
lungen von der Form 


‘ 


7. Dispersion. 97 
an wae gas... 


wo A’, A, B, C,--- positive Konstanten sind, dargestellt werden. 
(Uber andere, theoretisch begriindete Dispersionsformeln siehe spiter: 
Kap. III, § 5.) 

Als Beispiel seien die Hauptbrechungsindizes des Kalkspates fiir 
eine Reihe von Wellenlingen mitgeteilt, welche nicht nur im sicht- 
baren Spektrum’), sondern auch weit dariiber hinaus im Infrarot?) 
und Ultraviolett®) genau gemessen sind. 


Spektrallinie | Wellenlinge 1 | @ | é wane 
2,15.10~ > mm | | 1,4753 
1,98 | 16279 
1,45 | 1,6361 | 1,4779 | 0,1582 
1,08 | 1,6424 | 1,47799 | 0,16441 
A 0,760 / 1,65000 | 1,48261 | 0,16739 


Li 0,671  -1,65368 | 148433 | 0,16935 
D 0,589 -1,65837 | 148645  0,17192 
i 0,535 | 1,66267 | 1,48812 | 0,17425 
F 0,486 | 1,66785 | 1,49080 | 0,17705 
H 0,397 | 1,68319 | 149774 | 0,18545 
Cd,, 0,214 | 1,84580 | 1,55993 | 0,28587 


Wie hieraus ersichtlich, ist die Dispersion des ordentlichen Strahles 
viel stirker als die des auSerordentlichen, und die Differenz beider, 
also die Stiérke der Doppelbrechung, nimmt ebenfalls mit abnehmender 
Wellenliinge zu. Dieser Sinn der Dispersion der Doppelbrechung ist 
auch sonst die Regel. Umgekehrt ist er z. B. beim Apophyllit, Brucit 
und Vesuvian. 

Obgleich der Qwarz nicht zu den gewoéhnlichen, sondern zu 
den in Teil II zu behandelnden optisch drehenden, einachsigen Kri- 
stallen gehdrt, so mége doch wegen seiner vielfachen Anwendung bei 
optischen Apparaten schon hier die Abhiingigkeit seiner Brechungs- 
indizes w und « fiir Richtungen senkrecht zur Hauptachse von der 
Wellenlinge mitgeteilt werden, und es sei vorgreifend schon bemerkt, 
daB die Abweichung der Wellenfliche des Quarzes von derjenigen 
eines gewdhnlichen positiven einachsigen Kristalls sehr gering und 
iiberhaupt nur in der Nahe der Hauptachse merklich ist. 
ApEn 


1) H. Dufet, Bull. soc. frang. de min. 16 (1893), p. 149. 
2) E. Carvallo, Ann. école normale (3) 7, Supplém. (1890). 
3) E. Sarasin, Arch. sc. phys. nat. Genéve (3) 8 (1882), p. 392. 
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Linie || 2-10° | a0) € 0) Beobachter 


2,14 | 1,5191 | 1,5278 | 0,0087 |, Mouton’) 


A 0,760 | 1,53919 | 1,54813 | 0,00894 
D 0,589 | 1,54425 | 1,55336 | 0,00911 ata de Lépinay?) 
H 0,397 | 1,55816 | 1,56775 | 0,00959 
Cd,, || 0,214 | 1,63040 | 1,64268 | 0,01228 


| Sarasin =) 
Al,, |) 0185 | 1,67500 | 1,68910 | 0,01410 
Auch hier haben wir, wie beim Kalkspat, eine Zunahme sowohl beider 
Hauptbrechungsindizes als der Doppelbrechung mit abnehmender 
Wellenliinge, die im Ultraviolett sehr viel schneller ist, als im sicht- 
baren Spektrum. 


8. Polarisationsprismen. Die jetzt gebraiuchlichsten Polari- 
satoren, d.h. Vorrichtungen zur Erzeugung geradlinig polarisierten 
Lichtes aus nattirlichem‘), beruhen auf der Doppelbrechung in optisch 
einachsigen Kristallen — meist Kalkspat — und mégen daher schon 
hier Erwithnung finden. Ein genaueres Hingehen auf ihre Wirkungs- 
weise wiirde allerdings die Anwendung der erst an spiiterer Stelle zu 
entwickelnden vollstindigen Gesetze der Reflexion und Brechung 
erfordern. 

Man kann zuniachst ein beliebiges Kristallprisma dazu verwenden, 
um aus einem Strahlenbiindel natiirlichen Lichtes zwei getrennte 
polarisierten Lichtes zu erzeugen; denn entsprechend den verschiedenen 
Brechungsindizes der beiden Strahlen im Kristall werden dieselben 
auch mit verschiedenen Ablenkungswinkeln aus dem Prisma austreten 
(wie in Kap. V niaher auszufiihren sem wird), und man kann in hin- 
reichender Entfernung hinter dem Prisma jeden der beiden polarisierten 
Strahlen getrennt benutzen. Hierbei wiirde aber, wenn die Ablenkungs- 
winkel betraichtlich differieren sollen, auch starke Dispersion statt- 
finden, so da diese Methode auf wezSes Licht nicht anwendbar ist. 
Wenn es nicht darauf ankommt, die beiden Strahlenbiindel’ weit zu 
trennen, kann man die Dispersion einfach dadurch vermeiden, dab 


1) Mouton, C. R. 88 (1879), p. 1087. 1189. 

2) J. Macé de Lépinay, Journ. de phys. (2) 4 (1885), p. 159. 261; 6 (1887), 
p. 190. 

3) KE. Saragin, Arch. sc. phys. nat. Genéve (2) 61 (1878), p. 109. 

4) Dieselben Vorrichtungen kénnen nattirlich auch zur Untersuchung irgend- 
welchen Lichtes auf seinen Polarisationszustand (durch Ausléschung des darin 
enthaltenen linear polarisierten Anteils) dienen und werden bei dieser Verwendung 
Analysatoren genannt. 
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man eine planparallele Platte, z. B. eine Spaltungsplatte aus Kalkspat, 
verwendet; es treten dann, wie wir in §$ 1 sahen, zwei parallele senk- 
recht zueimander polarisierte Strahlenbiindel aus, deren Abstand der 
Dicke der Platte proportional ist, und von denen man je nach Bedarf 
das eine oder das andere durch ein Diaphragma abblenden kann. Will 
man nicht sehr dicke Platten verwenden, so kann man aber auf diese 
Weise offenbar nur ein polarisiertes Strahlenbiindel yon sehr kleinem | 
Querschnitt erhalten. — Um divergente polarisierte Strahlenbiindel ohne 
zu starke Dispersion herzustellen, kann man die durch das Kristall- 
prisma erzeugte Gesamtablenkung und Dispersion durch ein zweites 
Prisma (mit paralleler, aber nach der anderen Seite hin liegender 
brechender Kante) gréBtenteils, bezw. fiir den einen Strahl vollstindig 
kompensieren. Dieses Kompensationsprisma kann ein Glasprisma sein, 
oder aber besser ein Prisma aus demselben Kristall, aber von anderer 
Orientierung. So verwendete Sénarmont zwei rechtwinklige, mit 
den Hypotenusenflichen zu einem rechtwinkligen Parallelepiped zu- 
sammengekittete Kalkspatprismen, in deren einem (P,) die optische 
Achse senkrecht zu der als Eintrittsfliche dienenden Kathetenfliche, 
und in deren anderem P, sie parallel zur Austrittsflache und senk- 
recht zur brechenden Kante legt; der aus einem senkrecht einfallen- 
den Strahl entstehende ordentliche Strahl geht dann ungebrochen hin- 
durch, der auBerordentliche wird abgelenkt. Ahnlich konstruiert sind 
das Rochonsche und Wollastonsche Prisma; bei beiden liegt die 
optische Achse des zweiten Prismas parallel zur brechenden Kante, 
wahrend sie in dem ersten Prisma bei der Rochonschen Konstruktion 
so wie in P,, bei der Wollastonschen so wie in P, des Sénarmont- 
schen Prismas orientiert ist. Beim Rochonschen Prisma, welches 
tibrigens hiufig auch aus Quarz verfertigt wird, geht also ebenfalls 
der ordentliche Strahl unabgelenkt hindurch, wahrend bei demjenigen 
yon Wollaston, da beim Ubergang in seine zweite Hilfte der ordent- 
liche Strahl zum au8erordentlichen wird und umgekehrt, beide aus- 
tretende Strahlen Ablenkung und also auch Dispersion erleiden. 

Wahrend man, um mit diesen Prismenkombinationen nur ei po- 
larisiertes Strahlenbiindel zu erhalten, das andere erst nach dem Aus- 
tritt besonders abblenden mu8, geschieht bei den eigentlichen Polari- 
sationsprismen die Beseitigung des einen Strahlenbiindels schon 
innerhalb des Prismas mittels totaler Reflezion an einer trennenden 
Zwischenschicht von geeignetem Brechungsindex. Totalreflexion findet 
statt an der Grenze gegen ein schwiicher brechendes Medium, wenn 
der Hinfallswinkel einen bestimmten Grenzwert iiberschreitet. Man 
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kann es also, wenn man z. B. einen Kalkspatkristall an ein isotropes 
Medium yon einem Brechungsindex, der kleiner als derjenige des 
ordentlichen, aber gréBer als der des auferordentlichen Strahls ist, 
grenzen laBt, so einrichten, dab von den beiden im Kristall einfallen- 
den Strahlen der ordentliche total reflektiert wird, der auBerordentliche 
hingegen nicht, und also letzterer zum Teil austritt. Hierauf beruht 
z. B. die Konstruktion des bekanntesten Polarisators, des Nicolschen 
Prismas'), welches iibrigens ebensowenig wie die tibrigen Polarisations- 
prismen ein ,,Prisma“ im engeren Sinne der Optik, sondern ein schief- 
winkliges Parallelepiped darstellt. Dasselbe wird hergestellt aus einem 
Kalkspatspaltungsstiick, das etwa dreimal so lang als dick ist, und 
an dem die Kndflaichen so abgeschliffen werden, da sie Winkel von 
68° mit den langen Kanten bilden; dieses Parallelepiped wird lings 
einer Ebene, die senkrecht zu den Endflichen und zum Hauptschnitt 
der Langskanten ist, in zwei Hilften zerschnitten, und letztere werden 
mittels Kanadabalsam, dessen mittlerer Brechungsindex 1,54 ist, wieder 
zusammengekittet. Dann wird fiir alle Strahlen, die mit Neigungen 
von nicht mehr als ca. 14',° gegen die Langsachse des Prismas ein- 
fallen, der in der ersten Prismenhilfte entstehende ordentliche Strahl 
an der Kanadabalsamschicht total reflektiert und in den geschwirzten 
Seitenflichen des Primas absorbiert; es treten also innerhalb des ge- 
nannten Winkelbereichs nur auferordentliche Strahlen aus, welche 
parallel der langen Diagonale der Endfldchen jolarisiert sind (oder 
parallel deren kurzer Diagonale schwingen). Diese Strahlen erfahren 
durch das Prisma zwar keine Ablenkung, aber eine betrichtliche 
Parallelverschiebung. Um diese zu verringern, hat man das Prisma 
mit geraden (d. h. zu den langen Kanten senkrechten) Endflachen ver- 
sehen und dann den Schnitt unter 75° zu letzteren gefiihrt. Durch 
andere Orientierung der Prismenkanten (niimlich senkrecht zur opti- 
tischen Achse) unterscheidet sich das Thompsonsche Prisma. 

Um Prismen yon relativ geringerer Linge zu konstruieren, hat 
man als trennende Zwischenschicht der beiden Prismenhialften Laift 
gewihlt; bei passender Orientierung der HEndflichen und Trennungs- 
ebene la8t es sich dann wieder erreichen, daB der ordentliche Strahl 
total reflektiert wird. Hierher gehéren die Polarisationsprismen yon 
Foucault und Glan, bei denen die polarisiert austretenden Strahlen 
jedoch nur sehr geringe Neigung gegen die Liingsachse haben k6nnen, 
und die daher hauptsichlich zu Beobachtungen in parallelstrahligem 


1) Nicol, Pogg. Ann. 29 (1883), p. 182. 
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Licht verwendbar sind. Wegen Einzelheiten der Konstruktion dieser 
und noch anderer Polarisationsprismen mu auf die Spezialliteratur 
verwiesen werden.) Dagegen sei noch erwiihnt, daS man die An- 
ordnung auch umkehren, d. h. eme planparallele Platte des Kristalls 
in ein isotropes Medium von hinreichend hohem Brechungsindex ein- 
betten, und es durch Wahl des letzteren und der Neigung der Platte 
gegen die einfallenden Strahlen dann so einrichten kann, daB in der 
Kristallplatte nur ein gebrochener Strahl — wenn sie einem negativen 
Kristall angehért, der ordentliche — zustande kommt und wieder aus- 
tritt. Him derartiger Polarisator, bestehend aus einer in Schwefel- 
kohlenstoff eingetauchten Kalkspatplatte, ist zuerst von Jamin?) 
konstruiert worden; auf demselben Prinzip beruhende Konstruktionen 
haben Zenker, FeuSner und Bertrand vorgeschlagen, welcher 
letztere darauf hinwies, daf sich in diesem Falle statt Kalkspat noch 
vorteilhafter Natriwmnitrat (siehe Tabelle 8S. 23) verwenden liBt. 


Zweites Kapitel. 


Gesetze der Lichtfortpflanzung in optisch zweiachsigen Kristallen. 


\. Entdeckung der Gesetze der Doppelbrechung zweiachsiger 
Kristalle. Bei der Untersuchung der Interferenzerscheinungen, welche 
doppeltbrechende Kristallplatten im polarisierten Lichte zeigen, fanden 
Biot und Brewster, daf es auBer den Kristallen mit einer ,,optischen 
Achse“, d. h. einer Richtung, fiir welche die Doppelbrechung ver- 
schwindet, auch solche mit zwei derartigen Richtungen®) gibt, welche 
man daher als optisch zweiachsige Kristalle bezeichnet. Dieselben ge- . 
héren erfahrungsgemiB simtlich dem rhombischen, monoklinen und 
triklinen Kristallsysteme an. Th. Young glaubte, die Doppelbrechung 
der zweiachsigen Kristalle durch die als Verallgemeinerung des 
Huygensschen Gesetzes fiir einachsige Kristalle nachstliegende An- 


1) Z. B. W. Grosse, Die gebriiuchlichen Polarisationsprismen, Klausthal 
1889. Verhandl. d. Ges. deutsch. Naturforscher IJ, 1891, p.33. Ferner K. FeuSner, 
Zeitschr. f. Instrumentenkunde 4 (1884), p. 41. 

2) Jamin, Pogg. Ann. 137 (1869), p. 174. 

3) Diese Richtungen sind hier jedoch nicht, wie die Hauptachse einachsiger 
Krisfalle, als Achsen optischer Isotropie zu bezeichnen, da das optische Verhalten 
nicht rings um dieselben symmetrisch ist. Auch findet in Wirklichkeit in den 
Richtungen der optischen Achsen zwar einfache Brechung der Wellennormalen, 
aber nicht solche der Strahlen statt. (Siehe unter ,,Konische Refraktion“.) 
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nahme erkliren zu kénnen, daB die Wellenfliche aus einer Kugel und 
einem dreiachsigen Ellipsoid bestiinde. Doch zeigte Fresnel’) 
durch Messungen an Prismen aus Topas, da tatsiichlich in den zwei- 
achsigen Kristallen einer der beiden Strahlen dem gewéhnlichen 
Brechungsgesetz folet, also die Youngsche Annahme nicht zutreffen 
kann. In der Tat ist die Gestalt der Wellenflache und Normalen- 
fliche in zweiachsigen Kristallen so kompliziert, daS man sie wohl 
schwerlich je durch eine direkte hypothetische Verallgemeinerung und 
ebensowenig auf experimentellem Wege gefunden hatte. Fresnel hatte 
nun den gliicklichen Gedanken, die Verallgemeinerung an den Hilfs- 
flchen, mittels deren er die Strahlen- oder Normalenfliche der ein- 
achsigen Kristalle zu konstruieren lehrte (siehe Kap. I, § 5 u. 6), vor- 
ganehmen, indem er jene Rotationsflichen durch ein dreiachsiges 
Ellipsoid bezw. Ovaloid ersetzte. DaB es dieser Weg geschickter 
Verallgemeinerung war, auf dem Fresnel zur Hntdeckung der all- 
gemeinen Gesetze der Doppelbrechung gelangte, ging freilich erst aus 
seinen hinterlassenen Schriften hervor”), wihrend er in der be- 
riihmten Abhandlung’), in welcher er jene Gesetze verdffentlichte, 
dieselben durch eine theoretische Betrachtung — die erste, alsbald 
als unhaltbar erkannte ,,elastische“ Lichttheorie — herleitete. 

Die durch die erwihnte Verallgemeinerung sich ergebenden, in 
den folgenden Paragraphen entwickelten Gesetze der Lichtfortpflanzung 
haben bisher durch alle Beobachtungen an durchsichtigen rhombischen, 
monoklinen und triklinen Kristallen (mit einer in Teil IL zu _ be- 
sprechenden LEinschrinkung  hinsichtlich gewisser hemiédrischer 
Gruppen) volle Bestiitigung gefunden.*) Hiernach besitzen also die 
Kristalle dieser drei Systeme hinsichtlich ihres optischen Verhaltens 
gegen homogenes Licht die gleiche Symmetrie, nimlich drei zueinander 
senkrechte 2-zahlige Symmetrieachsen und durch je zwei derselben 
hindurchgehende Symmetrieebenen, und unterscheiden sich nur dadurch, 
‘dafs bei den monoklinen Kristallen die Lage zweier, bei den triklinen 


1) Ann. chim. phys. (2) 20 (1822), p. 337. Guyres compl. II, No. 38, p. 261—272. 

2) Fresnel, Premier mémoire sur la double réfraction (19. nov. 1821). 
Publiziert erst in Giuvres compl. I, No. 38, 39. Vergl. Verdets Einleitung dazu, 
§§ XI u. XI, p. 74—75. 

3) Sec. Mém. sur la double réfraction. Mém. acad. d. sciences Paris, 7 (1827), 
p. 45; Giuvres compl. II, No. 46, p. 472, 474, No. 47, §§ 26, 36, 37. 

4) Abgesehen von der indirekten Bestiitigung durch die Erscheinungen der 
konischen Refraktion und die Interferenzerscheinungen sind jene Gesetze am 
genauesten direkt verifiziert worden durch Beobachtuugen der Totalreflexion von 
W. Kohlrausch (Ann, Phys, Chem. 7 (1879), p. 427) und besonders yon J. Danker 
(N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 4 (1885), p. 241). 
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diejenige aller dreier Symmetrieachsen von der Schwingungsdauer des 
Lichts und von iuSeren EHinfltissen, wie Temperatur und Druck, ab- 
hangt. Auf die Frage, wie sich die Fresnelschen Gesetze der Licht- 
fortpflanzung und insbesondere die gleiche optische Symmetrie der 
Kristalle jener drei Systeme theoretisch begriinden lassen, werden wir 
an spiiterer Stelle (Kap. HI) eingehen. 


2. Ableitung der Normalenfliiche aus dem Indexellipsoid und 
Polarisationsovaloid. Nach dem obigen Verallgemeinerungsprinzip 
folgt aus §§ 5, 6 des vorigen Kapitels fiir die Konstruktion der Nor- 
malenflaiche zweiachsiger Kristalle der Satz: 

Die Wellennormalengeschwindigheiten q,, q. fiir eine bestimmte 
Fortpflanzungsrichtung sind gegeben durch die reziproken Halbachsen der 
Ellipse, in welcher das Indexellipsoid, oder durch die direkten Halb- 
achsen des Ovals, in welchem das Polarisationsovaloid von der zu 
jener Richtung senkrechten Diametralebene geschnitten wird. 

Hieraus ergibt sich folgende analytische Bestimmung der Werte 
9, % als Funktionen der Richtungskosinus »,, »,, v, der Wellen- 
normale gegen die Hauptachsen des Polarisationsovaloids (Polarisations- 
hauptachsen). Es seien a, b, ¢ die Hauptlichtgeschwindigkeiten; dann 
ist die Gleichung des Indexellipsoids: 

(1) aa? + by? + e22= 1 
und die Gleichung der Diametralebene: 
(2) V,L+nRY + V2 =0. 


a F il es : 
Soll nun der Radiusvektor V2?+ y?+ 2= 7 unter Hrfiillung dieser 
Bedingungen ein Maximum oder Minimum werden, wie es fiir die 


gesuchten Hauptachsen der Schnittkurve der Fall ist, so muB sein: 


x —Awvn—Nv,=0, 
(3) ly —Abty —1'r,=0, 


2 ea 
|¢—Ae—d’v, =O, 


wo 4, 4’ noch zu bestimmende Faktoren sind. Durch Multiplikation 
vorstehender Gleichungen mit 2, y, ¢ und Addition erhilt man mit 
Riicksicht auf (2) und (1): 


i z — A(a?a? + b8y? + 22) = 0, 1= > 


Schreibt man nun statt (3): 


Pockels, Kristalloptik. 3 
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Op , 

x(1 = =, == fl V1; 

4 (tees | ay 

(4) y(1— 3) = Am, 
Ce 7 

a(1 =aey = == A V3 y 


. . . . . Vv. 
so folgt, indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit Gade? 


Vs 


: 5, ~*~» multipliziert und addiert: 
ee mac 


2 v,7 ; Der tme! bs on 
(5) 2 ae 3 Al 2 2 . 


(Par (Pe © GP =e 


Dies ist die Beziehung zwischen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
ebener Wellen und ihrer Normalenrichtung, also die Glerchung der 
Normalenfliche in Polarkoordinaten. In Cartesischen Koordinaten ge- 
schrieben lautet dieselbe: 


6) @+y+ay—(W@v+A+yHCte)+e@+P)j@+yt a) 
+ Bea+ Cary? +t wb?2? = 0, 
ist also vom 6. Grade. 

In ganz analoger Weise hitte man diese Gleichung ableiten 
kénnen durch Aufsuchung der Maxima und Minima des Diametral- 
schnittes des Polarisationsovaloids oder noch allgemeiner einer Flache 
von der Gleichung 

aa? = bP y? + CZ = (ae ae y+ ZY. 
wobei dann die (¢ — 1)* Potenz der Halbachsen der Schnittkurve die 
Normalengeschwindigkeiten geliefert hitte.t) Dabei kann ¢ irgendeine 
ganze Zahl, ausgenommen jedoch 1, sein. 


3. Gleichungen fiir die Schwingungsrichtungen. Setzt man in 
die Gleichungen (4) fiir g? einen der beiden aus (5) foleenden Werte 
ein, so bestimmen dieselben durch das Verhiltnis 


V, Vo Vs 


UY ths 4 a ae ie pees 
7] Gg — a g — 02° g@—e 


die Hauptachsenrichtungen der Schnitiellipse, welche nach Analogie des 
in Kap. I, § 6 ausgesprochenen Satzes auch im Falle eines zwei- 
achsigen Kristalls die Normalen der Polarisationsebenen der beiden 
Wellen oder ihre ,, Schwingungsrichtungen“ sind. Bezeichnet man deren 
Richtungskosinus gegen die optischen Symmetrieachsen mit 2,,, 2,; 
ia, UN Sa ioy) Mos, Eso, SO ili also: 


1) V. v. Lang, Wiener Sitzungsber. (2), 43 (4861), p. 645. 
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a Vv. 1 Vv. iL Vv. 1 
6 TU a ee eT ee IU a ee i OA — 3 by 
( ) Lh a Ey, Sr > 2h on? pats b2 R, ’ Bh 


u 


wobei ist: 


6’ (SS | SNE i NS atin aa 
i i Gia T GFT GF 


2 


h = 1,2. 


Nach der geometrischen Definition dieser Richtungen miissen die- 
selben sowohl zur Wellennormale als zueinander senkrecht sein, also 
die Relationen bestehen: 

Ty 7,V, + My, Ye + %, 3 = 9 
und 
M11 Hq + Wy Nog + sy Myo = 0. 


DaB die ersteren beiden (fiir h = 1 oder = 2) in der Tat erfiillt sind, 
ist aus den Ausdriicken (6) in Verbindung mit der Gleichung (5) 
sofort ersichtlich. Die dritte Relation ist ebenfalls leicht zu veri- 
fizieren; man kann niimlich nach (6) schreiben: 


{ vy" 
\@i— a) Gay TT 


1 
14 M19 + Boy Noo + Nei X39 = DD 
te “A2 21729 31°32 ORR, 


1 o* Ver vy,” ) ( Dig cn Vs ) | 
REG Get gentge ea ee fs 
und hier sind die beiden drei- 


gliedrigen Ausdriicke in der 
{} zufolge (5) gleich Null. 


4, Hauptschnitte der Nor- 
malenflache; optische Achsen 
oder Binormalen. Die Schnitt- 
kurven der Normalenflache mit 
ihren Symmetrieebenen (siehe 
Fig. 11, worin sie durch die 
ausgezogenen Kurven darge- 
stellt sind) zerfallen in je einen 
Kreis und ein Oval; denn ihre 
Gleichungen sind, wie aus (5’) 
sogleich heryorgeht, 


in der X ¥-Hbene: |a?+ y?— c?|[(a? + y*)?— (6222 + a®y?)| = 0 


ne YZ-Ebene: [y? + 2?— a? [(y?+ 2*)?— (Py? +b%2)| =0, 


” oy 


» » 2X-Hbene: [22 eg? — b?| [(a? + 27)?— (a2? + cx?) | 2210); 
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Demnach_ besitzt 

in der X Y-Ebene der Kreis den Radius ¢, das Oval die Halbachsen b X, a) Y; 
BD Y Z-Ubene ” ” ” re ORD ” ” ” e||Y, b|Z; 
D Z X-Kibene ” ” ” ” b, ” ” ” ” a|Z,€ X. 
In jeder Symmetrieebene ist also die Geschwindigkeit der einen (in 
dieser Ebene polarisierten) Welle konstant gleich der eimen Haupt- 
lichtgeschwindigkeit. In einer der drei Symmetrieebenen miissen sich 
der Kreis und das Oval schneiden; setzen wir fiir die Folge fest, da 

a>b>e 

sei, so findet dieses Schneiden in der 7 X-Ebene statt (im Punkte A, 
und den drei analog gelegenen in Fig. 11). Die beiden Durchmesser, 
auf denen die vier Schnittpunkte liegen, bilden, wie aus den Glei- 
chungen bt = c?a?+ a?z?, 2+ 2?= b* folgt, mit der Z-Achse einen 
Winkel 2, der bestimmt ist durch 


(7) tg Q == oe iy leas oder sin Q = ee, 
= @& Cen 


Der so definierte Winkel Q kann > oder < 45° sein; in ersterem 
Falle nennt man (unter Voraussetzung der GréBenfolge a>b>c) den 
Kristall negativ, in letzterem positiv zweiachsig. Die soeben be- 


” 


stimmten Richtungen, in welchen die Geschwindigkeiten g,, g, emander 
gleich werden und sich somit nur eine ebene Welle im Kristall 
fortpflanzt, nennt man gewdhnlich die optischen Achsen*); da aber 
diese Bezeichnung bisweilen, so zuerst von Fresnel, dann von Clebsch, 
auf die Richtungen gleicher Strahlengeschwindigkeiten (siehe unten, 
§ 8) angewendet worden ist, so wollen wir, um Verwechslungen aus- 
zuschlieBen, die neuerdings von Fletcher”) vorgeschlagene Be- 
nennung ,,binormalen“ akzeptieren. Diese Richtungen kénnen zufolge 
der Konstruktion der Normalenfliiche (siehe oben, § 2) auch definiert 
werden als die Normalen der Kreisschnitte des Indexellipsoids oder des 
Polarisationsovaloids; ferner auch als die Achsen derjenigen Tangenten- 
zylinder des Fresnelschen Ellipsoids, welche Kreiszylinder sind, mit- 
hin auch als die Asymptoten der Fokalhyperbel des Fresnelschen El- 
lipsoids (Pliicker). Hieraus ist zugleich ersichtlich, daB es auBer 


1) Hamilton [Third supplement to an essay on the theory of systems of 
rays, Dublin Transactions 17 (1837), p. 130] nennt sie ,,lines of single normal 
velocities“. 

2) L. Fletcher, The optical indicatrix and the transmission of light in 
crystals, London 1892. Deutsche Ubersetz. von H. Ambronn und W. Konig, 
Leipzig 1893. 
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ihnen keine anderen Richtungen gibt, fiir welche die Wellennormalen- 
geschwindigkeiten einander gleich werden. Die beiden Schalen der 
Normalenfliche hiingen also nur in den vier, auf den Binormalen 
hegenden Punkten zusammen. Diese letzteren sind honische Doppel- 
punkte der Fliche. 

Die Schwingungsrichtungen werden fiir die sich in Richtine der 
Binormalen fortpflanzenden Wellen wnbestimmt, wie unmittelbar aus 
ihrer Konstruktion mit Hilfe des Indexellipsoids oder auch schon 
daraus folet, daB sich in diesen Richtungen zwei zueinander recht- 
winklige Schwingungskomponenten von beliebiger Phasendifferenz und 
Amplitude gemeinsam fortpflanzen. 


5. Rationale Darstellung der Quadrate der Normalengeschwin- 
digkeiten dureh Beziehung der Normalenrichtung auf die Bi- 
normalen. Kine fiir die Anwendungen bequeme Darstellung der 
Wellennormalengeschwindigkeiten , 
wobei deren Quadrate g,”, q.” ge- 
trennt in rationaler Form erschei- 
nen, gewinnt man, indem man die 
Wellennormale durch die beiden 
Winkel 9,, 9, welche sie mit 
den Binormalen bildet, festlegt.*) 
(Durch dieselben Werte ,, p, sind 
zwar jeweils zwei symmetrisch zur 
ZX-Ebene liegende Richtungen 
bestimmt, fiir welche aber nach 
Symmetrie die Normalengeschwin- 
digkeiten gleich sind.) Hs ist dann 
(siehe Figur 12, worin dA,, A,, N 
die den Binormalen bez. der Wellennormale entsprechenden Punkte 
einer Kugelfliiche sind) 


Fig. 12. 


cos y, = v, sin 2+ »v, cos 2, COS Y, = — ¥, sin 82 + v, cos 22, 
folelich 
y, sin 2 = > > (cos 1, — COS My) = sin (So aie 2) - sin (@ 7 Ps) 


1 es pit 
y, cos 2 = = (cos g, + cos 9.) = cos (a 22) Peas (2 7) : 


Setzt man nun in der Gleichung der Normalenflache (5) v,*=1—v,’—»,? 


1) F. Neumann, Pogg. Ann. 33 (1834), p. 277. 
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und fiir v,, v, vorstehende Ausdriicke ein, so nimmt dieselbe die 


Form an: 


2 (Pet). 2 (P2—% 
sin ( ) sin ( 5) ) 1 ie 
sin? Q (a —a@ g—tl? 
Goa? (2 ae Pr) Mos? (2% 2) 
| mb) : 1 i) Ns 1 0 
Cos G—e q?— 0? qg— b? ? 


oder unter Beriicksichtigung der Gleichungen (7): 
ne (22%) or? (2 - 21) Cetin 


q? — a? 


= COs" (Re ms #1) cos” (2 a Ps) ne as +1=0. 


Fiihrt man die neue Unbekannte 


2 2 


qg—a 
W=-— 
Ca 


ein, so ergibt sich hieraus fiir diese die quadratische Gleichung: 
w? — w (sin? (2 71) + sin? (Pao a =a) + sin? (2) sin? (AES) =), 
deren Wurzeln sind: 


wo, —= sin’ (25%), wo, — sin? (FE). 


Demnach sind die beiden Werte von q?: a?-+(¢?—a*) sin” (2 is 2) oder: 


w+te , a—eé 
| 0G ae 9 ai 2 cos (Pe ey G1); 


2 
(8) jai Ste 2 


= = cos (M2 + 94) - 


Der Index , bezieht sich hierbei auf diejenige Welle, welche, wenn 
man den Kristall durch Zusammenfallen beider Binormalen einachsig 
mit der Z-Achse als optischer Achse werden laBt, in die ordentliche 
Welle tibergeht. GemaB unserer Festsetzung tiber die GréBenfolge 
der Hauptlichtgeschwindigkeiten ist a > 4, >b>q >. 
Aus (8) folgt 

(9) q,° — 92° = (a — €*) sin y, sing, ; 

bei geringer Doppelbrechung ist also auch die Differenz q, — 5 selbst 
oder auch die Phasendifferenz, welche die beiden Wellen beim Fort- 
schreiten um die Ldngeneinheit erlangen, proportional dem Produkte der 
sinus der Winkel, welche die Fortpflanzungsrichtung mit den Binormalen 
bildet — eine Regel, welche schon Biot und Brewster empirisch 
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aufgefunden hatten, wiihrend der Beweis der Gleichung (9) zuerst von 
Sylvester’) gegeben wurde. 

_ Aus den Gleichungen (8) ist ersichtlich, daB die geometrischen 
Orter aller Richtungen, fiir welche die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
einer der beiden Wellen konstant ist, Kegel zweiten Grades sind, 
welche die Binormalen zu Fokallinien haben (,,Geschwindigkeits- 


kegel) ). 


6. Bestimmung der Polarisationsebenen mit Hilfe der Binor- 
malen. Hine einfache Konstruktion der Polarisationsebenen der beiden 
zu einer gegebenen Normalenrichtung ON gehérenden Wellen ergibt 
sich durch folgende Erwiigung. Auf den Normalen der Ebenen NO A, 
und NO A, (siehe Fig. 12) werden, weil sie als Senkrechte zu OA, 
bez. OA, in den Kreisschnittsebenen legen, durch das Indexellipsoid 
gleich lange Strecken abgeschnitten; diese sind also gleiche Halb- 
messer der zu OWN senkrechten Schnittellipse und liegen als solche 
symmetrisch zu deren Hauptachsen; letztere halbieren folglich die 
Winkel zwischen jenen Normalen und somit auch die Winkel zwischen 
den Ebenen NOA, und NOA, selbst. Da nun die durch N und die 
Hauptachsen der Schnittellipse gelegten Hbenen die Polarisationsebenen 
,, D2 der beiden sich parallel N fortpflanzenden Wellen sind, so 
folgt aus Vorstehendem der Satz*): Die Polarisationsebenen der beiden 
sich in einer und derselben Richtung N fortpflanzenden Wellen halbieren 
die Winkel, welche die durch N und die Binormalen gelegten Ebenen 
miteinander einschlieBen. Der oben durch den Index , bezeichneten 
Welle kommt dabei diejenige Polarisationsebene (,) zu, welche den 
die Z-Achse enthaltenden Winkel jener Ebenen halbiert. 

Wie hier die Bestimmung der Polarisationsrichtungen durch eine 
geometrische Konstruktion ausgefiihrt ist, bei der nur die Fortpflan- 
zungsrichtung, nicht die Geschwindigkeiten vorkommen, so mul sich 
diese Bestimmung natiirlich auch analytisch ohne vorherige Berech- 
nung von q, und gq durchfiihren lassen. Dies wiirde in folgender 
Weise geschehen kénnen. Die Gleichungen (6) kann man schreiben: 


; v Ho 9) Vs 9 a BF 
1 (G" — a) = RB? Me (447 — 5) = R,’ Ts (44 = C= R, 


1) Sylvester, Phil. Mag. (3) Il (1837), p. 468. 
~ 2) A. Beer, Arch. Math. Phys. 16 (1851), p. 223. Vergl. auch B. Hecht, 
N. Jahrb. f. Min. Beil.-Bd. 6 (1889), p. 258. 
3) A. Fresnel, Sec. mémoire sur la double réfraction. (uvres compl. II, 
p. 581. Pogg. Ann. 23 (1831), p. 542. — Empirisch war der Satz schon von 
Biot gefunden, der ihn jedoch (ungenau) fiir die Strahlen aussprach. 
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und 
Vv r Vo A mi y 
71,2(ds" es Ry? Ms, 2(Ua" re ics R,? Ts» (Ye ae a Ry J 
Mit Hilfe der schon in § 3, S. 35 begrtindeten Relationen 


| 1 1Vy + Me 4Vq 1 Hz i¥3 = 0, 
(10) Pais?) 4 lget © on eave 
| My Hy 9 + My 1My 9 + Hei Hs.9 — 9, 
folet hieraus: 
(10°) Hy," bt My, 1p, 9b* + Ts, 1 73,90 = 0. 
Auger diesen vier Gleichungen hat man noch die Zwel: 
3 3 


(10”) Sime = [rund >i abs —1, 
r 


1 


um die sechs Unbekannten 7, ,, d. h. die Richtungskosinus der Schwin- 
gungsrichtungen gegen die (als gegeben vorausgesetzten) optischen 
Symmetrieachsen, durch die Hauptlichtgeschwindigkeiten und die Rich- 
tungskosinus der Wellennormale auszudriicken. — Sind die Schwingungs- 
bezw. Polarisationsrichtungen fiir eine bestimmte Wellennormalenrich- 
tung durch Beobachtung bekannt, so kann die Gleichung (10°) dazu 
dienen, den Binormalenwinkel (,,optischen Achsenwinkel“) 2 zu be- 
rechnen; denn es folgt dann aus ihr 


(11) Rg RRS SS EASY 


a = Ws 479 
2, 2,2 


7. Fresnels Konstruktion der Strahlenfliche (Wellenflache). 
Ist die Normalenfliiche bekannt, so kann daraus die Strahlenfliche 
abgeleitet werden, da sie die Enveloppe aller Wellenebenen ist, die 
sich in der Zeitemheit von einem und demselben Punkte aus nach 
allen Richtungen hin fortgepflanzt haben (siehe Hinleitung, § 2). 
Diese Ableitung, auf welche wir unten zuriickkommen, wurde zuerst 
von Ampere’) durchgefiihrt. Fresnel konnte zunichst nur die 
Hauptschnitte der Strahlenfliche, d. h. ihre Schnittkurven mit den 
optischen Symmetrieebenen, bestimmen. Fiir diese folgt aus der in 
Kap. I, § 3 dargelegten Beziehung zwischen Ellipse und Oval, daB sie 
bestehen: 


in der X Y-Ebene aus dem KAveise vom Radius ¢ und der Ellipse 
von den Halbachsen a || Y, b || X, 


1) Ampére, Ann. chim. phys. (2) 39 (1828), p. 113. 
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in der YZ-Ebene aus dem Kreise vom Radius a und der Ellipse 
von den Halbachsen 6 || Z, ¢ || Y, 

in der ZX-Ebene aus dem Kreise vom Radius b und der Ellipse 
‘ von den Halbachsen ¢ || X, a|| Z. 


(In Tig. 11 sind diese Ellipsen gestrichelt eingezeichnet.) 

Hieraus leitete Fresnel die Glocker? der Strahlenflache selbst ab 
unter der Annahme, daB sie vom 4. Grade sei. 

Hine einfache Konstruktion der Strahlenfliche, welche ebenfalls 
bereits von Fresnel angegeben wurde), ergibt sich wiederum durch 
direkte Verallgemeinerung der in Kap. I, § 5 mitgeteilten Konstruktion 
der Huygenschen Strahlenfliche einachsiger Kristalle. Das Eresnelsche 
Ellipsoid wird hier, im Falle optisch zweiachsiger Kristalle, das drei 
achsige Ellipsoid 
(12) oe 


a 


2 
Ce 


und die Ableitung der Strahlenfliiche beruht auf folgendem Satz: 

Legt man durch das Fresnelsche Ellipsoid eine Diametralebene, so 
geben die Halbachsen der erzeugten Schnittellipse durch thre Ldnge die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der beiden Strahlen fiir die zu jener 
Ebene senkrechte Richtung, und zugleich durch thre Richtung die Nor- 
malen der Polarisationsebenen dieser Strahlen.*) 

Nach dem ersten Teil dieses Satzes ist nun die Gleichung der 
Strahlenfliche durch eme ganz analoge Rechnung abzuleiten, wie sie 
uns oben (in § 2) zur Gleichung der Normalenflaiche gefiihrt hat- 


! : ; 1 
Wir haben darin nur a, 6, ¢ durch ihre reziproken Werte, und 2 


durch s — die Strahlengeschwindigkeit — zu ersetzen. Bezeichnen 
wir die Richtungskosinus der Strahlen, bezogen auf die Symmetrie- 
achsen, mit 6,, 6,, 6,, so erhalten wir durch dieses Ubertragungsprinzip 
aus (5) sofort die Gleichung der Strahlenfldiche in der Form 


(13) pe i ie ieee 


oder 


1) A. Fresnel, Second Mémoire ...; uvres compl. II, No. 46, p. 474—75 


und No. 47, § 36, 37. 


Fa 9) a ae figs man wieder statt des Ellipsoids eine Flache von der 


Gleichung — apes i ace we =r’ benutzen, indem man auf der Normale der 
¢ 

Schnittebene die — (i — 1)" Potenzen der Halbachsen der Schnittkurve auftrigt 

(V. v. Lang). 
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@6,° Dy C2 6R 


7. Ng 2 p3 peas 


In rechtwinkligen Koordinaten lautet sie: 
(13’) (x? + y? + 2) (a?a? + b8y? + c? 2?) 

— a?(b? + c*) a? — B?(c? + a*)y? — c?(a? + O°) 2? + Of 0° C ue 
‘woraus man z. B. fiir den Schnitt mit der YZ-Hbene erhilt: 

(y2 + 22 — a2) (bey? + 2? — b?c%) = 0, 

also in der Tat einen Kreis vom Radius a und eine Ellipse von den 
Halbachsen 0 || Z und ¢ || Y; analog in den zwei anderen Symmetrie- 
ebenen. 


8. Strahlenachsen (Biradialen). Hin Schneiden von Kreis und 
Ellipse findet, wenn 6 die mittlere Hauptlichtgeschwindigkeit ist, nur 
in der ZX-Ebene statt, und zwar bilden die Radien, auf welchen die 
Schnittpunkte liegen (z. B, OY, in Fig. 11), mit der Z-Achse einen 
Winkel £, der bestimmt ist durch 
(14) igi=— small “tg Q oder sin 2 == Ngee = ; sin §2. 
Diese Richtungen sind die Normalen der Kreisschnitte des Fresnelschen 
Ellipsoids und daher die einzigen, fiir welche die beiden aus (13) zu 
berechnenden Strahlengeschwindigkeiten s,, s, eimander gleich werden. 
Man nennt sie daher die Strahlenachsen oder Biradialen') (Fletcher) 
Sie haben ferner die Bedeutung der Asymptoten der Fokalhyperbel des 
Indexellipsoids, da sie (infolge der reziproken Beziehung zwischen 
diesem und dem Fresnelschen Ellipsoid) den Achsen der dem Index- 
ellipsoid umschriebenen Kreiszylinder parallel sind (Pliicker). Wie 
die Gleichungen (14) zeigen, weichen die Biradialen bei Kristallen, 
die nicht ungewoéhnlich stark doppeltbrechend sind (d. h. nicht sehr 
voneinander verschiedene Hauptlichtgeschwindigkeiten besitzen), nur 
wenig von den Binormalen ab, und zwar liegen sie zwischen letzteren 
innerhalb des von der Z-Achse halbierten Winkels (wenn ¢ < a ist). 
Nachstehende Tabelle gibt beispielsweise fiir einige der wichtigsten 
optisch zweiachsigen Kristalle die Werte der Hauptlichtgeschwindig- 
keiten a,b,c, ihre reziproken Werte (die Hauptbrechungsindizes) 
«, B, y, sowie die Winkel 22 und 2%, simtlich fiir Na-Licht giiltig. 
Es sei hierbei bemerkt, da als OWinkel der optischen INGER ge- 


1) Andere Bezeichnungen sind: Lines of single ray velocity bei Hamilton; 
sekundire optische Achsen bei Pliicker. 
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wohnlich der spitze Winkel zwischen den Binormalen angegeben wird, 
welcher also bei positiven Kristallen mit unserem Winkel 2Q iiber- 
einstimmt, bei negativem aber 180° — 2Q ist. 


a | CHAU e C a | B y PQDT SEG pz Beobachter 
Rhomb.Schwefel 0,51270 0,49060 0,44632 1,95047 2.03832 2.24052) 72°20’ | 64°57’ |Schrauf 
Cerussit (Pb CO,)/0,55442 0.48163 048122 1,80368 2,07628 2,07803/171°46’ |170°381’ ‘ 
Arragonit 0,65354 0,59468 0,59316 | 1,53013/1,68157/1,68589/162°10' |160°23’ Rudberg 
Baryt 0,61113 0,61071 0,60681 1,63630 1,63745]1,64797| 36°45’ | 36°31’ |Heufer 
Anhydrit 0,63710 0,634.71 0,61972 1,56962/1,57553/1,61362) 43°49’ | 42°44’ |Danker 
Gips 0,65771 0,65677 0,65376 1,52046 1,52260/1,52962| 58°5’ | 57°47’ |H. Dufet 
Glimmer 0,64067 0,62730 0,62511 1,5609 |1,5941 |1,5997 |136°11’ |135°12’ |F. Kohlrausch 
Topas 0,62050 0,61967 0,61687 1,61161)1,613751,62109) 56°56)’ 56°394" Rudberg 
Andalusit 0,6127 0,6105 0,6086 1,632 (1,638 (1,643 | 96°46" | 96°23" Des Cloizeaux 
Weinsiiure 0,66900 0,65160 0,62302 1,4948 1,5347 |1,6051 | 76°56’ | 73°0° |W.Kohlrausch 
@-Athyl- | | | | 
pyruvat- 0,67264/0,57944 0,53186/1,4867 |1,7258 |1,8802 112°64’ | 99°11’ |H. Dufet 
Hydrazon | 


Die letztgenannte, monoklin kristallisierende Substanz ist wegen ihrer 
auBerordentlich starken Doppelbrechung (wohl die stirkste bei durch- 
sichtigen zweiachsigen Kristallen zur Zeit bekannte) bemerkenswert. 


9, Rationale Darstellung der Quadrate der Strahlengeschwin- 
digkeiten durch Beziehung der Strahlenrichtung auf die Biradialen. 
Das in § 7 ausgesprochene Ubertragungsprinzip, durch welches dort 
die Gleichung der Strahlenfliche aus derjenigen der Normalenfliche 
abgeleitet wurde, gestattet tiberhaupt allen Satzen tiber Wellennormalen 
analoge tiber Strahlen an die Seite zu stellen. So kann man nach 
Analogie der in § 5 abgeleiteten rationalen Darstellung fiir q,*, 42” 


sofort eine solche fiir aaa 4 erhalten, indem man, wie dort die Fort- 
ol 2 

pflanzungsrichtung der Wellennormalen auf die Binormalen, so hier 

diejenige der Strahlen auf die Biradialen bezieht, d. h. durch die mit 

letzteren eingeschlossenen Winkel ¥,, ¥, festlegt. Man gelangt so zu 


den Formeln') 


Latta + Eh d)onw—w 


(15) SP a oO a* 
1 legal 1 ily ya 1 
4 5.2 ae $ (a ae 4 1 iy (<3 = a cos (wy ar ay). 


1) Fresnel, Premier Mémoire, § 36. 
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10. Bestimmung der Polarisationsebenen der Strahlen. Den 
Formeln (6) entsprechen ebenfalls analoge fiir die Normalen auf den 
Polarisationsebenen der beiden Strahlen, welche sich in der durch die 
Richtungskosinus 6,, 6), 6, gegen die Symmetrieachsen bestimmten 
Richtung fortpflanzen. Sie folgen aus dem zweiten Teil des in § ze 
ausgesprochenen Fresnelschen Satzes und lauten: 


' 6, 1 ee Gy 1 i oe Se 
Uy, = ir 1 wR, ) 1 6 Oa 1 il R, ) Shae i is HR, 7 
16) Sh cil eal ERS 2 Sh, G 
( i 6. 2 6 2 Oo 2 
fits MORN ke Gass. ROT LTS pari. 


2 ee See 
temas a ( a e ee : 
(,3 a” S,° b? Si =) 


Andererseits gilt, in Analogie zu der in § 6 bewiesenen Konstruktion 
der Polarisationsebenen der Wellennormalen mit Hilfe der Binormalen, 
folgender Satz, der die Bestimmung der Polarisationsebenen der Strahlen 
ohne vorherige Berechnung ihrer Geschwindigkeiten gestattet. 

Die Polarisationsebenen der beiden sich ,in einer und derselben 
Richtung S fortpflanzenden Strahlen halbieren die Winkel, welche die 
durch S und die Biradialen gelegten Ebenen miteinander einschliepen. 

Die Entscheidung, welche der beiden Halbierungsebenen dabei 
dem Strahl s, und welche dem Strahl s, entspricht, ist im analoger 
Weise zu treffen wie bei den Wellennormalen. 


11. Higenschaften der Strahlenfliche. Die Strahlenfliche der 
zweiachsigen Kristalle ist eine Fliche 4. Ordnung und 4. Klasse. 
Sie besteht aus zwei Schalen, welche nur in den vier auf den Strahlen- 
achsen liegenden konischen Doppelpunkten zusammenhingen. Ihre geo- 
metrischen Higenschaften sind zum Gegenstand eingehender Unter- 
suchungen gemacht worden, z. B. von Pliicker'), Sylvester’), 
Stokes*), Hecht*), Mannheim?®), Heaviside®), Larmor‘); eine 
gedriingte Ubersicht dieser mathematischen Untersuchungen und ein 
vollstindiges Literaturverzeichnis hat E. Wélffing gegeben*). 


1) J. Pliicker, Discussion de la forme générale des ondes lumineuses- 
Journ. f. Math. 19 (1838), p. 1, 91. Ges. Math. Abhandl. Nr. 25, p. 339. 

2) Sylvester, Phil. Mag. (3) 11 (1837), p. 541; 12 (1838), p. 73. 

3) G. Stokes, London Proc. Roy. Soc. 26 (1877), p. 386. 

4) B. Hecht, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 6 (1889), p. 258. 

5) Mannheim, C. R. 88 (1879), p. 1128, 1179, 1248; 90 (1880), p. 1333. London 
Proc. Roy. Soc. 32 (1881), p. 447. Messenger of Math. 14, p. 189; 15 p. 40, (1885). 

6) Heaviside, Phil. Mag. lune 1885. 

7) J. Larmor, Proc. London Math. Soc. 24 (1893), p. 272. 

8) E. Wéllfing, Bericht iiber den gegenwiirtigen Stand der Lehre yon 
der Fresnelschen Wellenflache. Bibl. math. 3 (1902), p. 361—382. 
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Von physikalischer Bedeutung ist, aufer den schon erwiihnten 
vier Doppelpunkten, die Existenz von vier singuliiren, die Fliiche in 
Kreisen beriihrenden Tangentialebenen, welche senkrecht zu den Binormalen 
sind. Diese beiden Singularitiiten der Strahlenfliche bedingen nim- 
lich die Erscheinungen der. konischen Refraktion, mit denen wir uns 
weiter unten ausfiihrlich beschiiftigen werden. Was die Kriimmungs- 
verhaltnisse der Strahlenfliche anbetrifft — welche fiir gewisse, beim 
Durchgang konvergenten Lichts durch Kristallplatten auftretende Er- 
scheinungen (siehe Kap. VI) mafgebend sind —, so ist bemerkens- 
wert, daB die Strahlenfliiche in der YZ- und X Y-Ebene je vier Nabel- 
punkte besitzt, welche auf den durch jene Ebenen erzeugten elliptischen 
Schnittkurven legen und zwar auf den Radien, deren Winkel 0,, 
bezw. ©,, gegen die Y-Achse bestimmt sind durch die Gleichungen 
b° (a 


6 (a? — ¢2) b° (a? — c?) 
ear? Ora = 


a’ (b? — c?) 


(17) tg* O52 = 


In der 7X-Ebene liegen keine Nabelpunkte, hingegen Punkte, in 
denen ein Kriimmungsradius wnendlich klein oder unendlich grop wirds 
ersteres tritt ein in den Doppelpunkten der Fliiche, letzteres in den- 
jenigen Punkten, welche den Beriihrungskreisen der singuliren Tangen- 
tialebenen angehdren. TFiir die von diesen Beriihrungskreisen um- 
schlossenen Teile der fiuferen Schale der Strahlenfliiche ist e’ Haupt- 
kriimmungsradius negativ. — Auf die Kriimmungsverhiltnisse der 
Strahlenfliiche beziehen sich besonders die oben zitierten Unter- 
suchungen von Stokes, Mannheim und Hecht. 


12. Ableitung der Strahlenflache aus der Normalenfliche. Die 
Bestimmung der Strahlen- oder Wellenfliche gemaS ihrer Definition 
als Einhiillende der Wellenebenen wurde zuerst, wie schon erwihnt, 
von Ampére und spiter in einfacherer Weise nahezu gleichzeitig von 
A. Smith’) und Senff?) durchgefiihrt. 

Hs seien 2’, 7,2 die Koordinaten desjenigen Punktes der Strahlen- 
fliche, welcher zu einem Punkte v,¢, v9, v,q der Normalenflache ge- 
hort, also der Beriihrungspunkt der Strahlenflache mit der Wellen- 
ebene v,7 + 7,y + 7,2 =¢q ist. Als solcher kann dieser Punkt aut- 
gefaBt werden als die Grenzlage des Schnittpunktes obiger Wellen- 


1) Arch. Smith, Cambr. Phil. Trans. (1) 6 (1836), p. 85; Phil. Mag. 12 
(1338), p. 335. ; t ape) . 

2) OC. E. Senff, Experimentelle und theoret. Unters. tiber die Gesetze der 
doppelten Strahlenbrechung und Polarisation des Lichts in den Krist. des 2- und 
1-gliedrigen Systems. Dorpat 1837, p. 101. 
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ebene mit zwei beliebigen sehr benachbarten. Die Gleichungen solcher 
unendlich benachbarter Wellenebenen erhalt man, indem man »,, r,, V5 
und gq unendlich wenig variiert, aber so, daB dabei die Relation 
v2 + v7 + v3? = 1, welche ausdriickt, daB v,, »,,v, Richtungskosinus 
sind, und die Gleichung der Normalenfliiche (5) erfiillt bleiben. Soll 
nun der Punkt a’, y’, 2° der urspriinglichen Wellenebene und einer be- 
liebigen unendlich benachbarten zugleich angehéren, so miissen daher 
seine Koordinaten der Gleichung 


1/ ig , ‘ 
O(y,u + my + ¥32 — Gg) =O 
gentigen, worin das Variationszeichen 0 solche Anderungen der GréBen 
Vi, %, V3, q bedeutet, welche mit den Bedingungsgleichungen 
2 2 2 
ve +v7+,2—1=0, 
V7 


v2 
Geet gh a gh bi aga == 


g—e 


vereinbar sind. Diese letzteren kann man in bekannter Weise dadurch 
berticksichtigen, da man ihre linken Seiten, mit Lagrangeschen Fak- 
toren 4, 4 multipliziert, von dem zu _ variierenden Ausdrucke 
vu + vy +2 —q subtrahiert und dann die Variation fiir beliebige, 
voneinander unabhiingige Anderungen der Variabeln v,, ,, v3, q gleich 
Null setzt. Dann muf der Faktor jeder der Variationen dv, ,01,,01;,0¢ 
einzeln verschwinden, was folgende vier Gleichungen ergibt: 


r , Vy 
ek Lee Dn EEG 
it q 2 a? ? 


, Delis wes 
pap AV, —A g— b? 0, 


Ve. 
pet Ppa ee ANG 
5 q 


Pe eee che Bits, ae V.” 
1 Nees a’)? ie GS oe + 


Lene, 
(q? — ¢?)?J ; 

Durch Zusammenfassung der drei ersten Gleichungen mit den Faktoren 
V1), V3 folet A =q, ferner aus der vierten: 


, 1 
Aes qR®? 

wo F die in § 3 eingefiihrte Abkiirzung ist. Durch Einsetzung dieser 
Werte in die drei ersten Gleichungen ergeben sich nun folgende Aus- 
driicke ftir die gesuchten Koordinaten des Bertihrungspunktes der 
Wellenebene mit der Strahlenflaiche: 
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, 7. 

Loi pais Rg? — a) oder = v,q-+ TR? 
oa uae) SCLC ek Zig 

(18) y ad a = OK Sd i ie? 
, Vv, 228 

Ch Veg WG — 8) ar PL as 7? 


wobei rechts gemiiB den Gleichungen (6) die Richtungskosinus der 
Schwingungsrichtung der Welle (,, 15, vs, q) eingefiihrt sind. 

Durch Quadrieren und Addieren erhilt man nun (mit Riicksicht 
auf die Gleichung y,7, + 1,2, + v,2; =) fiir die Strahlengeschwin- 
digkeit s die Relation: 

(19) = ge + rae, : 


Mit Berticksichtigung derselben gehen die Gleichungen (18) iiber in 


esta af rok ig UR ae i gs 
av ng (1+ es) yg qe —a®? 
, s?— q 37 — b? 
y =a (1+5 qa) — 2d q?— b?? 
Nae lnk ot Vitek Aas Soa 
ud etd ied ae) V3 q g? — ec? 


oder, wenn man “= s6,, y’ = 86,, 2 = so; einfiihrt, in die beztiglich 
der Bestimmungsstiicke des Strahles und der Wellennormale ganz 
symmetrischen Relationen: 


oy SOU) gp tee cl 
A q?— a2? 


68 Ved 


(20) | 


Oe a 
eC yee 


bens Gos? 


Um die Gleichung der Strahlenflache zu erhalten, sind nun hieraus: 
die Bestimmungsstiicke der Wellennormale zu eliminieren. Man er- 
halt zunichst, indem man die Gleichungen (18) mit den Faktoren 
G = 6,5, Y¥ = 6,8, & = 6,8 zusammentfabt: 


Vo Oy Ve0, | 


== pate | ee + (m0 + vey + V32)q, 


oder, da v,4 + »,y'+ v5 2 =¢q ist zufolge der Gleichung der Wellen- 


Vv, 0. 
eagle | 5 Sad | + 


lg La? ge Sai 
ebene, auch 
0 Ve O, 0/22 Pn 
hee quae me RY s* — oq, 
. 1 
oder mit Riicksicht auf (19) =-. 
Benutzt man dies, so ergibt die Zusammenfassung der Gl. (20) 


mit demselben Faktorensystem folgende Gleichung, in welcher nur 


Ve Oo 


| 


oir ge}? 
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noch s, 6,, 6), 6, vorkommen, und die also die Strahlenflache dar- 
stellt: 

Gs? Sone 

| a 2 3 = 

ae! 7 pt se if 

wofiir man durch Subtraktion von 6,7 + 6, + 6,7 =1 auch schreiben 


kann: 


Bay 3 
Say 


Gh 2 2 2 2 
a6," L b* 6. C* 05 a () 
Soe ei a= € 2 
oder 
= 7 2 
6 6 6 
Z : = 0. 
1 pa if = 1 1 
oe a Ss? b? S3 Cc 


Dies ist aber wieder die Gleichung (13); es ist also gezeigt, da die 
durch die Fresnel’sche Ellipsoid-Konstruktion erhaltene Fliche wirk- 
lich die zur Wellennormalenfliche (5) gehérige Strahlenflache ist. 
Auf rein geometrischem Wege ist der Beweis, daB die mittels der 
Fresnelschen Konstruktion aus dem Fresnelschen Ellipsoid einerseits, 
aus dem Ovaloid andererseits abgeleiteten Flichen zueinander in der- 
selben Beziehung stehen, wie die Konstruktionsflichen selbst, d. h. 
daB die zweite die FuBpunktflache der ersten ist, von Pliicker er- 
bracht worden.*) 


13. Beziehungen zwischen zusammengehorigen Strahlen und 
Wellennormalen. Aus den Gleichungen (18) und (19) ist ersichtlich, 
daB der Strahl die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks (Fig. 13) 
i AaB ist, dessen eine Kathete von der zugehdrigen Wellennor- 

NV male q gebildet wird, und dessen andere, in der Wellen- 


ebene liegende Kathete die Linge und die Richtungs- 


1 
qk 
S$} i f2 kosinus 2,, %,, 23 besitzt. Demnach gilt der Satz: 
Die Wellennormale, der Strahl und die Schwingungs- 
richtung (oder Normale zur Polarisationsebene der Welle) 
0 ae liegen in einer Ebene (der ,,Schwingungsebene“). 

i Da diese Ebene fiir eine gegebene Wellennormale ent- 
weder mit Hilfe der Gleichungen (6) oder der in § 6 erérterten Kon- 
struktion bekannt ist, so ist zur vollstiindigen Bestimmung des Strahls 
nur noch der Winkel erforderlich, den er mit der Wellennormale 
einschlieBRt. Dieser ist gegeben durch 


1 
(21) tg T;, a 


3) 
Ri, 


1) J. Plticker, Discussion de la forme générale etc., Note. Ges. math. 
Abhandl. p. 385. 
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wo Ff, die durch (6’) definierte GréBe ist. Nach welcher Seite hin 
die beiden zur Wellennormalenrichtung N gehérigen Strahlen S,, S, 
in den beiden Schwingungsebenen yon N um jene Winkel 1,, 7, ab- 
weichen, ist fiir den Fall a>b>ec aus Fig. 14 ersichtlich und 
tibrigens in jedem Falle leicht da- 
durch festzustellen, dafi man den 
‘Kristall durch stetige Abnahme des 
Winkels Q bis 0 oder Zunahme bis 
3 in einen positiv oder negativ ein- 
achsigen mit der Z- oder X-Achse 
als Hauptachse iibergehen liBt, wobei 
im ersten Falle S,, im zweiten S, 
in den ordentlichen Strahl iiber- 
geht. 

Wenn die Wellennormalenrich- 
tung durch ihre Winkel 9g,, 9, 
gegen die Binormalen A,, A, ge- 
geben ist, so ist es zur Berechnung 
der Winkel t, bequemer, die Gréfe R in anderer Weise auszudriicken. 
Man findet, wenn noch der Winkel A, NA, = y eingefiihrt wird’): 


Fig. 14. 


1 Gi 6 arene 
eee yo oe (P2 — 91); 


if bi C2 Vater, 
lie = 97 C08 > SIN (Py $1): 


2) 


(21’ 


Man gelangt z. B. zur ersten dieser Gleichungen durch folgende 
Rechnung: 

Aus den Gleichungen (6), 5.35 folgt durch Multiplikation mit 
v,(q? — @), v2(9,” — 67), v5(g,? — e) und Addition: 


1 2 2 De 2 2 2 
oe Ved Oy Pe Reh ) + Pste(gi = C), 
A 
oder, da 1,24 = — 1%, — V3%—q, 18t, 


a = v,,,(b?>—a?) + v5.25, (b?— 6) = (? — a?) (v, 7, sin? Q — vg 775, 608" Q). 
1 


Nun ergibt sich, wenn P, den der Schwingungsrichtung 7,,, %,, 75 
entsprechenden Punkt der Kugel bezeichnet, 
cos (P, A,) = m4, sin 2 + 25, cos &, 


1) F. Neumann, Berliner Akad. Abh. 1835, p. 97—99. Mac Cullagh, 
Dublin Transactions 18 (1837), p. 67. 
Pockels, Kristalloptik. 4 
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und andererseits aus dem sphirischen Dreieck A,NP,, worin 


PLN = - ist, 


cos (P,.A,) = — sin q, sin £ ; 
ebenso 
ie 
cos (P, A,) = — m4, sin 2 + a5, cos Q und = sin g, sin 4 
also 
— sin g, sin 4 = + m,, sin 2 + w,, cos 2, 
sin g, sin Z = — Hj, sin Q + a, cos Q. 


Multipliziert man die linke Seite der zweiten dieser Gleichungen mit 


COs Mp, = v, sin 2+ v, cos 2, 
die der ersten mit 
COs g, = — v, sin Q + v, cos Q 


und addiert, so erhalt man 


sin (m, — g,) sin £ = — 2,21, sin? Q + 2,25, cos? 2. 
Also geht obiger Ausdruck fiir R tiber in 
1 OI : 
2 A254 sin sin — 9), 


d. i. die erste der Gleichungen (21’). In ganz ahnlicher Weise findet 
man die zweite dieser Gleichungen. — 

Fiir in den Symmetrieebenen liegende Wellennormalen ist natiir- 
lich nur je emer der Winkel +, von Null verschieden und dieser be- 
stimmt sich durch eine ganz analoge Formel, wie sie in Kap. I, § 4 fiir 
einachsige Kristalle abgeleitet wurde (Gl. 5), nur sind darin o und e 
durch a und b bezw. b und ¢ zu ersetzen, wenn es sich um eine in 
der X Y- oder YZ-Hbene liegende Wellennormale handelt. Die 
Maxima des Winkels + in den Symmetrieebenen treten demnach fiir 
diejenigen Wellennormalen und Strahlen ein, deren Neigungswinkel 
gegeben sind 


é = a = 

in der ZX -Ebene durch tg(NZ)=—, (SZ) = 5 —(NZ), 
»-» XY-Ebee , te(NX)=—2, SX)=2-—(WH, 
» » YZ-Ebene , tg(WY)—7, (SY)=2-WY), 


und die Maximalwerte von + sind bezw. =) 


1) W. Walton, Quarterly Journ. of Math. 4 (1861), p. 1. 
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2 


a 2 2 2 2 
arctg (SS) , arctg (- a - ) , arctg on a ) : 
von denen der erste zugleich das absolute Maximum von 1 fir alle 
méglichen Strahlenrichtungen darstellt. 

Die folgende Tabelle gibt diese Maximalwerte fiir diejenigen 
zweiachsigen Kristalle an, deren optische Parameter in der Tabelle 
S. 43 zusammengestellt sind. 


| ZX - Ebene XY-Hbene | Y2Z-Ebene 
| i 

Rhomb. Schwefel. . . . . 7°55’ | DO Bale” 5°24 
Gerusaihiem Oe natt yo Ntrs hes Ue | Soi. (By 
JMGEREO ID ele One, we BBY 5° 24" O29 
IBIEN Ei | 0° 244’ 0° 24 0° 22” 
SATAY. Crab Be Sh crs. Gs a! Pee 173 5e Oot. 1°23), 
Sis a a ee 0° 22’ 0° 41’ 0° 174 
Ger ike ns cs, 1° oy a a | Or1z: 
IRGORIS alee ae Sees ees 0° 20” 0° 44’ O15 L 
Mrdalasit le. eS 0° 93’ 0° 124’ 0° 104’ 
Weimsaure. . 2. 2... |] 4° 5¢ 1°304 OSH 
o«-Athylpyruvathydrazon . || 13°20’ ! gal” 6° 16’ 


Es braucht kaum gesagt zu werden, dafi die umgekehrte Auf- 
gabe, zu einer gegebenen Strahlenrichtung die beiden zugehdrigen Wellen- 
normalenrichtungen zu bestimmen, in ganz analoger Weise zu lésen ist 
mit dem Unterschiede, daf die Ebenen SN, und SN, gemiB § 10 
mit Hilfe der Biradialen Y,, YX, statt der Binormalen zu konstruieren 
und daB die Winkel rt nach einer Formel zu berechnen sind, die aus 
(21) durch Vertauschung aller Lingen mit ihren Reziproken ent- 
steht, also: 


(22) te 1, = 


wobei die #, durch die Formel (16) definiert ‘sind, oder auch, wenn 
man die Winkel see De Sx, = wv, und %,S%,—= § einfiihrt, sich 
bestimmen aus: 
1 eel Dey rh 
: aac y (— oo =) sin a sin'(%, — Y), 
ai = oe (+ = =) sin 9 sin (We - W,). 
Der Sinn, in welchem die Normalenrichtungen N,, N, von der 
Strahlenrichtung S abweichen, ist aus Fig. 14 ersichtlich. 
of 


14. Konstruktion von Sylvester. Da die Ebene, welche eine 
Wellennormale und einen zugehérigen Strahl enthilt, sowohl den 
4* 
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Winkel zwischen den durch N und die Binormalen als denjenigen 
zwischen den durch S und die Biradialen gelegten Ebenen halbiert, 
so kann man, wie Sylvester’) gezeigt hat, die beiden im Vor- 
stehenden behandelten Aufgaben auch auf foleendem rei konstruktivem 
Wege lésen. Ist NV gegeben, so 
halbiere man den Winkel A, NA, 
und seinen Nebenwinkel durch die 
Ebenen , und , (Fig. 15), lege 
durch 1, eine Ebene | §, und 
eine solche | §,, welche die den 
letzteren entsprechenden Kugelkreise 
in B, und 6, schneiden, mache in 
diesen Hbenen CB, = 2, I und 
C, By = BY, und lege endlich Ebe- 
nen durch %, und UC, sowie durch Y, 
und (,; dieselben schneiden §, bezw. 
§, im den zu N gehorigen Strahlen- 
richtungen S, bezw. S,. Sind umgekehrt bei gegebenem S die zu- 
gehérigen Wellennormalenrichtungen N,, N, zu finden, so verfahrt 
man gerade so, nur mit vertauschten Rollen der Binormalen und 
Biradialen. 


Fig. 15. 


15. Konstruktionen mit Hilfe des Indexellipsoids allein. Man 
kann die beiden in 13. und 14. behandelten Aufgaben auch ohne 
Heranziehung der Binormalen und Biradialen 
mit alleiniger Benutzung einfacher Konstruk- 
tionen am Indexellipsoid lésen, durch welche 
die gegenseitige Beziehung zwischen Strahlen 
und Wellennormalen noch anschaulicher wird. 

Mierzu fiihrt folaende Betrachtung. Es sei 
ON =q eine Wellennormale, OS der zuge- 
hérige Strahl, OP die Schwingungsrichtung. 
Wir wissen nach § 13, daf diese drei Rich- 
tungen in einer Ebene liegen, und nach § 2, 


da OP eine Halbachse des zu ON senkrechten 


Diametralschnittes des Indexellipsoids und = Ee 


ist. Im Endpunkte P dieser Halbachse werde 
die Normale des Hllipsoids errichtet. Dieselbe liegt ebenfalls in der 


1) J. J. Sylvester, Phil. Mag. (3) 12 (1838), p. 81. 


Fig. 16. 
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Ebene SOP, da die Tangente jenes Diametralschnittes in P|. OP 
und | ON ist; ihr Schnittpunkt mit der Verlangerung von SO sei 
Q (Fig. 16). Die Richtungskosinus der Normale des Ellipsoids 

ata? + bFy? + cz? = 1 


sind nun bekanntlich 


2, ez = - 5 
Petco ap: OD Vere byt ee 
. . « TT, Ms Ts : 
also hier, da die Koordinaten des Punktes P ee tg sind, wenn 
man noch die Werte von 2,, m,, 2; aus Gleichung (6) einsetzt +): 
v, a? 1 v, b? 1 vc 1 


5) 


g-—a : qg RP? gq: — b? ; qRP? i ef cia qRP° 
Ferner sind die Richtungskosinus des Strahles zufolge den Formeln (18) 
proportional den drei GréBen 

1 1 1 ; 
Vi (1 pire ¢ aaa) ans (1 + CESS DI pews (1 ap greg — a 
Bildet man nun die Summe der Produkte der korrespondierenden 
Gréfen dieser beiden Reihen, so folgt fiir den Kosinus des Winkels 
PQS der Wert: 


nigas . 2@2 ha 
Le aaa eee a (cre eee Fare 


wo K ein positiver Faktor ist. Unter Benutzung der Gleichung (5) 
der Normalenflache kann man den Ausdruck in der Klammer schreiben: 


14 32 (qrtay + @ tam t @ tay) 
und dies ist zufolge der cae von fk? identisch gleich Null. 
Folglich ist cos (PQS)=0, PQ 1 OS. 

Da auch SN | ON, so folgt nun ferner, da die Dreiecke 

PQO wid ONS ahnlich sind, und daher 
PO <OS = ON-OFF = 1. 
Demnach haben wir das Resultat: 

Der zu der Wellennormalen ON und Schwingungsrichtung OP 
gehiorige Strahl OS ist in der Ebene beider senkrecht gerichtet zu der 
Normale des Indeaellipsoids im Punkte P, und seine Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ist gleich dem reziproken Werte der Strecke, welche auf 
jener Normale durch den Strahl abgeschnitten wird. 

—$— _______— 
1) Der die beiden sich parallel der betrachteten Richtung U NV fortpflanzen- 


den Wellen unterscheidende Index (h in Gleichung (6)) kann hier fortgelassen 
werden. 


eee 
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Aus diesem Satz ergeben sich nun unmittelbar folgende Kon- 
struktionen (siehe Fig. 17 u. 18): 


iy 


i) 


2B 


Z| 


Oy 
BN Se 
i 


| qi 


ZZ 


=e 
eas 
| 


Fig. 17. Fig. 18. 


I. Um die zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung ON ge- 
hérenden Strahlen zu finden, lege man durch das Indexellipsoid die zu 
ersterer senkrechte Diametralebene, bestimme die Hauptachsen der Schnitt- 
ellipse und errichte in den Endpunkten die Normalen P,Q,, Ps Q_ des 
Ellipsoids. Dann sind die Strahlenrichtungen die in den Ebenen 
NOP, und NOP, liegenden Senkrechten zu P,Q, und P,Q,, und die 
Strahlengeschwindigkeiten die reziproken Werte von P,Q, und P, Qo. 

II. Um die zw einer gegebenen Strahlenrichtung OS gehorenden 
Wellennormalen zu finden, lege man an das Indexellipsoid den zu OS 
parallelen Tangentenzylinder und bestimme die Hauptachsen  semer 
Querschnittskurve; die halben Liingen derselben sind gleich den reziproken 
Strahlengeschwindigkeiten in der Richtung OS, thre Ebenen (d. h. die 
Symmetrieebenen des Zylinders) die Schwingungsebenen.') Sind P,, Ps, 
die in diesen Ebenen liegenden Beriihrungspunkte des Tangentenzylinders, 
so sind OP,, OP, die Schwingungsrichtungen, und die in den Ebenen 
SOP, bezw. SOP, senkrecht zu OP, bezw. OP, gezogenen Geraden 


: 1 idess, Fur: z 
von der Linge bezw. op He beiden gesuchten Wellennormalen. 
i 2 


Aus diesen Konstruktionen geht hervor, dai der Winkel zwischen 
Strahl und Wellennormale gleich ist demjenigen zwischen dem der 
letzteren zugeordneten Radiusvektor des Indexellipsoids und dessen 
Normale im Endpunkte dieses Radiusvektors, und hieraus ist un- 
mittelbar klar, daB dieser Winkel um so gréBere Werte annehmen 
kann, je verschiedener die Hauptachsen des Indexellipsoids (also die 
drei Hauptbrechungsindizes des Kristalls) sind. 


1) Diese Konstruktion nimmt Fletcher in seiner Schrift ,,Die optische 
Indicatrixs zum Ausgangspunkt der Entwicklung der allgemeinen Gesetze der 
Doppelbrechung. 


x 
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Ferner tritt anschaulich hervor, daf die nach unserer Festsetzung 
als ,Schwingungsrichtungen“ bezeichneten Richtungen KO FeO Pepa 
allgemeinen nicht senkrecht zum Strahl sind, sondern mit diesem 


Winkel bilden, die um die Winkel 1, von > abweichen. (Wir werden 


im niachsten Kapitel sehen, daB in der elektromagnetischen Licht- 
theorie diese Richtungen diejenigen der elektrischen Verschiebung, da- 
gegen die zu den Strahlen senkrechten Ellipsoidnormalen P,Q,, P,Q» 
die Richtungen des elektrischen Feldes bedeuten.) 

Es sei noch bemerkt, daf man in ganz analoger Weise zur Her- 
leitung der Beziehungen zwischen Strahl und Wellennormale auch das 
Fresnelsche Ellipsoid hitte benutzen kénnen, 
denn es gilt auch der dem auf 8. 53 auf- 
gestellten ganz entsprechende Satz‘) (vergl. 
Fig. 19): 

Die zu einem Strahl OS gehirige Wel- 
lennormale ON liegt in einer Ebene mit OS 
und denyenigen zu OS senkrechten Radius 
OR des Fresnelschen Ellipsoids, der durch 
seme Linge die Geschwindigkeit von OS be- 
stimmt, und zwar ist sie senkrecht zur Nor- 
male des Ellipsoids im Punkte R, und ihre Geschwindigheit ist gleich 
dem auf dieser Normale abgeschnittenen Sticke RT. 


Fig. 19. 


16. Singulire Falle; Strahlenkegel und Normalenkegel. So- 
wohl die in § 3 und 6 mitgeteilten Bestimmungen der Polarisations- 
bezw. Schwingungsrichtungen als die in § 13—15 enthaltenen der 
Strahlen, welche zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung gehoren, 
scheinen zu versagen, wenn letztere in eine Dinormale fallt, und das 
gleiche gilt von den in § 10 und 13—15 gegebenen Bestimmungen 
der zu einer gegebenen Strahlenrichtung gehorigen Polarisationsebenen 
und Wellennormalen in dem Falle, daf der Strahl die Richtung einer 
Biradiale hat. Denn in diesen singuliren Fallen werden bei den an 
das Index- bezw. Fresnelsche Ellipsoid ankniipfenden Konstruktionen 
die zu benutzenden Schnittkurven Kyreise, folgich ihre Hauptachsen, 
d. h. die Polarisationsrichtungen, und damit gemé® § 15 auch die zu- 
geordneten Strahlen- bezw. Normalenrichtungen wnbestimmt; und ebenso 
tritt diese Unbestimmtheit bei den auf Benutzung der Binormalen 

1) Derselbe ist in Pliickers Discussion de la forme générale . . . implicite 


enthalten und ausdrticklich formuliert von V. v. Lang, Wiener Ber. 43, I 
(1861), p. 652. 
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und Biradialen beruhenden Konstruktionen ein, da die Halbierungs- 
ebenen der Winkel A, N A, beaw. 2, SY, natiirlich unbestimmt werden, 
sobald die Richtung N mit A, oder A, bezw. S mit YU, oder YL, zu- 
sammenfiallt. 

Man erhilt demgemifS zu der in eine Binormale fallenden 
Wellennormale unendlich viele Polarisations- und Strahlenrichtungen 
und ebenso zu dem in eine Biradiale fallenden Strahl wnendlich viele 
Polarisations- und Normalenrichtungen. Die zur Binormale gehérenden 
Strahlen und zur Biradiale geh6renden Wellennormalen erfiillen je 
eine Kegelfldche, wie auch direkt aus den in § 11 erwahnten Singu- 
laritiéten der Strahlenfliche geschlossen werden kann. Uber die Natur 
dieser Strahlen- bezw. Normalenkegel erhalten wir auf die anschau- 
lichste Weise Aufschlu8 mit Hilfe der in § 13 enthaltenen geometri- 
schen Siitze. 

Es sei erstens der zur Binormale OA, gehérige Strahlenkegel zu 
bestimmen; OS sei einer seiner Strahlen. Dann halbiert nach § 13 
die Ebene A,OS den iiuBeren Winkel zwischen den Ebenen SOY, 
und SOY,, oder auf der Projektionskugel der Bogen SA, den Neben- 
winkel von %,S%, (Figur 20). Die’ Ebenen 0S, 2,08, A, OS 
und die Halbierungsebene D,OS des 
imneren Winkels zwischen den beiden 
ersteren bilden daher ein harmonisches 
Ebenenbiischel. Dies gilt fiir jede Lage 
des zu OA, gehdrigen Strahls OS; libt 
man letzteren nun alle méglichen Lagen 
annehmen, so muff, da die Schnitt- 
linien dreier jener Ebenen mit der Bi- 
normalenebene fest sind (némlich O 4,, 
OM, und O,), auch die Schnittlinie 
OD, der vierten Ebene jenes projek- 
tiven Biischels fest bleiben. Nun ist die Ebene 4,SO 1 D,SO, 
also OS die Schnittgerade zweier durch zwei feste sich schneidende 
Gerade (Leitgerade) gehender und stets zueinander senkrechter Ebenen. 
Der geometrische Ort solcher Schnittgeraden ist aber ein Kegel zweiten 
Grades, von der speziellen Art, dai seine Kreisschnitte senkrecht zu jenen 
Leitgeraden, also zu OA, und OD, sind. Ziehen wir nun alle Strahlen 
des Kegels bis zu der gemeinschaftlichen Wellenebene, welche im Ab- 
stande 6 von O senkrecht zur Binormale’ OA, zu denken ist, so erhalten 
wir die richtigen Lingen s der Strahlen und erkennen, da8 ihre End- 
punkte in der Wellenebene einen Avyeis erfiillen, der den Durchmesser 
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~] 


AD = b tg A, OD, 
besitzt, unter A,°, D,° die Schnittpunkte der Wellenebene mit 0A, 
und OD, verstanden. Dies ist also der S. 45 erwihnte Beriihrungs- 
kreis der singuliren Tangentialebene der Strahlenfliche. 

Der Offnungswinkel A,OD =, des Strahlenkegels in der Sym- 
metrieebene ist derjenige Spezialwert des Winkels + zwischen Wellen- 
normale und zugehdrigem Strahl, der eintritt, wenn beide in der 
Symmetrieebene ZX legen und die Normale den Winkel 2 mit der 
Z-Achse bildet; demnach folgt aus der Formel (21), indem man darin 
Gg, = b, anaes v, = cos Q setzt: 


(23) tg t, = Vie — 8) (B&F) =* 5. sin 29. 


Man kann diesen Winkel z, auch durch Q und = ausdriicken und 


erhilt: 

> sin (Q + 2) sin (2 — = 
(23’) cee pe 
woraus direkt ersichtlich ist, da{ er von der GréBenordnung der Diffe- 
renz —, namlich wenig verschieden von 2(Q — XX) ist. — 

Betrachten wir zweitens die Wellennormalen, welche zu dem in 

eine Biradiale fallenden Strahl gehéren, so ergeben sich ganz ahnliche 
Beziehungen. Ist nimlich ON eine soleche Wellennormale, so halbiert 
die Ebene Y{, NO den inneren Winkel der Ebenen A, NO und A, NO, 
und die Halbierungsebene des iiuferen Winkels A, NA, bildet mit 
den genannten drei Ebenen ein harmonisches Biischel, schneidet also 
die Ebene ZX in einer festen (d. h. 
von der Lage von ON unabhiangigen) 
Geraden O®D,. Daraus folet, dap der 
geometrische Ort aller zum Strahl OX, 
gehorenden Wellennormalen  derjenige 
Kegel zweiten Grades ist, dessen Kreis- 
schnitte senkrecht zur Biradiale OX, 
und zu der Richtung OD, smd. (Der 
eine Kreisschnitt ist also || %,°D,° 
in Fig. 21.) Flr den Offnungswinkel 
D, OW, = 1, dieses Kegels ergibt sich 
aus der Gleichung (21), wenn man v, = sinZ, v; = cos X setzt, oder 
auch direkt aus (23) nach dem, von den Siitzen fiir Wellennormalen 
za den entsprechenden fiir Strahlen fiihrenden, allgemeinen Uber- 
tragungsprinzip (vergl. 8. 41) die Gleichung: 


Fig 21. 
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2 
sin (& => 2) gin (82 — >) b? tg t,. 
sin 22 ac ° 


eee aad fb 1 : 
(24) tg t, = Soe Be MSG hip) The Ve — b*) (b? — ¢’) 


=F 


Bei schwacher Doppelbrechung ist +, ebenfalls sehr annahernd 
=2(Q—X). Die Achse des Normalenkegels fallt dann nahezu mit 
der Binormale, sowie die Achse des Strahlenkegels mit der Biradiale 
zusammen. Folgende Tabelle gibt fiir die schon friiher als Beispiele 
gewihlten Kristalle die Werte der Winkel +, und 1,. 


Ts Tn 
Rhombischer Schwefel . | TOLOSY PSS 
Cerussiitee 2). eae 1°20,4° TOK) ey" 
Arragonit 2°) 0 Se ae? 1942.2’ 
Batya e vero Peeewealiie OF 145 0°14,6 
AenleyyObais 5 fb bn MOL Ny 1°5,87 
GDB ap et eae ede) emt 0°18,0° 
Glimmer 27...) . | 059,53" 0°58,4' 
Opass © eee oe ee ee SLOSS 0°16,9 
Anidalusit: 3) uses 0°22,9 | 0922.9" 
Wieinsdume “aay eeay cane 8°54 | 3°58,3" 
c- Athylpyruvat-Hydrazon (arly 12023: 


Uber die Schwingungsebenen, welche den Strahlen des Strahlenkegels 
bezw. den Wellennormalen des Normalenkegels entsprechen, gibt 
der Satz des § 13 Aufschlu8, daB der Strahl und die zugehérige 
Wellennormale in der (beiden gemeinsamen) Schwingungsebene liegen. 
Es folgt hieraus niimlich sofort, dab die Schwingungsebenen  sémt- 
licher Strahlen des zu einer Binormale gehirigen Strahlenkegels durch 
diese Binormale, die Schwingungsebenen aller Wellennormalen des zu 
emer Biradiale gehorigen Normalenkegels durch diese Biradiale hin- 
durchgehen. Bei einem vollen Umlauf des Strahls bezw. der Normale 
auf dem Mantel ihres Kegels dreht sich demnach die zugehérige 
Schwingungsebene um 180°; fiir den in die Binormale selbst fallenden 
Strahl und fiir die in die Biradiale fallende Wellennormale ist sie 
senkrecht zur Ebene der Binormalen und Biradialen, fiir die gegen- 
tiberliegende Erzeugende jedes Kegels (OD bezw. OD) parallel zu 
dieser Ebene. Der Strahlenkegel und der Normalenkegel unterscheiden 
sich also, wie die Betrachtung der Fig. 20 und 21 zeigt, hinsichtlich 
der Orientierung der Schwingungsebenen dadurch, daB diejenige Hr- 
zeugende, fiir welche die Schwingungsebene mit der Binormalenebene 
(7 X-Ebene) zusammenfillt, in ersterem der Z-Achse zugewandt, in 
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letzterem yon ihr abgewandt ist. (Siehe untenstehende Figuren 22 
und 23, worin die geraden Striche die Lage der Schwingungsrichtungen 
auf dem Kreisschnitte der beiden Kegel andeuten.) 


Fig. 22. Fig. 23. 


1%, Konische Refraktion. Die Existenz der im vorigen Para- 
graphen behandelten Strahlen- und Normalenkegel wurde von Ha- 
milton*) aus den Higenschaften der Strahlenfliche abgeleitet. Sie 
gibt Anlaf zu den Erscheinungen der sog. konischen Refraktion, welche 
alsbald von Lloyd durch eine auf Veranlassung Hamiltons unter- 
nommene Untersuchung”) experimentell nachgewiesen und in voll- 
stindiger Ubereinstimmung mit Hamiltons theoretischer Voraussage 
gefunden wurden — eine tiberraschende Bestitigung der Fresnelschen 
Gesetze der Doppelbrechung, von der z. B. Plticker sagte, da8 kein 
anderer Versuch der Physik so grof{en Eimdruck auf ihn gemacht habe.’) 

A) Innere konische Refraktion. Der Strahlenkegel, welcher 
zu einer in die Richtung einer Binormale fallenden Wellennormale ge- 
hort, wird in einfachster Weise sichtbar gemacht, indem man auf 
eine senkrecht zu dieser Richtung geschliffene planparallele Platte ein 
feines Strahlenbiindel senkrecht auffallen lat. Das den Querschnitt 
des letzteren bildende Element der zur Plattenebene parallelen Wellen- 
ebene bleibt beim Hintritt in die Kristallplatte sich selbst parallel, es 
entsteht also nur eime, einer Binormale parallele gebrochene Wellen- 
normale. Dieser zugeordnet liefert jeder einfallende Strahl einen 
Kegel gebrochener Strahlen mit der Spitze im Hinfallspunkt und somit 
beim Austritt aus der hinteren Plattenfliche in das umgebende iso- 
trope Medium, in welchem ja der Strahl wieder mit der Wellen- 
normale identisch wird, einen zur Plattenebene senkrechten Strahlen- 
zylinder von kreisférmigem Querschnitt. 


1) W. R. Hamilton, Third Supplement to an Essay on the Theory of 
Systems of Rays. Dublin Transactions 17 (1837), p. 132 (Read 22. X 1832). 

2) H. Lloyd, Dublin Trans. 17, p. 145, Phil. Magazine (3) 2 (1833), p. 112, 
207. Pogg. Ann. 28 (1833), p. 91, 104. 

3) Pliicker, Discussion de la forme générale des ondes lumineuses, Journ. 
f. Math. 19 (1838), § 47; Ges. Abh. I p. 384. 
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Da in Wirklichkeit ein Strahlenbiindel von endlichem Querschnitt 
einfallt, so erfiillt die Gesamtheit der austretenden Strahlen einen 
Hohlzylinder und liefert, auf einem Schirme aufgefangen, einen /yeis- 
formigen Lichtring, dessen Breite sich nach dem Querschnitt des ein- 
fallenden Strahlenbiindels richtet, dessen Durchmesser aber nur von 
der Dicke der Kristallplatte, nicht von dem Abstande des Auffang- 
schirmes abhingt. (Siehe Fig. 24.) Bei Hinschaltung eines Polarisators 
wird der Ring zum Teil ausgeléscht, und man erkennt an dem Wan- 
dern der vollstindig ausgeléschten Stelle beim Drehen des Polarisa- 
tors die im vorigen Paragraphen erérterten, fiir den Strahlenkegel 
der inneren konischen Refraktion charakteristischen Polarisations- 
verhaltnisse. 


B) AuBere konische Refraktion. Um die dem Normalen- 
kegel entsprechende Erscheinung, die dufere konische Refraktion, zu 
beobachten, mufS man dafiir Sorge tragen, daB innerhalb des Kristalls 
sich ein Strahl parallel einer Biradialen OY fortpflanzt. Da dann 
in der Kristallplatte unendlich viele, den Normalenkegel bildende ge- 
brochene Wellennormalen existieren, so miissen auch im einfallenden 
Licht unendlich viele Wellennormalen-(oder Strahlen-) Richtungen vor- 
handen sein, die einen bestimmten Kegelmantel erfiillen, dessen Spitze 
in der Eintrittsfliche liegt. Gesetzt, es falle ein derartiges Strahlen- 
biindel, wie es bei Umkehrung des Strahlenganges aus dem Biradial- 
strahl hervorgehen wiirde, auf eine planparallele Kristallplatte, so bil- 
den die austretenden Strahlen einen ebensolchen Kegel, indem sie yon 
demjenigen Punkte 2( der hinteren Plattenoberfliche aus divergieren, 
in welchem dieselbe von dem singuliren Biradialstrahl getroffen wird. 
(Siehe Figur 25, in welcher angenommen ist, da die Plattenebene 
wieder senkrecht zu einer Binormale sei.) 

Man beobachtet also bei der iuBeren konischen Refraktion, wenn 
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man das austretende Licht auf einem Schirme auffiingt, einen Licht- 
ring, dessen Durchmesser proportional dem Abstande des Schirmes von 
der Austrittsfldche wiachst. Auferdem unterscheidet sich dieser Licht- 
rmg yon dem der inneren konischen Refraktion dureh die Verteilung 
der Polarisationsrichtungen, wie schon im vyorigen Paragraphen er- 
értert worden ist. Die hier yorausgesetzte Versuchsanordnung abt 
sich nun praktisch allerdings nicht wohl realisieren, vielmehr muf, 
man einen vollen, nach einem Punkte der Plattenoberfliche konver- 
gierenden Strahlenkegel, welcher den oben besprochenen Kegelmantel 
mit enthalt, einfallen lassen und erhilt dann im austretenden Licht 
aufer dem Kegelmantel der auferen konischen Refraktion noch einen 
vollen Strahlenkegel, der aber (wie aus dem Gesetze der gewohnlichen 
Brechung folgt) nicht von einem Punkte der hinteren Plattenober- 
fliche, sondern von einem Punkte im Innern der Platte aus divergiert: 
und sich daher fiir die Beobachtung von dem fiir die konische Re- 
fraktion charakteristischen Kegelmantel bezw. Hohlkegel trennen laBt.— 

Niher kann hier auf die Versuchsanordnungen, welche man zum 
Nachweis und zur Demonstration der beiden konischen Refraktionen. 
benutzt hat, nicht eingegangen werden; man vergleiche dartiber z. B. 
Liebischs ,,Physikalische Kristallographie* p.345—348, oder ,,Grund- 
riB d. phys. Kristallogr.“ p. 366—369. Es sei hier nur noch bemerkt, 
daB man den von der inneren konischen Refraktion herrtihrenden 
Lichtring ohne weitere optische Hilfsmittel direkt an emer Augel aus 
rhombischem Schwefel (bei welchem nach der Tabelle 8. 58 der Offnungs- 
winkel rt, relativy sehr betrachtlich ist) beobachten kann, indem man 
auf dieselbe ein feines Strahlenbiindel ungefiihr in der Richtung des. 
einer Binormale parallelen Durchmessers auffallen 1aBt.") 

Wie die Erscheinungen der konischen Refraktion sich modifizieren,,. 
wenn die Plattenebene beliebige Orientierung hat, und demgemia8 die 
einfallenden Strahlen gegen dieselbe eine passende Neigung erhalten, 
soll hier ebenfalls nicht naher untersucht werden. Doch sei auf einen 
eigentiimlichen, von Cesaro®) entdeckten Fall hingewiesen, der dann 
eintreten kann, wenn die Plattenoberfliiche den Kegel der inneren 
konischen Refraktion schneidet: bei passendem Hinfallswinkel einer 
ebenen Welle erhalt man dann aufer dem innerhalb des Kristalls 


1) Vergl. L. Boltzmann, Wiener Sitzungsber. (2) 70 (1874), p. 344 und 
Sghrauf, Wied. Ann. 37 (1889), p. 127. Geeignete Kugeln aus rhombischen 
Schwefelkristallen sind von der Firma Steeg & Reuter in Homburg v. d. H. er- 
haltlich. 

2) G. Cesaro, Bruxelles Bull. (3) 22 (1891), p. 503. 
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liegenden Teil jenes Strahlenkegels noch einen einzelnen Strahl, und 
beim Austritt aus dem Kristall einen Teil eines Strahlenzylinders und 
einen einzelnen gegen dessen Achse geneigten Strahl. — 


18. Indexfliche. Ubersicht der Beziehungen zwischen den 
verschiedenen, zur Darstellung der Lichtfortpflanzung benutzten 
Flachen. Statt der Normalenfliche wird gelegentlch noch eine an- 
dere Oberfliche zur Darstellung der Gesetze der Fortpflanzung ebener 
Wellen in Kristallen herangezogen, welche namentlich fiir die Be- 
stimmung der Richtungen reflektierter und gebrochener Wellen (siehe 
Kap. IV) Vorteile bietet. Hyg ist dies die sog. Indexfldche, deren Ra- 
dienvektoren die reziproken Wellennormalengeschwindigkeiten oder also 
die Brechungsindizes (n) ebener Wellen fiir die betreffenden Fortpflan- 
zungsrichtungen darstellen.') Ihre Gleichung geht demnach aus (5) 


hervor, wenn man darin q durch _- ersetzt. Wie der Vergleich mit 


(13) zeigt, ist die so erhaltene Gleichung 


~ D? Ve" ie 
(25) Saas iad fal ‘eee 
Qs ae om Gries 
n~ n~ n~ 
genau von der Form der Gleichung der Strahlenflache, von der 
sie sich nur dadurch unterscheidet, daB an Stelle von a, b, ¢ deren 
reziproke Werte stehen. Also ist die Indexfliiche gleichartig mit der 
Strahlenfldche und kann, ebenso wie die letztere aus dem Fresnelschen, 
so aus dem Indexellipsoid abgeleitet werden; zugleich folgt aus ihrer 
Definition, da sie die Reziprokalfliche der Strahlenfldche ist. Aus 
beiden Eigenschaften zusammen lift sich schlieBen, daB die Strahlen- 
fldiche thre eigene reziproke ist mit Bezug auf ein Ellipsoid, dessen 
Halbachsen die Werte Vbe, Vac, Vab besitzen.”) Die reziproke Be- 
aehung der Indexflache zur Strahlenfliche bedingt, daB die Fufpunkt- 
fliche der Indexfliiche die inverse der Strahlenfliche ist, so dai die 
auf die Tangentialebenen der Indexfliche von ihrem Zentrum aus ge- 
fallten Senkrechten die reziproken Strahlengeschwindigkeiten reprisen- 
1) Diese Fliche ist von Cauchy (Exercices de Mathématiques 5 [1830], 
p. 36), Mac Cullagh (Dublin Trans. 17 [1833], p. 252; 18 [1837], p. 38) und 
W. Hamilton (Third Supplement etc., Dublin Trans. 17 [Read 1832], p. 141) 
in die Betrachtung eingefiihrt worden, von letzterem unter dem Namen surface 
of components of wave slowness“, withrend Mac Cullagh sie zuerst ,,surface of re- 
fraction“, spiiter ,,index surface“ nannte. 


2) J. Pliicker, Discussion de la forme générale etc. § 46. Ges. Abh. II, 
p. 383. 
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tieren. Untenstehende Figur 26, welche den Durchschnitt der Strahlen-, 
Normalen- und Indexfliiche mit der 7 X-Symmetrieebene darstellt, ver- 
anschaulicht die Lage der Indexfliche gegen die beiden ersten Flichen. 


Die gegenseitigen Beziehungen dieser drei Flaichen und der Hilfs- 
flachen, die zu ihrer Konstruktion mittels Auftragen der Halbachsen 
der Schnittkurve auf der Normale der Schnittebene dienen, mégen 
noch einmal in folgender Ubersichtstabelle zusammengestellt und durch 
Figur 27 andeutungsweise erliutert werden, in welcher die mit q, s,n 
bezeichneten Kurvenstiicke Teile der Normalen-, Strahlen- und Index- 
flache, die mit P-O, Fr-F und J-E bezeichneten die entsprechenden 
Teile des Polarisationsovaloids, Fresnelschen und Indexellipsoids vor- 
stellen sollen. 


Konstruktionsflache. Abgeleitete Flache. 

1. Fresnelsches Ellipsoid, ‘ I. Strahlenfldche. 
Halbachsen a, J, c. 

2. Polarisationsovaloid, II. Normalenfldche, 
Halbachsen ebenfalls a, b, c; FuBpunktfliche yon I. 
FuBpunktfliche von 1. 

3. Indexellipsoid, TL. Indexfliche, 

Tein sehaen = bea i y e Reziprokalfliche von I, inverse 
: Ae on von II 
Reziprokalflache von 1, inverse | 
von 2. 


Es wiirde nahe liegen, noch eine vierte Flache zur Vervollstan- 
digung jeder dieser Reihen einzuftihren, naémlich als Konstruktions- 
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flache das Ovaloid mit den Halbachsen oo = ; = und als daraus 


mittels der Fresnelschen Konstruktion abgeleitete Flache eime der 
Normalenflache gleichartige, welche die Fufpunktfliche der Index- 
flache ist und deren Radien (z. B. Or in Fig. 26 od. 27) die reziproken 
Strahlen darstellen (— sie wiire surface of ray slowness zu nennen 
nach Analogie der Bezeichnung surface of wave slowness fiir die In- 
dexfliche —). Doch ist die Anwendung dieser Flachen nicht ge- 
briiuchlich geworden und auch praktisch durchaus entbehrlich, wes- 
halb wir nicht auf sie Bezug nehmen wollen. — 

SchlieBlich sei hier noch eine von Potier') gefundene analy- 
tische Beziehung zwischen den Koordinaten zweier Paare korrespon- 
dierender Punkte des Fresnelschen und Indexellipsoids erwihnt, welche 
in der Theorie der Reflexion und Brechung von Nutzen ist. Ist 
2 F(a, Y1, %) = 1 die Gleichung des Fresnelschen Ellipsoids in bezug , 
auf ein beliebiges Koordinatensystem (siehe § 19), also F’ eine homo- 
gene Funkton 2. Grades, und sind &, 7, € die Koordinaten desjenigen 
Punktes z, des Indexellipsoids, welcher geméf Figur 27 einem Punkte 
P,(@, y, 2) des Fresnelschen Ellipsoids entspricht, so folgt aus der 
reziproken Beziehung zwischen den beiden Flaichen (mit Riicksicht 
auf die fiir jede homogene Funktion 2. Grades geltende Beziehung 


or OF oF 
—— & 4 = 2F): 
aan bray of aeBiai 2 F’) 


= (), Uni (=) nt Sh (4). , 


wo der Index , auf der rechten Seite bedeutet, daB nach der Differen- 
tiation die Koordinaten @,, y,, 2, einzusetzen sind. Analog gilt fiir 
irgend ein anderes Paar korrespondierender Punkte der beiden Ellip- 


soide: ne 
(Ge) - (Gy) = Ge), 


Da nun 2F' von der Form 


re 


rd 2 2 
yD" + Aggy Y” + Az32* + 2aogye + 2a, 72 + 2a,,£y 
ist, so ergibt sich 
(OF OF OF 
Xs (=). +; ( ) + Gal = Ay, ©, %q TP Mag Yi Yo 1 Ugg 2; 25 


Cx Cy. 02 
+ Ag3 (Yr 2 + Yo%,) + Gyy (2, %_ + a2) + yy (81 Yq + TY), 


also gleich einem Ausdruck, welcher bei Vertauschung der Indizes 


i) A. Potier, Journ. de phys. (2) 10 (1891), p. 349. 
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der Koordinaten ungeindert bleibt. Somit folgt mit Riicksicht auf 
die obige Bedeutung der Differentialquotienten von I’: 


(26) 485 + YM + 2, f5 = %E, + Yom, + 26,. 


Dies ist jene Potiersche Relation. 


19. Gleichung des Polarisationsovaloids und Indexellipsoids 
bezogen auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem. Bei 
den bisherigen analytischen Entwicklungen haben wir stets die Pola- 
risationshauptachsen als Koordinatenachsen zugrunde gelegt. Diese 
sind bei rhombischen Kristallen von vornherein durch die kristallo- 
graphischen Symmetrieachsen gegeben und haben somit fiir alle Farben, 
sowie bei allen Temperaturen die gleiche Lage. In diesem Fall reicht 
daher auch die Angabe der drei Hauptlichtgeschwindigkeiten oder 
Hauptbrechungsindizes aus, um das optische Verhalten des Kristalls 
fiir Licht von bestimmter Farbe (Schwingungsdauer) unter gegebenen » 
diuBeren Bedingungen zu charakterisieren. Anders liegt die Sache 
aber bei monoklinen und triklinen Kristallen, wo die Lage der Pola- 
risationshauptachsen (— bei monoklinen wenigstens diejenige zweier 
von ihnen —) nicht von vornherein bekannt ist und je nach der Farbe 
und den auBeren Bedingungen verschieden sein kann. Hier ist zur voll- 
stindigen optischen Charakterisierung aufer der Angabe der a, b, ¢ noch 
die Festlegung der Richtungen der Polarisationshauptachsen gegen 
irgend welche im Kristall feste (— etwa kristallographisch ausgezeich- 
nete —) Richtungen nétig, wozu bei monoklinen Kristallen eine 
Winkelgréfe geniigt, bei triklinen deren drei erforderlich sind. In 
dem letzteren, allgemeinsten Falle hat man also fiir jede Spektral- 
farbe sechs optische Parameter. Hiner symmetrischen Darstellung wird 
es nun entsprechen, wenn man als solche nicht die a, b, ¢ und 
jene drei Winkel wahlt, sondern die Koeffizienten, welche in der 
Gleichung des Polarisationsovaloids oder Indexellipsoids auftreten, 
wenn man sie auf ein beliebiges, nicht mit dessen Hauptachsen X, Y, 7 
koinzidierendes rechtwinkliges Koordinatensystem X’, Y’, Z’ bezieht. 
Bezeichnet man die Richtungskosinus zwischen den Achsen der beiden 
Systeme gemif{ dem Schema: 


Xe ee Zn 


(24) Xe OE MES 
VR Bs. Ber Ps 
Z Way dS HB 


ot 


Pockels, Kristalloptik. 
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so ist 
& = 0,0 + ogy + c52, y= Bye + Boy + Bye, 2 = Me + YY + 3% 
und hierdurch geht der Ausdruck a?a? + b?y? + c?z?, welcher = 7* 
gesetzt die Gleichung des Polarisationsovaloids, = 1 gesetzt diejenige 
des Indexellipsoids liefert, tiber in: 

(a?o,? + 076.2 + eye? +---4--: 

+ 2(a? o%y 0; + O78, Bs + OP ys)yYe@ +-+> + >> 

Schreiben wir die auf das Achsensystem X’Y’Z’ transformierte Glei- 
chung des Polarisationsovaloids: 
(28) 4 = ayy? + gy’? + gg2’? + Qagg ye + 2a, 2H + 2a .LY, 
oder diejenige des Indexellipsoids: 
(29) L = G27? +--+ + 2dgy'2 +---, 
so stehen also ihre 6 Koeffizienten, welche wir nach obigem als die 
auf jenes Achsensystem bezogenen Polarisationskonstanten*) des Kri- 
stalls bezeichnen wollen, zu den Hauptlichtgeschwindigkeiten und den 
Richtungskosinus der Polarisationshauptachsen in den Beziehungen: 

yy = Pe,” + DB? + 07,7, 

Ogg = Aor,” + bBo" + cy", 

gg = G01,” + D* Bs? + cP y,”, 

yg = A? ty + D” BBs + C275 5 

ls, = A? a,c, + B* BSB, + 677574, 

Oya = Act, dy + D*B, By + 7, Yo - 
Betrachtet man nun die a,, als gegeben, so bietet sich die um- 
gekehrte Aufgabe dar, die a, b, c und die Richtungskosinus «,--- 3, 
zwischen denen bekanntermafen noch sechs Relationen, wie z. B. 


ej? + a? + a7 = 1 
4, By + Oy By + UP; = O 


(30) 


bestehen, aus dem Gleichungssystem (30) zu bestimmen. Man erhilt, 
wenn man die Gleichungen (30) der Reihe nach mit den Faktoren 


Biv1, Bo¥s, Bsts, (B2%s+ Bs¥2), (Bsv1 + Bivs), (Bi%e + Bor) 
multipliziert und dann addiert, und ebenso mit den beiden analogen, 
aus vorstehendem durch zyklische Buchstabenpermutation entstehenden 
Faktorensystemen verfihrt, zuniichst die folgenden drei Gleichungen: 


1) Diese Bezeichnung ist von W. Voigt eingefiihrt (Géttinger Nachr. 1896, 
Heft 3, p. 17). 
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011 BY + Ao2 Bo Ye + M33 By 73 + a3 (Bo ¥3 + Bs 2) + 5; (B, 73 + B31) 
+ 443 (B, ¥2 + Bo) = 9, . 
(31) Ay Vy ly TP Mag Yo Uy + Ags 7g Og das (Ps Os + P53) + 31 (71 3 + 75 0) 
+ Aye (74 0 + Ye) = 0, 

Oy Uy By Age ly By + Aggy 3 By ++ Ang (ty By + H%g Bg) + Ay, (ct, Bg + 0% B,) 
+ Ayo (ty By + %B,) = 0, 

welche zur Berechnung der Richtungskosinus «,---y, gerade aus- 
reichen. Sind diese so bestimmt, so findet man die Hauptlicht- 


geschwindigkeiten aus folgenden Gleichungen, die sich durch Zusam- 
menfassung der Gleichungen (30) mit dem Faktorensystem 


2 Os € 5 
a"; als", 3", 2 ly Hs , 2 0,04 , 2 thy hy 


und den beiden analogen ergeben: 


OA,” + Aye Oy” + Ogg lg” + 2 Ags Oly Oly + 2 gy Oy OH, + 2A, 9A Oy, 

é te 2 2 o ; 
(32) 10? = a4,8,? + Age Ba? + As Bs” + 2 Gog Bg Bs + 2 ds, 858, + 2 a4 B, By, 
CO = Wis Py” bt Mga Yo” + Asg73” + 20g Ves + 2Agi 91 + 2 Oye Vee: 


Bei monoklinen Wristallen tritt eime er- 7 
hebliche Vereinfachung dadurch ein, daf die | Zs 
Richtung einer Hauptachse des Polarisations- 
ovaloids als zusammenfallend mit der kristallo- 
graphischen Symmetrieachse (bezw. der Nor- 
malen zur Symmetrieebene) von vornherein va 


bekannt ist. Hs sei dies die X-Achse. Legen . 

wir dann X’ in X und bezeichnen den Winkel 

zwischen Y und Y’ oder Z und Z' mit 9, y’ 

so 1st Fig. 28. 
eg ey Uy pe COR Dia Bu Bay ein De 


Dann sind nach (30) a,, und a,, = 0, und die erste der Gleichungen 
(31) ergibt 
(31) tg 2 =~ 


foe — Ass 


2 Mog 


} 


die Gleichungen (32) gehen iiber in: 


| O = Ais, 

32 b? = M, cos? D + ay, sin? D + a,, sin 20 
22 33 : 23 } 

2, C? = dy, sin? © + a,, cos? ® — ay, sin 20. 


Durch (31’) ist ® bis auf 90° bestimmt; man wird denjenigen Wert 


wihlen, fiir welchen, der bisherigen Festsetzung entsprechend, b? > ¢? 
5 
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wird. Die Werte von b? und c kann man unter Benutzung von (31’) 
auch direkt durch die gegebenen GrdBen dy, M33, 43 ausdriicken wie 
folet: 


\ pene da Cr Or ae 8 Tye 
(827) Ds 3 (Meg ee As ) ple LV (aes 33) ai 42. , 
C= 
Zur Berechnung von © kann unter Umstiinden die Formel 
Be 2d; 225 
: Ts 9 2 2 
V (22 = Ags)” ae 4035 Ome 


an Stelle von (31’) vorteilhaft sein. 


(31") sin 20 = 


20. Dispersion. Wie schon bemerkt, sind die Polarisationskon- 
stanten a,, abhingig von der Farbe, welche durch die Schwingungs- 
dauer des Lichts, oder auch, was gebrauchlicher ist, durch die ent- 
sprechende Wellenliinge 4 in Luft (eigentlich im Vakuum) charakte- 
risiert wird. Diese Abhiingigkeit, bezw. die durch sie bedingten Hr- 
scheinungen, bezeichnet man allgemein als Dispersion. Bei Kristallen 
rhombischer und héherer Symmetrie erstreckt sich dieselbe nur auf 
die Hauptbrechungsindizes, bei monoklinen und triklinen auch auf 
die Orientierung der Hauptachsen des Indexellipsoids (der Polarisa- 
tionshauptachsen). 

Als Beispiele fiir die Dispersion rhombischer Kristalle seien hier 
Arragonit und Schwefel angefiihrt. 


Arragonit von Bilin.’) Schwefel (rhombisch).’) 
Ose o | B | y 24-108 (ims) B y 
= [ = —— { — = { 
0,671 | 1,5284 | 1,6776 | 1,6821 || 0,687 | 1,93651 | 2,02098 | 2.22145 
0,589 | 1,5307 | «1,6820 | 1,6866 | 0,589 1,95047 | 2,038832 | 2,24052 
0,538 |. 1,5327 | 1,6859 | 1,6906 0,527 | 1,96425 | 2.05443 | 2.95875 
0,480°| 41,5857 | 1,6918°| 1,6966 0,397 | 201704 | 2.11721 | 2.32967 


Stellt man fiir den Schwefel a, 6, y durch zweigliedrige Aus- 
% B 
driicke von der Form A, + 0 dar, was den vorstehenden Werten 
gut entspricht, so ergibt sich (wenn die Indizes 1, 2,3 der Reihe 
nach fiir «, B, y gelten) 
Ag = 16047 7 Aj = lO LO eA, oO bOe 
1) A. Offret, Bull. soc. frang. min. 13 (1890), p. 582. 
2) A. Schrauf, Zeitschr. f. Krist. 18 (1891), p. 148. 
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und es ist bemerkenswert, daf& die Quadrate dieser Konstanten (also 
die Hauptbrechungsindizes fiir unendlich lange Wellen): 


Ay == 3,091 7 As == 3,886, A,” —=4,596 
annihernd tibereinstimmen mit den Hauptdielektrizititskonstanten ¢,, 
welche nach Boltzmann die Werte haben 
Sea OL Liar ay ==15 OVO peek == AT TS 
— eine Ubereinstimmung, die von der Maxwellschen elektromagneti- 
schen Lichttheorie gefordert wird (vergl. Kap. II], § 3 und 5). 

In den beiden vorstehenden Beispielen wachsen die drei Haupt- 
brechungsindizes mit abnehmendem 4 — beim Arragonit wenig, beim 
Schwefel sehr stark — in annihernd gleichem Verhiiltnis, und es bleibt 
daher der durch Gleichung (7), § 4 bestimmte Winkel der Binormalen 
fast unverandert; so betriigt derselbe beim Arragonit fiir die gréBte 
und kleinste Wellenlinge obiger Tabelle 18°20’ und 18°42’. In an- 
deren Fiillen ist aber die Anderung der drei Hauptbrechungsindizes 
mit der Wellenlinge sehr verschieden und folglich diejenige des Bi- 
normalenwinkels betrachtlich, wobei derselbe entweder fiir das rote 
oder fiir das violette Ende des Spektrums gréBer sein kann. Hs 
kommt sogar vor, da die Ebene der Binormalen fiir das rote und 
violette Licht verschiedene Lage hat, in welchem Falle der Binormalen- 
winkel fiir eine bestimmte Farbe durch Null hindurchgehen, der Kri- 
stall also optisch einachsig sem mu. Dieses Verhalten zeigen z. B. 
Brookit (rhombische Modifikation von TiO,), Hisen- und Mangan- 
pikrat, Sacharin, isomorphe Mischkristalle von Kalium- und Ammo- 
nium-Seignettesalz'), sowie solche yon Chlor- und Brom-Zimmtaldehyd.”) 
Beim Brookit®) betragt der scheinbare, d. h. in Luft beobachtete 
Binormalenwinkel 2E 


fiir Li-Licht 58° in der Ebene 001, 


- Na- ” 38°10' De oh) ” 001, 
AWe 21940’ 010; 


” 
der Ubergang, also die Einachsigkeit tritt ein fitr Licht von der 
Wellenlinge 0,55-10-* mm. 

Fiir die isomorphen Kristalle von Hisenpikrat und Manganpikrat 


” ”) ” ” 


sind die scheinbaren Binormalenwinkel 2E und die Orientierungen 
der Binormalenebene (a, c) folgende*): 


~ 1) De Senarmont, Ann. chim. phys. (2) 33 (1851), p. 391. 
2) R. Brauns, N. Jahrb. f. Min. 2 (1891), p. 12. 
3) v. Zepharovich, Ztschr. f. Krist. 8 (1884), p. 577. 
4) Hiortdahl, Zeitschr. f. Krist. 7 (1883), p. 69. 
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Hisenpikrat | Manganpikrat 
Ebene (a, ¢) JE") Ebene G, ¢) 2E 
Li (100) 50°16 (100) 41953" 
Na (100) 24948" (010) 15°30’ 
Tl (010) 46°54 (010) 57°13" 


Da der Wechsel der Binormalenebene bei der ersten Substanz zwischen 
Na- und Tl-Licht, bei der zweiten zwischen Li- und Na-Licht statt- 
findet, so muB es z. B. eine bestimmte isomorphe Mischung geben, 
welche fiir Na-Licht optisch einachsig ist, was die Beobachtungen 
auch bestiitigt haben. 

Besonders eingehend ist ae Dispersion der Binormalen beim 
Sacharin untersucht‘), bei welchem deren Lage aufer von der Wellen- 
3, tn (10) linge auch von der 
Temperatur stark ab- 
' hangig ist (vergl. hier- 
10 oe tiber Kap. I, § 4 des 
Ill. Teils). Neben- 


stehende Kurven brin- 


y 
8 


gen fiir die Tempera- 
turen 16° und 26° den 
scheinbaren Binorma- 
lenwinkel 2E als Funk- 
tion der Wellenlinge 
zur Darstellung, wobei 
derselbe, je nachdem 
er in der Ebene (001) 
oder (100) legt, als 
positive oder negative 


10° 


<9} 


157 


Veo: ist. Wie schon die obi- 
2E moor) Fig. 29, 


Ordinate aufgetragen 


gen Daten fiir Brookit, 
Hisen- und Manganpikrat, so zeigen noch anschaulicher diese Kurven, 
dap sich der Binormalenwinkel bei der Anniiherung an den Wert Null 
auperordentlich stark mit der Wellenlinge dndert. Dies ist auch nach 
folgender theoretischer Uberlegung vorherzusehen. Nach § 4, GL (7), 
ist im Falle, daB a* — b° <b? — ¢ ist, der wahre spitze Binormalen- 
winkel bestimmt durch 


1) L. Brugnatelli, Zeitschr. f. Kristallogr. 29 (1898), p. 54. 
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4 a2 — b? eer) 
sin Q a V 5) ss & oe) = 
a” — c* p Si (0 


oder der scheinbare in Luft durch 


Man wird nun fiir das gerade in Betracht kommende beschrinkte 
Spektralbereich die Hauptbrechungsindizes oder auch ihre Quadrate 
durch zweigliedrige Dispersionsformeln A, + ee gentigend darstellen 
kénnen; dann ist . 
sin E = ——? — VA; —A,+ eae 
yeas 1 

und in der Nahe jener Wellenliinge, fiir welche E verschwindet, wird 
man hierin den ersten Faktor als merklich konstant ansehen diirfen 
(da dann y? — a grof ist gegen 6? — a). Somit erhilt man 


oe ae Dl ae 
On i ne 


if iL 
Sim Eee Ae 


SE Oem he 


woraus folgt, da fiir E=Q—O0 der Differentialquotient unendlich 


groB wird und also bei der Anniherung an E=0 die Anderung von 
E mit 4 in der Tat sehr schnell stattfinden mu’. Weiter zeigt die 
vorstehende Gleichung aber auch, da bei gleichem (absoluten) Werte 
von E dessen Anderung um so grifer ist, je kleiner 2, und daB also 
die Kurve, welche E als Funktion von 4 darstellt, wnsymmetrisch in 
bezug auf den Punkt E=O sein muf. Diese Unsymmetrie kommt 
in den Kurven der Fig. 29 in der Tat deutlich zum Ausdruck. 
Symmetrische Kurven, nimlich annihernd Parabelbigen, wiirde man 
(unter Voraussetzung des obigen Dispersionsgesetzes) erhalten, wenn 
1 
a 
In monoklinen Kristallen kommt zu der Veriinderlichkeit der 
Hauptbrechungsindizes und des Binormalenwinkels noch eine solche 
der Richtung derjenigen beiden Polarisationshauptachsen, welche im der 
kristallographischen Symmetrieebene (bezw. senkrecht zur krist. Sym- 
metrieachse) liegen. Denn im allgemeinen werden ja alle Polarisations- 
konstanten a,, Funktionen der Wellenlinge sein, folglich auch der 
durch die Formel (31), § 19 bestimmte Winkel ®. Ftir die gegen- 
seitige Lage der Binormalen fiir verschiedene Farben ergeben sich 
hieraus nun verschiedenartige Verhiltnisse, je nachdem ihre Ebene 
parallel oder senkrecht zur kristallographischen Symmetrieebene (der 


man statt 2 als Abszisse auftriige. 
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YZ-Ebene) ist.') In ersterem Falle (vergl. Fig. 30a) ist offenbar die 
Ebene der Binormalen fiir alle Farben die gleiche; in dieser Ebene 
werden aber die zwei verschiedenen Farben, z. B. Rot und Violett, 
entsprechenden Binormalen (4,, A,’ bezw. A,, A,) zu beiden Seiten 
der Mittellinie (M,, M,), da diese ebenfalls verschiedene Lage hat, 
ungleiche Winkel miteiander bilden. Man nennt diesen Fall, der 
z. B. bei Gips vorliegt, geneigte Dispersion. 


Fig. 30a. Fig. 30b. Fig. 30c. 


Ist zweitens die Binormalenebene senkrecht zur kristallographi- 
schen Symmetrieebene, so wird fiir alle Farben eine der beiden Mettel- 
linien gleiche Richtung (X) haben und sowohl die durch sie hindurch- 
gehende Ebene der Binormalen, als der Binormalenwinkel variieren. 
Man spricht dann von gekreuzter oder horizontaler Dispersion, je nach- 
dem die erste oder zweite Mittellinie die konstante, zur krist. Sym- 
metrieebene senkrechte Lage besitzt; die Lage der 1. Mittellinie und 
Binormalen fiir zwei verschiedene Farben ist fiir ersteren Fall in 
Fig. 30b, fiir letzteren in Fig. 30c schematisch dargestellt. 

Natiirlich kann auch der Fall vorkommen, da die Binormalen- 
ebene fiir einen Teil des Spektrums parallel, fiir den anderen senk- 
recht zur kristallographischen Symmetrieebene ist. Der Kristall ist 
dann fiir eine bestimmte Farbe optisch einachsig, wobei die optische 
Achse entweder im der Symmetrieebene oder zu ihr senkrecht liegt. 
So besitzt z. B. der Sanidin bei hoherer Temperatur fiir violettes 
Licht geneigte, fiir rotes horizontale Dispersion; umgekehrt ist es 
beim Gips bei héheren Temperaturen und beim Glauberit schon bei 
Temperaturen tiber 18°. (Niheres tiber den Hinflu8 der Temperatur 
siehe IIL. Teil, Kap. I, § 4.) 

Die Dispersion des Gipses bietet auch bei gewédhnlicher Tempe- 
ratur insofern auBergewohnliche Verhiltnisse dar, als der Winkel der 
Binormalen fiir gelbes Licht (nach Dufet bei 19° fiir soleches von 


1) F. Neumann, Pogg. Ann. 35 (1835), p. 381. 
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der Wellenlinge 0,5754.10-*) ein Maximum besitzt'), und gleich- 
zeitig auch der Sinn der Richtungsinderung der 1. Mittellinie in der 
Symmetrieebene sich umkehrt, derart, daB die Mittellinien fiir alle 
anderen Farben auf derselben Seite von derjenigen fiir gelbes Licht 
legen”); ihre Abweichungen gegen die Lage fiir Na-Licht sind: 
fiir die Fraunhofersche Linie B C i FF G 
LOG: BO ie 48m 
Die Werte der Hauptbrechungsindizes und des Binormalenwinkels sind 
bei 19° fiir einige Wellenlingen nach den Messungen Dufets') fiir 
Gips von Montmartre: 


Spektral- | 
“Linie 210% | 4 : ? le, 63 < 
| | | er. beob. 
Li 0,671 | 1,51770 | 1,61977 | 1,52672 | 67°98" 579263" 
Na 0,589 | 1,52046 | 1,52260 | 1,52962 | 58°14’ 5895’ 
Tl 0,585 | 1,52295 | 1,52510 | 1,53218 | 57°56’ 5T°58Y 
F 0,486 | 1,62592 | 1,52805 | 1,53524 | 57°204' 57998" 


Bei triklinen Kristallen sind auger den Hauptbrechungsindizes 
auch die Orientierungen aller drei Polarisationshauptachsen von der 
Wellenlange abhingig. Genaue und vyollstindige Dispersionsunter- 
suchungen liegen hier noch nicht vor. 

Auf die Farbenerscheinungen im konvergenten polarisierten Licht, 
in welchen die verschiedenen Arten der Dispersion optisch zweiachsiger 
Kristalle am augenfilligsten hervortreten, werden wir an spiaterer 


Stelle (Kap. IX, § 10) eingehen. 


1) V. y. Lang, Wiener Sitzungsber. (2) 76 (1877), p. 793; Wiener Anz. 
1877, p. 194. 

2) H. Dufet, Bull. soc. min. Il (1888), p. 123. AuBerdem liegen Disper- 
sionsmessungen am Gips noch vor von Miilheims, Zeitschr. f. Krist. 14 (1888), 
p. 232; Quincke, Festschr. d. naturf. Ges. Halle 1879, und W. Kénig, Wied. 
Ann. 69 (1899), p. 1. Letztere beiden Untersuchungen beziehen sich speziell auf 
die Differenz y— «a, welche wegen der Verwendung von Gipskeilen (mit einer 
Fliche parallel zur Symmetrieebene) zur Messung der Doppelbrechunge yon prak- 
tischer Wichtigkeit ist. Die Resultate der verschiedenen Beobachter zeigen 
tibrigens ziemliche Abweichungen, wahrscheinlich infolge Verschiedenheit der 
untersuchten Kristalle. 
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Drittes Kapitel. 


Theoretische Begriindung der Fresnelschen Gesetze der Licht- 
fortpflanzung in Kristallen. 


Bevor wir zu den Anwendungen der im Kap. I und II darge- 
stellten Gesetze der Lichtfortpflanzung in durchsichtigen Kristallen 
ohne Drehungsvermégen iibergehen, wollen wir die verschiedenen An- 
sitze, welche zur theoretischen Herleitung dieser Gesetze aus Differen- 
tialglecchungen fiir den Lichtvektor gemacht worden sind, einer Be- 
trachtung unterziehen. Hs soll aber im folgenden keine vollstiindige 
historisch-kritische Darstellung dieser Theorien gegeben werden’), 
sondern nur eine knappe Ubersicht ihrer wesentlichen Gesichtspunkte 
und dann eine ausfiihrichere Entwicklung der elektromagnetischen 
Theorie als derjenigen, welche nach dem heutigen Standpunkte der 
Physik unbedingt den Vorzug verdient und auch gerade in ihrer An- 
wendung auf die Kristalloptik, wie wir sehen werden, sich den an- 
deren Theorien an Hinfachheit der Grundannahmen iiberlegen erweist. 


1. Rein elastische Lichttheorien. Die theoretische Begriindung, 
welche Fresnel in seinem beriihmten ,,.Mémoire sur la double réfrac- 
tion“ *) fiir die von ihm (wie schon 8. 32 erdrtert) tatsachlich durch 
eine geschickte Verallgemeimerung gefundenen Gesetze der Lichtfort- 
pflanzung in zweiachsigen Kristallen gab, ging aus von einer an sich 
unzulissigen Annahme tiber die durch Verriickung eines Athermolekiils 
erweckten elastischen Krifte und wurde daher bald als unhaltbar 
erkannt. Auf emer mechanisch wohlbegriindeten Behandlung der 
Elastizitét fester Kérper beruhen die von Cauchy®), F. Neumann‘), 
Green®), Mac Cullagh®) und Lamé") aufgestellten Lichttheorien. 
Fiir die Verriickung eines Atherteilchens, als welche hier der Lichtvektor 


1) Ein solche ist in vortrefflicher Weise von P. Drude in Winkelmanns 
Handbuch der Physik gegeben worden. 

2) A. Fresnel, Mém. Acad. d. sc. Paris 7 (1827), p. 45; Ann. chim. phys. 
(2) 28 (1825), p. 263; Pogg. Ann. 23 (1831), p. 372, 494; (uvres compl. II, No. 46, 47. 

3) A. Cauchy, Mém. Acad. d. sc. Paris 9 (1829), p. 114; 10 (1830), p. 293 
u. 549; 18 (1839), p. 153 ete. 

4) F. Neumann, Pogg. Ann. 25 (1832), p. 418. 

5) G. Green, Phil. Transactions Cambridge 7 (1839), p. 120; Math. Papers 
p. 293. 

6) Mac Cullagh, Dublin Transactions 21 (1839), p. 17. 

7) G. Lamé, Ann. chim. phys. (2) 57 (1834), p. 211. 


1. Rein elastische Lichttheorien. 15 


gedeutet wird, ergeben sich dabei Differentialoleichungen, deren In- 
tegration unter Voraussetzung ebener Wellen von gegebener Fort- 
pflanzungsrichtung auf die Existenz dreiey Wellen fiihrt, von denen 
zwei streng oder annihernd transversal sind, die dritte aber longitudinal 
schwingt. AuSferdem miissen zwischen den elastischen Konstanten 
eine Anzahl] Relationen angenommen werden, um auch im allgemeinsten 
Falle fiir die transversalen Wellen das Fresnelsche Gesetz zu _be- 
kommen. Wie zuerst Green gezeigt hat, erhilt man die hierzu not- 
wendigen Relationen und schlieBt zugleich die mit den Beobachtungs- 
tatsachen in Widerspruch stehende longitudinale Welle aus, wenn 
man dem Ather die Higenschaft der Inkompressibilitdt zuschreibt.') 

Die Differentialgleichungen, welche unter diesen Voraussetzungen 
fiir die Verriickungskomponenten wu, v, w eines Atherteilchens gelten, 
lassen sich auf die Form bringen 


1) Coy Ot et On xX Gs Oke ay 
( Gt Oz oy’? OF Bee mpd RGR Pre oa os 
Hierin bedeutet ¢ die Zeit und es ist, wenn 

2) RCI) du dw é dv ou 

es uy oe "Gz Ga? ae Poy 


gesetzt wird (so daB 4£&, $7, 5€ die durch die Verriickungen w, v, w 
bedingten Rotationskomponenten des Volumelements bedeuten), 
(3) K-F, Y=], 2-%, 
wobei ist: 
(4) P= Fay BH F tty 9? + 5 gg6" + Gog HS + 5105 + M257. 
Die hierin auftretenden Koeffizienten a,, sind identisch mit den in 
Kap. Il, § 19 eingefiihrten Polarisationskonstanten. Setzt man in (4) 
an Stelle von &, 7, € rechtwinklige Koordinaten, so ist demnach 
2P =1 die Gleichung des Indexellipsoids, und man kann, indem man 
die Koordinatenachsen in dessen Hauptachsen legt, jene Konstanten 
auf drei: dy, = @, Mo = 6, ds, = @ reduzieren, also P auf die Form 
4 (a7? + b?y? + ¢?6?) bringen, wo a, b, ¢ die Hauptlichtgeschwindig- 
keiten bedeuten. Wie bei gegebenen a,, diese Transformation aus- 
gufiihren ist, wurde in Kap. I, § 19 gezeigt. 

Man kénnte in den mechanischen Theorien statt der Verriickung 
auch den Vektor mit den Komponenten &, 7, €, also die Rotation, als 


v 1) G. Green, l.c.; vergl. auch G. Lamé, Lecons sur la théorie de l’élasticité, 
Paris 1866; G. Kirchhoff, Uber die Reflexion und Brechung an krist. Medien, 
Berl. Akad. Abh. 1876; ferner P. Volkmann, Wied. Ann. 35 (1888), p. 354; 
W. Voigt, Wied. Ann. 43 (1891), p. 421. 
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die fiir die Lichtwirkung maieebende Zustandsgroéke deuten. Die aus 
(1) leicht ableitbaren Differentialgleichungen fiir die Komponenten 
dieses Vektors lauten: 


Gren ii NW peg xaeite Venta 
AX a (Gtayt a 
| Syn ele ya xeeew ae 
(5) pe AY <5 (ae + oy toes 
ore BIO ONE OF 
Meas eG tat a) 


worin X, Y, Z die durch die Gleichungen (3) und (4) defimierten 
linearen Funktionen von &, 1, € sind. 

Integriert man die Gleichungen (1) unter der Annahme, dab 
die Koordinaten und die Zeit nur in der linearen Verbindung 
v,t +r y+ 1,4— qt vorkommen, wie es bei der Fortpflanzung 
ebener Wellen der Fall ist (vergl. Einleitung, § 6), so erhilt man fiir 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit q das Gesetz (5), Kap. 11, und fiir 
die Richtung des Lichtvektors diejenige in der Wellenebene gelegene 
Richtung, welche wir friiher (8. 6) als die Polarisationsrichtung definiert 
haben. Dies ist die zuerst von F. Neumann vertretene Auffassung. 

Die Integration der Gleichungen (5) fiihrt zu dem gleichen Ge- 
setze der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ebener Wellen, beztiglch der 
Richtung des Vektors &, 7, € aber zu dem Resultat, da er senkrecht 
zur Polarisationsebene ist. Die Deutung von §&, 4, € als Lichtvektor 
fiihrt also zur Fresnelschen Definition der Schwingungsrichtung. 


2. Erweiterte mechanische Theorien. Die rein elastischen 
Theorien stofen auf Schwierigkeiten, wenn es sich um das Problem 
der Reflexion und Brechung ebener Wellen, also um die Aufstellung 
der Bedingungen handelt, welche an der Grenze zweier behebiger, 
verschiedener Medien gelten miissen; denn die Forderung der Theorie 
der Elastizitiit fester Korper, dab in einer Grenzfliiche die Verriickungen 
und die Druckkrifte beiderseits iibereinstimmen miissen, fiihrt nicht 
ohne weiteres auf die erfahrungsmifig festgestellten Gesetze fiir die 
Intensitat der reflektierten und gebrochenen Wellen. AuBerdem treten 
diese Theorien dadurch in Widerspruch mit der Erfahrung, daf sie 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ebener Wellen, die sich ja durch 
die elastischen Konstanten des Mediums bestimmen, als unabhangig 
von der Schwingungsdauer ergeben, also die Erscheinungen der Dis- 
persion nicht zu erkliren yermégen. 

Daher sah man sich veranlaft, die mechanischen Lichttheorien 
dadurch zu erweitern, daf man auBer den elastischen Kriften des 


2. Erweiterte mechanische Theorien. i 


Athers Wechselwirkungen zwischen den Ather- und ponderabelen 
Teilchen einfiihrte. Von den zahlreichen Theorien dieser Art ist am 
rationellsten begriindet und am allgemeinsten und_ vollstiindigsten 
durchgefiihrt diejenige von W. Voigt'), welcher iiber die bei den 
Lichtschwingungen wirkenden Krifte weiter keine Annahmen machte, 
als dafi sie in vollkommen durchsichtigen Kérpern dem Prinzip der 
Hrhaltung der Energie geniigen, und da sie unter keinen Umstianden 
eine Kompression des Athers (dem dann nicht die Higenschaft der 
Inkompressibilitét zugeschrieben zu werden braucht) hervorbringen, 
d. h. da infolge der Form der Bewegungsgleichungen die Gleichung 


es e + x QO identisch erfiillt ist. Es ergibt sich dann das 
wichtige Resultat, da das allgemeinste in durchsichtigen Medien 
ohne Drehungsvermégen mégliche System von auf den Ather wir- 
kenden Kriaften die Superposition von zwei Kraftesystemen ist, von 
denen das eine fiir periodische Wellen Bewegungsgleichungen von 
der Form (1), das andere Gleichungen von der Form lefert, welche 
aus (5) durch Vertauschung von &, 7, € mit u,v, w entsteht; dabei 
sind aber die Koeffizienten a,, jetzt Funktionen der Schwingungs- 
dauer. Jedes dieser Gleichungssysteme fiir sich fiihrt also auf das 
Fresnelsche Gesetz der Wellengeschwindigkeiten, und das erste auf 
die Neumannsche, das zweite auf die Fresnelsche Bestimmung der 
Lage des Lichtvektors. 

Es ist nun in den Grundlagen der Theorie kein AnlaB gegeben, 
das eine oder andere der beiden Kriftesysteme auszuschlieBen. Die 


Differentialgleichungen, die man durch Superposition beider erhilt, 
fiihren aber auf ein allgemeineres Gesetz der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten, als das Fresnelsche; insbesondere witirde bei monoklinen 
und triklinen Kristallen die Wellenflache eine niedrigere Symmetrie be- 
sitzen, als bei rhombischen, da bei ersteren ein Zusammenfallen der 
zwei Achsensysteme, in bezug auf welche je eines der beiden Krafte- 
systeme dreifache Symmetrie besitzt, nicht zu erwarten ware. 
Demnach geniigen die Grundannahmen der verallgemeinerten 
mechanischen Theorie nicht, um mit Notwendigkeit die Fresnelschen 
Gesetze abzuleiten, und man hatte zu diesem Zwecke etwa noch als 
Erfahrungstatsache die Forderung hinzuzunehmen, daB die Wellenfliiche 
dreifache Symmetrie besitzen mu. Demgegeniiber besitzt die elektro- 
magnetische Lichttheorie den Vorzug, daB sie, sofern zunichst auf Hr- 
klirung der Dispersion verzichtet wird, fiir durchsichtige Kristalle ohne 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 43 (1891), p. 410. 
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weitere Hilfsannahme, lediglich auf Grund von Erfahrungstatsachen auf 
elektromagnetischem Gebiete, za den Fresnelschen Gesetzen fiihrt, wie 
wir im folgenden sehen werden. 


3. Elektromagnetische Theorie. Nach der Maxwellschen elektro- 
magnetischen Theorie bestehen zwischen den Komponenten des elek- 
trischen Feldes X, Y, Z und denen des magnetischen Feldes L, M, N 
in einem Nichtleiter die Beziehungen: 


UP oe Oe GZ LOX Ne OU 
V ot 08 Oy? V vet oy ee 
6 OMe OG 2X Le. CEs oN, 
Of Vor Ou Ga? V ot 02 On? 
1 


igo Os Ahan 03 GML 0b 
V ot Cy i? V oat On cy 


darin ist V die Verhaltniszahl der elektromagnetischen zur elektro- 
statischen Hinheit der Elektrizitiitsmenge — 3-10" =, und die 


deutschen Buchstaben &, Wt, I bezw. X,Y), B bedeuten die Kom- 
ponenten der von Maxwell als magnetische bezw. elektrische Induktion 
oder Verschiebung, von Hertz als Polarisationen bezeichneten Gréfen, 
welche im leeren Raume mit den Feldkomponenten identisch, in iso- 
tropen K6érpern ihnen proportional sind. Fiir letztere erhilt man, 
wenn man die Proportionalititsfaktoren (die ,,Dielektrizititskonstante“ 
und ,magnetische Permeabilitit“) mit ¢ und w bezeichnet und aus dem 
ersten Tripel der Gleichungen (6) X, Y, 7 eliminiert: 

0 (OL oM oN 
ee ty fe) 


(7) V2 ae = AL 


und ganz analoge Gleichungen erhilt man fiir X, Y, Z durch Elimi- 
nation von L, M, N aus dem zweiten Gleichungstripel. Da ferner 
in isotropen Medien zufolge den urspriinglichen Gleichungen 

0 (OL oM oN 

irene mya a 
ist, so kann bei der Betrachtung der Fortpflanzung periodischer 
Schwingungen das letzte Glied in vorstehenden Gleichungen fortge- 
lassen werden, und die Differentialgleichungen fiir alle sechs Feld- 
komponenten nehmen die Form an 
As Bh @-@ 
(9) Vi OF 


= Ao, 


aus welcher folgt, dab sich elektromagnetische Stérungen in ebenen 
Wellen mit der Geschwindigkeit 
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(9 = 
; Vew 


fortpflanzen. Nimmt man also mit Maxwell an, da® der Lichtvektor 
elektromagnetischer Natur sei, so findet man fiir isotrope, nicht ab- 


sorbierende (d.h. nichtleitende) Medien die Lichtgeschwindigheit = - 

Ell 
oder, da die magnetische Permeabilitit optisch durchsichtiger Medien 
stets nur sehr wenig von Eins verschieden ist, sehr anniihernd gleich 
der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume JV (die wir friiher gleich 
der Hinheit gesetzt hatten) dividiert durch die Quadratwurzel aus der 
Dielektrizititskonstante — d. 1. die schon 8. 69 erwahnte Maxwellsche 
Relation, welche freilich tatsiichlich wegen der Dispersion nur in 
wenigen Fallen und auch da in beschrinktem Umfange erfiillt ist 
(vergl. hieriiber § 5). 

Fiir durchsichtige Avristalle ist man nun berechtigt, ebenfalls die 
magnetische Induktion der Feldstirke gleich, d. h. die Permeabilitiit 
=1 zu setzen; denn selbst in denjenigen wenigen Fallen, wo, wie 
bei Hisensalzen, fiir konstante oder langsam veriinderliche Felder 
merkliche Magnetisierbarkeit besteht, wird dieselbe fiir sehr schnell 
wechselnde Felder erfahrungsmifig immer geringer und wahrschein- 
lich bei einer Wechselzahl, wie sie den Lichtschwingungen entspricht, 
ganz verschwindend. Bei diamagnetischen Substanzen ist die Ab- 
weichung der magnetischen Permeabilitiét von Eins iiberhaupt stets 
so klein (von der GréSenordnung 10-°), da® sie hier vernachlassigt 
werden kann. 

Fiir die Komponenten der elektrischen Induktion der Verschie- 
bung hat man in Kristallen erfahrungsmibig homogene lineare Funk- 
tionen der Feldkomponenten einzuftihren, also: 


X= 8X + &.¥ + 3,2 
(10) Y) = & X + E99 ¥ + &3Z 
B= &,X + bY 4 ee 


Darin miissen aber die symmetrisch stehenden Koeffizienten einander 


gleich sein, also &, = 9, &) = € 3, 1 = &g, Wie sich aus den Prin- 
zipien der Thermodynamik schlieBen liBt.') Von den sechs_,,dielek- 
trischen Konstanten“ «,, lassen sich nun diejenigen mit ungleichen 


~ 1) Es ist dies zuerst fiir den analogen Fall is magnetischen Induktion 
von W. Thomson gezeigt worden: Phil. Mag. (4) 1 (1851), p. 186. Papers on 
Electricity and Magnetism p. 485. Hin einfacher Roweis findet sich z. B. auch 
in Drudes Optik p. 289. 
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Indizes zum Verschwinden bringen, indem man als rechtwinklge 
Koordinatenachsen die Hauptachsen der Fliche 2. Grades") 

£110? + egg y? + bgg2? + Qeggye + 2é, 20 + 2eyyuy = Const. 
wahlt. Auf dieses System der Hauptdielektrizititsachsen sollen die 
Gleichungen fortan bezogen, und die iibrig bleibenden drei Koeffi- 


zienten des Systems (10) — die Hauptdielektrizitdtskonstanten — mit 
&,, &, & bezeichnet werden. Dann ist 
(10°) Key Xe tt) og eee ae 


und die Maxwell-Hertzschen Gleichungen (8) fiir nichtabsorbierende 
Kristalle lauten: 
1 6L OM OG Tyee. ee COUN ie CE 
igi are al se Oe meer 
(11) OMe 0X Le Ok Peo een 
? Vcat 0x 02’ Vine aos 02 Ox? 
tro N 0x Ox th Ces GME OL 
Virgt iy ian’? MONVe Ray mae cea 


Aus dieser Form der Differentialgleichungen ist unmittelbar ersicht- 
lich, daB die jetzigen Koordinatenachsen 2-zihlige Symmetrieachsen, 
die Koordinatenebenen Symmetrieebenen sind; also mupf nach der 
Maawellschen elektromagnetischen Theorie jeder durchsichtige Kristall 
hinsichtlich seines optischen Verhaltens drei zueinander senkrechte Sym- 
metrieebenen besitzen, wie es tatsichlich — den F'resnelschen Gesetzen 
entsprechend — der Fall ist, wenn man von der Dispersion (und 
etwaigem optischen Drehungsvermégen) absieht. 

Behufs weiterer Behandlung der sechs Differentialgleichungen (11) 
kann man aus ihnen zunachst drez partielle Differentialgleichungen 
fiir die Komponenten eimes der in ihnen vorkommenden Vektoren — 
also der magnetischen Feldstirke, oder der elektrischen Verschiebung, 
oder der elektrischen Feldstiirke — ableiten. 

Fiir die magnetische Feldstirke erhilt man, indem man das erste 


Gleichungstripel nach ¢ differenziiert und a a - aus dem zweiten 
einsetzt: 
Olin. V0 (alan ae NY la 0/0 Meo 
Ce eet me eave 
Ot & Of \08 Ox & OY\Ox cy 


und analoge, durch zyklische Vertauschung der Zeichen hieraus zu 
bildende Gleichungen fiir M und N. Diese Gleichungen werden mit 


1) Dieselbe ist stets ein Hilipsoid, da die drei Hauptdielektrizititskonstanten 
(wie aus energetischen Griinden zu schlieBen ist) stets endlich und positiy sein 
miissen. 
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dem System (1)—(4) der elastischen Theorie identisch, wenn man 
setzt : 
= t= MM, 0e=N, 


tees vig ahead gets 


&? a? B= =|» Aa = Ang = Oy, = O. 


2 és 
Hatten wir das Koordinatensystem nicht spezialisiert, so wiirde gelten 
Onk = VA * Enky 


wo unter ¢, die Koeffizienten der durch Umkehrung des Systems (10) 
entstehenden Gleichungen 


X= eX + &12 9) a 6313, 
(10°) Y = e2X + &329) + 8333, 
Z = &4X + 833%) + 8533 
verstanden sind. Die magnetische Feldstirke geniigt also denselben 
Differentialgleichungen, wie der Neumannsche Lichtvektor. 
Fiir die elektrische Verschiebung ergibt die in thnlicher Weise 
ausgeftihrte Elimination von L, M, N die Differentialgleichungen: 


a 


O7X V2 4 } V2e Vv? A) V? q 
(13) g =| A “( OS oe) az as 


Ot? t Cen OD, & OY & 02 


welche mit dem auf die Hauptachsen bezogenen System (5) identisch 
werden, wenn man X, 9), 3 durch &, 7, & ersetzt. Somit entspricht 
die ,,elektrische Verschiebung* dem Lichtvektor im Fresnelschen Sinne, 
wie wir unten auch noch direkt zeigen werden. 

Die dritte nach der elektromagnetischen Theorie mégliche Ver- 
fiigung iiber den Lichtvektor, wonach dieser gleich der elektrischen 
Feldstarke gesetzt wird, ergibt fiir seine Komponenten Differential- 
gleichungen, welche mit denen der mechanischen Lichttheorien von 
Sarrau'), Boussinesq”) und Rayleigh (modifiziert von Glaze- 
brook)*) iibereinstimmen. Diesen Theorien zufolge ist der Licht- 
vektor senkrecht zum Strahl in der Ebene von Strahl und Wellennor- 
male gelegen, also senkrecht zur Polarisationsebene des Strahls. 

Um das Gesetz der Fortpflanzung ebener Wellen aufzusuchen, ist 
es einerlei, welches von diesen drei Systemen von Differentialglei- 
chungen man integriert; denn die drei erwaihnten VektorgréBen sind 


1) Sarrau, Liouv. Journ. (2) 12 (1867), p. 1; 13 (1868), p. 59. 
2) Boussinesq, Liouv. Journ. (2) 13 (1868), p. 313, 340, 425; 17 (1872), 
~ 167; 18 (1878), p. 361. 
3) Rayleigh, Phil. Mag. (4) 41 (1871), p. 519. Glazebrook, Phil. Mag. 
(5) 26 (1888), p. 521. ; 
Pockels, Kristalloptik. 6 
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ja durch die urspriinglichen Gleichungen (10) und (11) miteinander 
verkntipft, so daf durch einen von ihnen die beiden anderen mithe- 
stimmt sind. Die je nach der elektromagnetischen Bedeutung des 
Lichtvektors sich verschieden ergebende Orientierung desselben gegen 
Polarisationsebene, Strahl und Wellennormale kann auch nicht zur 
Entscheidung zwischen den drei Gruppen von Theorien dienen; denn 
es ist bislang nicht experimentell entschieden — und fiir das Innere 
eines Kristalls ist dies auch an sich unméglich —, durch welchen jener 
Vektoren die Lichtempfindung bedingt wird. Die Versuche mit stehen- 
den Lichtwellen von Wiener und von Drude und Nernst, welche 
gezeigt haben, da die photographische und die Fluoreszenzwirkung 
polarisierten Lichtes in isotropen Medien von dem zur Polarisations- 
ebene senkrechten — dem Fresnelschen — Vektor abhiingt, machen 
es allerdings in hohem Mae wahrscheinlich, dab dasselbe auch fiir 
die physiologische Lichtwirkung zutrifft. Danach wire also der Licht- 
vektor in der elektromagnetischen Theorie entweder als die elektrische 
Feldstiirke oder die elektrische Verschiebung zu deuten, — als welches 
von beiden, bleibt noch unentschieden, weil in isotropen Medien beide 
der Richtung nach zusammenfallen. Wir wollen die elektrische Ver- 
schiebung als Lichtvektor wihlen (was durch die Auffassung der Licht- 
wirkung als Elektrolyse sich wahrscheinlich machen 1é8t) und also 
das Gleichungssystem (13) integrieren. Wir fiihren von vornherein 
die Annahme ein, da es sich um Stérungen, die in periodischen, ebenen 
Wellen fortschreiten, handelt. Haben q, ,, v,, 17, die frtihere Bedeu- 
tung, so sind dann X, Y), 8 nur Funktionen von v,v +r,y +132 qt, 
und es gilt folglich, wenn man mit &” ete. die zweiten Derivierten 
nach Tene ganzen Argument bezeichnet: 


O7X 2 ut C x ‘Ae Gee (>, 07k be be bd 
ee 8 Gas Sa as ay Veo qctg baie A= 2 tuswe 
Vi V? ? V? 
Schreibt man noch zur Abkiirzung a? fiir —, b? fir —, ¢? fir —, 
& és 


so gehen hierdurch die Gleichungen (13) bien in: 


Cg" — a) Xk" Fy, (vat Xv, b79)" + 9,03”) = 0, 
(14) @ py)” patvtate” bg)? 4 geese Or 

| (q? — 6?) BY + uyg(v, a? X” + 9,679)” + 15.67 a =U. 
Mieraus hat man X”, ¥)”, 83” zu eliminieren, um die Beziehung zwischen 
q und v,, 7, v3, also die Gleichung der Normalenfliche, zu finden. 
Diese Elimination ist am einfachsten ausfiihrbar unter Berticksich- 
tigung der aus dem zweiten Tripel der Grundgleichungen (11) fol- 
genden Gleichung 
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Hide Ve). a8 
= ace | . 0, 


oder 
ry Xk" + ve NY” + v3” = 0. 


Dividiert man niimlich die erste Gleichung (14) dureh 
il 2 ) 9M r fy ur 
ma — @) (vy, 7X" + 1b? Y” + v,6723”), 


die zweite und dritte durch die analogen Produkte (welche saimtlich 
im allgemeinen nicht gleich Null sein kénnen) und addiert sie dann, 
so erhalt man: 


(15) seo 12 ae 


das ist aber die Fresnelsche Gleichung der Normalenfliche (Gl. 5, Kap. I). 

Aus den Gleichungen (14) folgt sodann, wenn man fiir g eine der 
Wurzeln gy, vorstehender Gleichung einsetzt, die Proportion 

wn a? oy e. Vv. Vo Vv. 

(16) Xi, : Y), : By as a? : i — b? : Tr? Ses e2? 
und dieselbe Proportion gilt auch fiir X, 2), 3 selbst, da diese GréBen 
in einer Welle homogenen Lichtes periodische Funktionen der Zeit 
(also auch des ganzen Argumentes) mit gleicher Periode sein miissen. 
Demnach kann der Vektor X, Y), 3 fiir jede Fortpflanzungsrichtung 
ebener Wellen zwei feste Richtungen haben, deren Richtungskosinus 
proportional den GréSen 


Vy Vo Vs 


2 2) 2 2? 2 2) 
Lip, SE Gq, ~~ 0 Bi le 


sind und folglich mit den durch die Gleichung (6), Kap. I, definierten 
Richtungskosinus a,, der Normale zur Polarisationsebene tiberein- 
stimmen. Also haben wir in der Tat das schon oben (8. 81) aus- 
gesprochene Resultat, da die Richtung der elektrischen Verschiebung, 
als Schwingungsrichtung der Lichtwellen gedeutet, der Fresnelschen 
Schwingungsrichtung entspricht. 

Wir wollen noch die Frage nach der Richtung der beiden anderen 
Vektoren, welche nach der elektromagnetischen Theorie als Licht- 
vektor gedeutet werden konnten, beantworten. 

Die elektrische Feldstirke bestimmt sich aus der Verschiebung 
gema8 den umgekehrten Gleichungen (10): 

pie) ileus pe ie rae 
Kee Lt a ga mie 3 


Mit Riicksicht auf die Definition von a, b,c und die Gl. (16) folgt also 


Cs he 2 Vv, 0° vy, b? nee 
(17) X:¥:7=@%: 89:23 =" Vy € 


g— a?’ =p 2a g— oc ‘ 
6% 
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Nach den Entwicklungen von Kap. Il, § 15 sind die GréBen der 
rechten Seite zugleich proportional den Richtungskosinus der Normale 
des Indexellipsoids, welche senkrecht zum Strahl ist und mit ihm und 
der Wellennormale in einer Ebene liegt. Folglich ist die elektrische 
Feldstiirke senkrecht zum Strahl und liegt in derjenigen Ebene, welche 
Strahl, Wellennormale und Fresnelsche Schwingungsrichtung enthilt. 

Betreffs der magnetischen Feldstiérke folgt aus dem ersten Tripel 
der Gleichungen (11), daf ihre Komponenten LZ, M, N proportional 
sind mit 

v,2—;,Y, vX—V,Z, v¥Y¥—7,X, 
und daB folglich 
y,L+%,M+v,N=0 
und 
XL+YM+ZN=0 

ist. Diese letzteren beiden Relationen besagen, daf die magnetische 
Feldstirke in ebenen  elektromagnetischen Wellen senkrecht ast zur 
Wellennormale und zur elektrischen Feldstirke (nach dem vorhergehen- 
den also auch zur elektrischen Verschiebung), und somit, als Licht- 
vektor gedeutet, mit der Polarisationsrichtung der Welle, d. 7%. mit dem 
Neumannschen Lichtvektor, der Richtung nach zusammenfallt. Hiermit 
sind die simtlichen oben vorweggenommenen Behauptungen bewiesen. 


4, Mégliche Abweichungen vom Fresnelschen Gesetze nach 
der elektromagnetischen Theorie. Wir sahen in § 2, daf die ver- 
besserte mechanische Theorie zunichst auf ein allgemeineres Gesetz 
der Lichtfortpflanzung in Kristallen, als das Fresnelsche, fihrte. Hin 
ganz analoges Resultat ergibt nun die elektromagnetische Theorie, 
wenn man in ihre Grundgleichungen nicht die Vereinfachung einfiihrt, 
daB man die magnetische Permeabilitét konstant gleich Eins, d. h. 
gleich der des leeren Raumes, setzt. Zwar ist diese Vereinfachung, 
wie schon oben betont wurde, durch die iiber die Magnetisierungs- 
konstanten vorhegenden Hrfahrungen wohlbegriindet; aber da sie doch 
immerhin nur eine, wenn auch weitgehende Anndherung ist, und da 
man neuerdings auch mefbare Abweichungen vom Fresnelschen Ge- 
setze zu finden geglaubt und mit dem eben erwihnten Umstande in 
Verbindung gebracht hat, so wird es nicht tiberfltissig sein, auf diesen 
Punkt noch kurz einzugehen. 

Werden die magnetischen Permeabilitiiten nicht gleich Hins ge- 
setzt, so mtissen sie in Kristallen auch von der Richtung des magne- 
tischen Feldes abhingen, und es werden fiir die Komponenten der 
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magnetischen Induktion ganz analoge Gleichungen gelten, wie wir sie 
unter (10) fiir diejenigen der elektrischen aufstellten, also 


© wy L + ty M+ uy,N 
(18) WM = Wye L + poy M+ wy, N, 
Me tysL + tos M + ty NV. 


Dieselben lassen sich zwar auch durch Wahl eines speziellen Koordi- 
natensystems auf die einfache Form 

(18*) Y=—ul, M=uM, R=p,N 

reduzieren, aber dieses Koordinatensystem — das magnetische Sym- 
metrieachsensystem — ist im allgemeinen verschieden von dem System 
der dielektrischen Symmetrieachsen, welches wir vordem zur analogen 
Vereinfachung der Beziehungen (10) eingefiihrt hatten. Man kann 
also nicht gleichzeitig die vereinfachten Beziehungen (10*) und (18*) 
zwischen elektrischer wid magnetischer Induktion einerseits und Feld- 
stiarke andererseits herbeifiihren, auBer wenn durch die Symmetrie des 
Kristalles die Koinzidenz des dielektrischen und magnetischen Sym- 
metrieachsensystems bedingt ist, was der Fall ist beim rhombischen 
und hexagonalen, rhomboédrischen, tetragonalen Kristallsystem. (Fiir 
letztere drei sind tiberdies zwei der Konstanten «, sowie uw, einander 


gleich.) 
Setzen wir zunichst einmal den — wirklich freilich nicht vor- 
kommenden — Fall, daB die magnetische Permeabilitaét, nicht aber 


die Dielektrizitétskonstante ¢ von der Richtung abhiingig sei, so er- 
halten wir, bezogen auf ein beliebiges Achsensystem, statt (11) die 
Gleichungen 
TRC ee Lome 0) 
@ 


Vit oe dy? 
(19) z 

FE = (wid + wis M $ ws) — FZ (wi + wieM + ws), 
worln wii-:- rae --+ die Koeffizienten sind, eli bei Umkehrung 


des Systems der linearen Gleichungen (18) auftreten. Aus diesen zwei 
Gleichungstripeln folgt durch Elimination der elektrischen Feldkom- 
ponenten das System: 
ne CY ) we 
oer (as) ore ania Oo ey Ot oe OI? 


@ 
a 


wo gesetzt ist 
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Q = E(u WL wo M + iy?) + wssMM + whNL + wie QM. 
Dieses Gleichungssystem entspricht vollstindig dem System (5), 
in welches es iibergeht, wenn man die Variabeln &, Mt, 3 mit &, y, § 
und Me ure mit a,, vertauscht; bei Hinfiihrung der magnetischen 


Symmetrieachsen erhielte man also ein System, welches ganz die 
Form der Gleichungen (13) fiir X, Y), 3 besitzt. Daraus folgt: 

In dem (gedachten) Falle, dab das magnetische Verhalten von der 
Richtung abhiingt und das dielektrische nicht, gelten ebenfalls die Fresnel- 
schen Gresetze, aber es ist die magnetische Induktion zur optischen 
Polarisationsebene senkrecht, die elektrische Verschiebung (oder die hier 
thy gleichgerichtete elektrische Kraft) zw derselben parallel. 

Hatte man aus (19) die drei Differentialgleichungen fiir X, Y), 3 
gebildet, so hiitten diese in der Tat die Form der Gleichungen (1) 
erhalten, woraus die Ubereinstimmung der elektrischen Verschiebung 
mit dem Neumannschen Lichtvektor hervorgehen wiirde. 

Im allgemeinsten Falle nun, daB8 sowohl das magnetische als das 
dielektrische Verhalten mit der Richtung variiert, gelten fiir die elek- 
trische oder die magnetische Verschiebung Differentialgleichungen, 
welche, ganz analog denen der allgemeinen mechanischen Theorie von 
Voigt, als Superposition der bisher betrachteten beiden Typen (1) und 
(5) gedeutet werden kénnen. Ihre Integration fiihrt also zu einer 
Wellennormalenfliiche, welche von der Fresnelschen verschieden ist 
und bei monoklinen und triklinen Kristallen der dreifachen Symmetrie 
entbehrt. Dieselbe (bezw. die zugehérige Strahlenfliche) ist zuerst 
von Heaviside‘), sodann von Hertz*) (fiir rhombische Kristalle), 
Raveau®), Larmor‘) und Sella®) untersucht worden. Letzterer 
findet fiir die allgemeinste Normalenfliche die Gleichung: 


q' q° RAT. ¢ TOT 
OS aa Ee in 2, (Se eg ey 


20) a LE ea er ie stg 2 Ya CEM ag °C 
+ 2%, %3(U Jog os: +: ‘|; 


darin sind die konstanten Koeffizienten gewisse Aggregate der oben 


definierten ¢,, und w,;, deren Bildungsgesetz aus folgenden Beispielen 
ersichtlich ist: 
1) O. Heaviside, Phil. Mag. (5) 19 (1885), p. 397; London Proc. Roy. Soc. 
55 (1899), p. 30. 

2) H. Hertz, Wied. Ann. 40 (1890), p. 622. 

3) C. Raveau, C. R. 112 (1891), p. 1056. 

4) J. Larmor, Proc. London Math. Soc. 24 (1893), p. 272. 

5) A. Sella, Accad. d. Lincei Rend. (5) 4? (1895), p. 237. 
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, , , , VA / ¢ ' , 
(é fed Nee = £39 Us3 + &33 W22 — 2&3 W935, 
, , / if UJ t , , , 4 
(é u Ws = €9 lig — €11 a3 + €13 Wig — E2311, 
Cay , , 1 \9Q , , , , ' 
(é M1 SOTO ae (és) ) (é es RSI) GEESE 
Fiir rhombische Kristalle vereinfacht sich die Gleichung erheblich und 
laBt sich auf die der Fresnelschen ihnliche Form bringen: 


: v2 v5? 2 
(21) M? @2 + ye ri = Mg? = 0; 
; & Cy & ne {by & ae Us 
worin 
siht Miscmlah Meany Zan 
a [ly Us bs bby Uy Ue 


ist. Der Unterschied gegen die Fresnelsche Gleichung ((5), Kap. II) 
hegt in dem Auftreten des von der Normalenrichtung abhiingigen 
Faktors M? im Nenner, welcher in Wirklichkeit aber nur sehr wenig 
von 1 abweichen kann. Die Abweichung der allgemeinen Normalen- 
flache (21) von der Fresnelschen zeigt sich unter anderem darin, dab 
unter ihren Schnittkurven mit den Symmetrieebenen keine Kreise mehr 
vorkommen. Bei optisch einachsigen Kristalien gilt dies auch noch 
vom Meridianschnitt; es wiirde also in denselben eine ordentliche 
Welle von konstanter Fortpflanzungsgeschwindigkeit existieren. 
Abweichungen dieser Art vom Huygensschen Gesetze glaubte 
neuerdings C. Viola?) am Quarz und Turmalin nachgewiesen zu haben. 
Allein bei Wiederholung jener Beobachtungen unter Vermeidung bezw. 
Beriicksichtigung aller Fehlerquellen haben Macé de Lépinay?) am 
Quarz, Wiilfing*) und mit noch gréferer Genauigkeit Nakamura‘) 
am Turmalin die ordentliche Lichtgeschwindigkeit véllig unabhingig 
von der Fortpflanzungsrichtung und das Huygenssche Gesetz bestiitigt 
gefunden. Die abweichenden Resultate Violas waren demnach wahr- 
scheinlich teils durch Fehler der Beobachtungsmethode (z. B. durch 
den Einflu8 eimer Kriimmung der Prismenflaichen bei den Beobach- 
tungen nach der in Kap. V, § 1 zu beschreibenden Stokesschen Me- 
thode), teils durch Inhomogenitit der angewandten Kristalle verursacht. 
In der That waren auch die yon Viola beobachteten Abweichungen 
erheblich gréBer, als sie gemif den angefiihrten Resultaten der elek- 
tromagnetischen Theorie in Anbetracht der geringen Differenzen der 
magnetischen Permeabilititen jener Kristalle sein miiBten. 


1) C. Viola, Ztsckr. f. Kristallogr. 32 (1900), p. 551, 557; 34 (1901), p. 281; 
3741902), p. 120. 

2) Macé de Lépinay, Ztschr. f. Kristallogr. 34 (1901), p. 280. 

3) A. Wiilfing, Zentralbl. f. Miner. 1901, p. 299. 

4) S. Nakamura, Gottinger Nachr. 1903, p. 100. 
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Wir kommen also zu dem SchluB, daB sowohl nach den vorlie- 
genden Beobachtungen, als nach der elektromagnetischen Lichttheorie das 
Huygens-Fresnelsche Gesetz der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten wner- 
halb der mit den heutigen Beobachtungsmethoden erreichbaren Genauig- 
keitsgrenzen giiltig ist. 


5. Erweiterung der elektromagnetischen Theorie zur Erklarung 
der Dispersion; Elektronentheorie des Lichts. Die elektromagnetische 
Theorie in der in § 3 dargelegten urspriinglichen Form ftihrt also 
zwar ohne weiteres auf die Fresnelschen Gesetze der Lichtfortpflanzung 
in durchsichtigen Kristallen, ergibt aber keine Erklarung der Erschei- 
nungen der Dispersion, d. h. der Abhdngigheit der optischen Parameter 
von der Schwingungsdauer, da sich ja die letzteren durch die elek- 
trischen Konstanten des Kristalls bestimmen. Um dieser Abhingig- 
keit Rechnung zu tragen, bediirfen also die elektromagnetischen 
Gleichungen gewisser Erweiterungen, durch welche freilich der Vorzug 
der elektromagnetischen Lichttheorie, die Gesetze der Optik hypothesen- 
frei aus den rein elektromagnetischen Erscheinungen herzuleiten, zum 
Teil verloren geht. Immerhin lassen die in den Grundgleichunger 
hinzuzufiigenden Glieder eine anschauliche physikalische Deutung zu, 
die auf der unter anderem durch die Erscheinungen der EHlektrolyse 
nahegelegten Vorstellung beruht, daf an den Kérperatomen positive 
und negative elektrische Elementarteichen — ,,Elektronen* — haften, 
welche in einem periodisch wechselnden elektrischen Felde, wie es 
in den Lichtwellen gegeben ist, Schwingungen um eine Gleichgewichts- 
lage ausfiihren ké6nnen. Da nun die Dispersion bei Anwesenheit 
ponderabeler Materie stets auftritt, dagegen im leeren Raume fehlt, 
so hat man diese Elektronentheorie des Lichts konsequenterweise so 
ausgebildet, da der gesamte Einflu& der ponderabelen Materie auf die 
Lichtfortpflanzung, nicht nur die Dispersion, auf das Mitschwingen 
der Elektronen zuriickgefiihrt wird. 

Die Grundziige dieser Theorie sind folgende. 

An den Maxwellschen Grundgleichungen (6) wird unter allen Um- 
stinden festgehalten. Dagegen sind die Beziehungen (10) zwischen den 
Komponenten der elektrischen Verschiebung (X, 9), 8) und denen des 
elektrischen Feldes (X, Y, 7) durch andere zu ersetzen. Der Unter- 
schied der elektrischen Verschiebungs- und Feldkomponenten wird jetzt 
der durch das Feld bewirkten Verschiebung der Elektronen aus ihren Ruhe- 
lagen zugeschrieben; wenn verschiedene, durch den Index , zu unterschei- 
dende Elektronenarten vorhanden sind, wird also z. B. X die Form haben 
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(22) X= X si xX, 

wo X, den von der h'*? Elektronenart herriihrenden Anteil der Ver- 
schiebungskomponente parallel der X-Achse bedeutet. Dieses X, 
(die ,molekulare Polarisation“) ist nun der Verschiebung der Elek- 
tronen aus ihrer Ruhelage (fiir welche das gesamte elektrische Moment 
der Volumeinheit Null ist) proportional, und diese Verschiebung 
ihrerseits wird bei stationirem Zustande der elektrischen Feldstiarke 
proportional gesetzt werden kénnen, wie dies ja einleuchtend ist, wenn 
eine quasi-elastische Kraft die Elektronen in ihre Ruhelagen zuriick- 
zieht. (In der Notwendigkeit, eme solche Kraft anzunehmen, liegt 
freilich vorerst etwas Unbefriedigendes, solange man ihr nicht auch 
eine plausible elektromagnetische Deutung zu geben vermag.) In 
einem Avristall wird die Verschiebung der Hlektronen im allgemeinen 
nicht in der Richtung des Feldes erfolgen, und somit bei konstantem 
Feld zu setzen sein 


(23) Fak “i Fad Rte isan = aX 
oder auch he 
(23°) xX,= faaX ap tig + 13,2 


Hieraus folet eee fitr ein Pea he 


(24) K—= XA + Ley) + Peta Pes 

und die Veceeieliicag aicace Relsvonch anit aecvenied (10) ergibt 
fiir die elektrostatisch bestimmbaren dielektrischen Konstanten des 
Kristalls die Werte: 

(20) 81, = 1 + Cay fig = Aiea 810 = DS! ¢3, usw, 

wobei sich auch die Beziehungen ¢,, =, aus der Higenschaft der 
quasi-elastischen Kriifte, ein Potential zu besitzen, von selbst ergeben 
(da diese Higenschaft zuniichst die Gleichheit von /,,,,, und h,,,,, in 
(23) erfordert). 

Ist das elektrische Feld zeitlich veranderlich, so miissen sich die 
Elektronen bewegen, und es kommen zu den durch die linken Seiten 
yon (23) gegebenen ,,quasi-elastischen“ Kriften die mit den Beschleuni- 
eungen proportionalen Trigheitswiderstinde hinzu — sel es nun, 
da8 die Elektronen an ponderabeln Teilchen haften oder da sie nur 
,scheinbare“ (elektromagnetische) Masse besitzen —, und es gelten bet 
pieeenhet yon Reibungswiderstiinden, welche, wie wir spiiter sehen 
werden, Absorption zur Folge haben wiirden, fiir die bo) ey ae et = 
wegungsgleichungen von der Form 
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ere : 
Kip yh, Oe + hiyo42), + Kasanda =e¢,X, 
OV, 


ot? 


(26) Riay hn + Bean Dn 1 %, — an hy ,3), = 


a2 


: 0°83, 
Kigg,Xy + Bes, + MesnBn + Ape e, 4. 


Sind nun, wie es in einer Welle homogenen Lichtes der Fall 
ist, X, Y,Z trigonometrische Funktionen der Zeit von gleicher 
Periode 7’, so gilt dasselbe von den X,,,,, 3,, und es ist folglich 


a9 a2 4) , 
Y x, eee OP das . => — oY), ae Free: a3, 


wo ® fiir gesetzt ist. Hierdurch gehen die Gl. (26) iiber in 


(27) s (hy, 97) X,, + Kien Da + MsrOn = aX 


und wenn man jetzt nach X,, Y),, 3, auflost: 


(27') XL, =e) X + eS) Y + eZ 


u 


so sind die Koeffizienten von X, Y, Z Funktionen der Schwingungs- 
dauer. Dies gilt somit auch von den Koeffizienten ¢(%), welche jetzt 
in dem aus (22) hervorgehenden, zu (10) analogen Gleichungssystem 
fiir die Gesamtkomponenten X, 2), 3 auftreten, und welche, wie wir in 
§ 3 sahen, als die sechs optischen Parameter des Kristalls angesehen 
werden kénnen. Die Annahme mitschwingender trager elektrischer 
Teilchen (Elektronen) erklart also die Abhingigkeit der optischen 
Parameter von der Schwingungsdauer, also die Erscheinungen der Dis- 
persion, und zwar kann man durch hypothetische Annahme beliebig 
vieler verschiedener Arten solcher Teilchen zu Formeln gelangen, welche 
jedes beliebige Dispersionsgesetz annihernd darzustellen -vermégen. 

In dem bei allen Kristallen von rhombischer und héherer Sym- 
metrie vorliegenden Falle, daf drei bestimmte zueinander senkrechte 
Richtungen existieren, fiir welche alle molekularen Polarisationen 
in die Feldrichtung fallen, wird bei Zugrundelegung dieses Haupt- 
achsensystems : 


on 


id 


? 
bo) 1, 


CB)e08, De eo 


ny —— moe ke, — m,0? ? 


wo die allein iibrigbleibenden Konstanten /: vereinfacht nur mit zwei 
Indizes geschrieben sind. Weiter ergibt sich hiernach 
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she ieee Mamta! tice OF 


é 


o) tes ey, 
A teehee bys Bie dl 
At he! Hy, — 1,8? 


(29) 


oye e) 
es ates Sy eS 7 ae? 
ee ey 


oye | en 
2) = } yy nla hela 


letztere drei GréBen sind aber nach den Ausfiihrungen des § 3 den 
Quadraten der drei Hauptbrechungsindizes («*, 6°, y?) gleich. Dispersions- 
formeln von der sich so ergebenden Form sind z. B. fiir Steinsalz, FluB- 
spat, Sylvin und den ordentlichen Strahl im Quarz aufgestellt worden 
und schhefen sich den Beobachtungen schon mit zwei bezw. drei 
Gliedern in einem weit iiber das sichtbare Spektrum hinausreichenden 
Gebiete sehr gut an’). 

Man sieht leicht, daf fiir die Dispersion diejenigen Schwingungs-. 
dauern eine ausgezeichnete Rolle spielen, fiir welche einer der Nenner 


ke, — 1,3" 
verschwindet; dies sind — wie aus den Gleichungen (26) hervorgeht, 
wenn man in ihnen X, Y, Z7=0 setzt —, die Higenschwingungsdauern 
der Elektronen. Liegen diese (7’,) simtlich auSerhalb des in Betracht zu 
ziehenden Spektralbereichs, so kann man die einzelnen Summenglieder 


: : a } o ld : 

in Reihen nach Potenzen von — =~" oder von —“ == — je nach- 
vy, 1 o Di, 

dem &< &, oder >, ist — entwickeln und erhalt so fiir die 


Brechungsindizes die bekannten Dispersionsformeln yon der Gestalt 
(30) Age AT BTA, 


welche sich den Beobachtungen an durchsichtigen K6rpern mit nor- 
maler Dispersion in der Tat sehr gut anschlieBen. Dabei ergibt sich 


A=1 ey, - wo die Summe nur iiber diejenigen Glieder zu bilden ist, 


k. ryt 
fiir welche = = 6,7 > 9 ist; da andererseits die Dielektrizitatskonstante 
h 
(welche man aus (30) fiir 7’ = oo erhalt) durch 1+ der ganzen Summe 
pa “h gegeben ist, so erkliirt sich, weshalb die Dielektrizititskonstante 


5 tal 
k ih 


a 


nicht nur von m”, sondern auch von dem von der Periode unab- 


1) Vgl. Drude, Optik, p. 360—61. Fiir monokline Kristalle hat neuerdings 
Nakamura (Phys. Zeitschr. 5 [1905], p. 172) die entsprechenden Formeln ent- 
wickelt und speziell auf die Dispersion der Polarisationshauptachsen angewendet. 
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hingigen Gliede A der Entwicklung von w? verschieden ist. Wegen 
niherer Ausfiihrungen hiertiber, sowie tiber die anomale Dispersion, 
welche dann vorliegt, wenn eine oder mehrere der Higenschwingungs- 
dauern in das fiir die Beobachtung in Betracht kommende Spektral- 
gebiet fallen und somit die betreffenden Glieder der Formeln (29) 
nicht in Potenzreihen entwickelt werden kénnen, sei z. B. auf P. Drudes 
Lehrbuch der Optik, Kap. V, verwiesen. 


Viertes Kapitel. 


Geometrisches Problem der Reflexion und Brechung: Richtung der 
reflektierten und gebrochenen Wellen und Strahlen; totale Reflexion. 


1. Problemstellung. Wenn eine Welle die Grenzflaiche zweier 
verschiedener Medien erreicht, so entstehen im allgemeinen sowohl 
in das erste Medium zuriickkehrende, ,,reflektierte“, als in das zweite 
»gebrochene“ Wellen. Wir koénnen ohne 
wesentliche Beschrankung voraussetzen, daB sowohl die einfallende 
Welle, als die Grenzfliche eben und die beiden Medien homogen sind‘); 
dann folgt aus dem Huygensschen Prinzipe, wie schon in § 3 der 
Hinleitung ausgefiihrt wurde, da auch die reflektierten und gebroche- 
nen Wellen eben sind. Es bieten sich dann zwei Aufgaben dar: 
erstens sind die Fichtungen der reflektierten und gebrochenen Wellen 
und Strahlen, zweitens deren IJntensitdten zu bestimmen; die erstere 
Aufgabe kann man als den geometrischen, die letztere als den physikali- 
schen Teil des Gesamtproblems der Reflexion und Brechung bezeichnen. 

Wir beschiftigen uns zuniichst mit dem geometrischen Teil, fiir 
dessen Liésung das Huygenssche Prinzip und die in Kapitel I und II 
behandelten Gesetze der Lichtfortpflanzung ausreichen, und welcher 
besondere praktische Wichtigkeit besitzt als Grundlage der haupt- 
sichlichsten Methoden zur Bestimmung der optischen Konstanten der 
Kristalle. 

Da die Bestimmung des zu einer gegebenen Wellennormale ge- 
hérigen Strahles bereits erledigt ist, so kénnen wir uns beim Problem 
der Reflexion und Brechung im allgemeinen auf die Betrachtung der 
Wellennormalen beschrinken Die Untersuchung der Strahlenrichtung 


Medium eindringende, 


1) Denn in jedem praktisch in Betracht kommenden Falle trifft dies ftir 
Teile der Welle, deren Ausdehnung grof ist gegen die Wellenlinge, in hin- 
reichender Anniherung zu. 
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wird nur heranzuziehen sein, um zu entscheiden, ob eine Welle re- 
flektiert oder gebrochen ist; denn da der Strahl die Richtung der 
Energiefortpfanzung reprisentiert, so wird sich die Lichtbewegung 
von der getroffenen Stelle der 
Grenzfliiche aus in dasjenige Me- 
dium fortpflanzen, in welches 
hinein der entstehende Strahl ge- 
richtet ist, sie wird also als eine 
reflektierte anzusehen sein, wenn 
der Strahl in das erste, als ge- 
brochene dagegen, wenn der Strahl 
in das zweite Medium weist; dabei 
kann es sehr wohl vorkommen, 
daB die Wellennormale nach dem anderen Medium hin gerichtet ist. 
(Siehe Fig. 31, wo JOS den einfallenden, OS® einen reflektierten Strahl, 
ON® die zu letzterem gehérige Wellennormale bedeutet.) 


IN 
Fig. 31. 


2. Reflexions- und Brechungsgesetz der Wellennormalen. 


Aus der schon in § 3 der Hinleitung erliuterten Konstruktion der 
reflektierten und gebrochenen Wellenebenen auf Grund des Huygens- 
schen Prinzips ist zunachst ersichtlich, da’, wenn sowohl dasjenige 
Medium, im welchem die Welle einfallt, als das angrenzende Medium 
kristallinisch ist, aus der einen einfallenden Wellenebene im allgemeinen 
zwei reflektierte und zwei gebrochene hervorgehen. Ferner folgt aus 
jener Konstruktion (vergl. Fig. 2) sogleich, dass die reflektierten und 
gebrochenen Wellennormalen stets in der Einfalisebene legen, und dab, 
wenn 7, 7,°, 7°, 7,7 die Winkel der einfallenden, reflektierten und ge- 
brochenen Wellennormalen gegen das Hinfallslot, ¢°, ¢,°, q°, d,, @ die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der ihnen entsprechenden Wellen- 
ebenen bezeichnen, die Relationen bestehen: 

aS sin? sin 7, ° sin 77° sin 1, sin 1, 

uP In) ek UAC A SC RR CMY 

das heiBt, es gilt fiir die Wellennormalen das gewohnliche Brechungs- 
gesetz. Dabei besteht jedoch gegeniiber der Brechung an der Grenze 
isotroper Medien der Unterschied, da jetzt die Brechungsindizes 


N, 


1 . 
,=— von der Lichtung der gebrochenen Wellennormalen abhingen, 
Dn 
welche selbst erst durch das Brechungsgesetz gefunden werden soll; 
und hierdurch wird natiirlich eine erhebliche Komplikation des Pro- 


blems bedingt. Dasselbe lift sich aber auf geometrischem Wege in viel 


SS 


94 J. rv. Geometrisches Problem der Reflexion und Brechung. 


einfacherer Weise, als durch die Huygenssche, an die Strahlenfliche 
ankntipfende Konstruktion, mit Benutzung der Indemfldche (vel. 
Kapitel II, § 18) lésen’), weil hier die ganze Konstruktion in einer 
Ebene — der Hinfallsebene — auszufiihren ist, wie wir sogleich 
sehen werden. 


3. Konstruktion mit Hilfe der Indexflache. Man konstruiere 
um einen Punkt O der Grenzfliche GG (— den ,,Einfallspunkt“ —) 
als Zentrum die Schnittkurven der Indexflichen beider Medien mit 
der Hinfallsebene, welche, wenn beide Medien kristallinisch sind, aus 
je zwei geschlossenen, sich im allgemeinen nicht schneidenden Kurven 
(C° und Cin Fig.32)?), 
bestehen; ferner trage 
man auf der durch O 
gehenden einfallen- 
den Wellennormale 
eine Strecke 0 N° ab, 
deren Liinge die rezi- 
proke Geschwindig- 
keit der einfallenden 


© Welle reprisentiert. 

Durch den Endpunkt 

N° dieser Strecke, 

welcher aufder Kurve 

C° liegt, ziehe man 

eine Senkrechte N° P 

zur Grenzebene; die- 

selbe schneide ver- 

lingert die Kurve C®, 

eae aufer in N°, in den 

Punkten N,°, N,°, N,°, 

und C in N,, N,,.N;,.N,. Sind r,°,7, die Neigungswinkel der Ver- 

bindungslinien OWN,°,ON, gegen das Einfallslot OL (oder N°P), 
so ist 


1) Diese Konstruktion ist von W. Hamilton [Third Supplement ete., Dublin 
Trans. 17 (1833), p. 144] und Mac Cullagh [Geometrical Propositions ..., ibid. 
p. 252] angegeben worden. Fiir die Brechung in isotropen Medien ist sie nach 
Reuschs Vorgang [Pogg. Ann. l17 (1862) p. 241] allgemein gebriuchlich. 

2) In der Figur sind die Kurven fiir den Fall eines einachsigen Kristalls ge- 
zeichnet, wo sie je aus einer Ellipse und einem Kreise bestehen. Im allgemeinen 
wtirden sie Kurven vierten Grades sein. 
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ON, sin 7,9 = ON, sin r, = ON? sini = OP 
oder, da die Strecken ON, als Radien der Indexfliche die (absoluten) 
Brechungsindices », oder reziproken Normalengeschwindigkeiten fiir 
die betreffenden Richtungen darstellen: 


n,'sin 7,’ —="n, sin r, = n° sin ¢ 
oder GALT EAS Lak, 
sin 7"), sin 1, sin @ 
qn? Th q 


Demnach sind die Relationen (1) erfiillt, und es repriisentieren 
ON,°, ON,° die reflektierten, ON,, ON, die gebrochenen Wellen- 
normalen. Die Richtung ON,° ist die Normale einer zweiten ein- 
fallenden Welle, welche reflektierte und gebrochene Wellen von der- 
selben Richtung erzeugen wiirde, wie es die gegebene einfallende 
Welle wirklich tut, — also einer Welle, welche zwar fiir das vor- 
hegende Problem keine direkte Bedeutung hat, deren Hinfiihrung als 
(nur gedachte) sog. ,,Hilfswelle“ aber bei der Bestimmung der Polari- 
sation der in ein isotropes Medium austretenden Welle von Nutzen 
ist (siehe Kap. VII, §9). Die Richtungen ON, und ON, gewinnen 
Bedeutung, wenn das zweite Medium die Gestalt einer planparallelen 
Platte hat: sie sind dann die an deren zweiter Grenzebene reflektierten 
Wellennormalen. 

Die reflektierten und gebrochenen Strahlen sind durch die von 
O auf die Tangentialebenen der Indexfliche in den Punkten N,° bezw. 
N,, gefallten Senkrechten gegeben (vgl. Kap. I], § 18); man erkennt, 
daB die zu ON, und OWN, gehorigen in der Tat in das zweite Medium, 
die zu ON,°, ON,° gehérigen in das erste gerichtet sein werden. In 
der Figur sind sie nicht darstellbar, da sie im allgemeinen nicht in 
der Evinfallsebene legen. 

Wenn die Strecke OP = n° sini gréSer ist, als der Abstand der 
zur Grenzebene senkrechten Tangente eines Zweiges der Kurve C vom 
Einfallslot, so liefert dieser Kurvenzweig keine gebrochene Welle 
mehr; ein Fall, der bei isotropem iuferem Medium immer dann ein- 
treten kann, wenn dessen Brechungsindex gridfer ist als die Haupt- 
brechungsindizes des zweiten, kristallinischen Mediums. 

In diesem Falle tritt an Stelle der verschwindenden gebrochenen 
Welle und der zugehorigen reflektierten eve mit voller Intensitit 
reflektierte'): es findet totale Reflexion statt. Mit den Bedingungen, 


1) AuBerdem ist allerdings, wie wir in Kapitel VII sehen werden, auch im 
zweiten Medium eine gewisse Lichtbewegung vorhanden, jedoch nur in nichster 
Nachbarschaft der Grenzebene, so daf sie sich ftir gewohnlich der Wahrnehmung 
entzieht. 
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unter denen dieselbe eintritt, werden wir uns wegen ihrer grofen prak- 
tischen Wichtigkeit weiterhin ausfiihrlich zu beschaftigen haben. — 

Andererseits ist aus der Konstruktion Fig. 32 ersichtlich, daB, 
wenn das ,obere* Medium, in welchem sich die einfallende Welle 
fortpflanzt, kristallinisch und letztere die langsamere Welle ist — 
wenn also ON,° die einfallende Wellennormale bedeutet — dann der 
Schnittpunkt No und somit die schnellere reflektierte Welle ver- 
schwinden kann. Dies tritt offenbar dann ein, wenn der Hinfallswinkel 
denjenigen Wert 7 tiberschreitet, fiir welchen N° und N,° im Be- 
riihrungspunkt des inneren Zweiges der Kurve C® mit der vertikalen 
Tangente zusammenfallen und somit die Strahlen, welche zur lang- 
sameren reflektierten und zur einfallenden ,,Hilfswelle“ gehéren, 
streifend zar Grenzfliche verlaufen. Dieser Grenzwert des Hinfalls- 
winkels, fiir welchen die einfache innere Reflexion beginnt, ist offenbar 
unabhiingie von der Natur des zweiten (in Fig. 32 unteren) Mediums, 
hiingt aber im allgemeinen von der Orientierung der Grenzebene und 
der Einfallsebene ab. Die Gesamtheit der in allen méglichen Hinfalls- 
ebenen unter dem entsprechenden Winkel 7 in einem Punkt der 
Grenzebene einfallenden Wellennormalen erfiillt eine, fiir den Kristall 
und die gegebene Grenzebene charakteristische Kegelflache, den Grenz- 
kegel der einfachen inneren Reflexion. 

Dieser Grenzkegel ist fiir optisch eimachsige Kristalle, sowie fiir 
zweiachsige in den Fillen, dai die Grenzebene eine optische Sym- 
metrieebene ist, von Kaemmerer niaher analytisch untersucht 
worden'). Hs moégen hier nur die Resultate fiir eenachsige Kristalle 
angefiihrt werden. In solchen von positivem Charakter der Doppel- 
brechung existiert der Grenzkegel fiir die auwpferordentlichen Wellen 
und ist, wenn die Grenzebene unter dem Winkel 90° — # gegen die 
optische Achse geneigt ist, ein elliptischer Kegel, dessen Achse im 
Hauptschnitt der Grane ein wenig gegen mse Normale geneigt 
ist, und dessen Offnungswinkel o, 1m Hauptschnitt und o, senkrecht 
zum Hauptschnitt bestimmt sind durch 


(9 oy /WtE poy ae 
2) ty lS ag i 


1) P. Kaemmerer, Reflexion und Brechung des Lichtes an inaktiven 
durchsichtigen Kristaliplatiens Dissertation Géttingen 1904, p.62—78. (Auch im 
N. Jahrb. f Min., Beil.-Bd. 20.) Fiir einachsige Kristalle a die Gleichung des 
Grenzkegels auch schon von J. Grailich, Ber. d. Akad. Wien, math.-nat. K1. 
12 (1854), p. 2385ff, gelegentlich der Untersuchung der Reflexion an einer 


ponents ae? worden; vgl. dazu auch Osthoff, Dissertation, Gét- 
tingen 1904, 
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wo gesetzt ist 


w = Vet + 40? (0? — e?) cos? 8. 


; ; ; : o Onan 
Bei schwacher Doppelbrechung sind die Winkel = und = immer 


wenig < 90°, der Kegel also sehr stumpf. Im Falle einer zur optischen 
Achse parallelen Grenzebene (® = 90°) zerfallt er in ein sich in der 
optischen Achse schneidendes Ebenenpaar. — In negativ einachsigen 
Kristallen ist der Kegel, der dann von ordentlichen Wellennormalen 
gebildet wird, ebenfalls elliptisch, seine Achse fillt aber genau in die 
Grenzflichennormale, und seine Offnungswinkel bestimmen sich aus 


(3 sin 


2, 2 2 ain 2 
4/2 cos? # + e? sin? & res 


2 e2 ? ° 


fiir # = 90° wird er ebenfalls zu einem durch die optische Achse 
gehenden HEbenenpaar. 


4. Analytische Lésung. Aus vorstehender Konstruktion ergibt 
sich folgendes Verfahren zur Berechnung der Winkel 7,. Wir trans- 
formieren die Gleichung der Indexfliche ((25) in § 18, Kap. II), welche 
in rechtwinkligen Koordinaten, bezogen auf die Polarisationshaupt- 
achsen X, Y, Z, lautet: 


(Co 25 y? oe 2) (Be 47 =| Cary? aE a®b? 2) 
—{((B+eA)e8+ (24 ay? + a +d) 2} +1=0, 


auf andere rechtwinklige Achsen X’, Y’, Z’, deren Richtungskosinus 
gegen X, Y, Z gemif (27) in Kap. II, $19 bezeichnet werden mégen: 


(acs ae yo Ze 


(4) 


X| G, % 
Yn 8 
Z | i one 4s 


Dann erhalten wir die Gleichung: 


| (of? + oP 4 2?) {x (Bea? + 026? + a?b?y,2) +--+ +-:- 
(4) + 2y2' (b¥e? og 0, + 0.0? Bs By + ab? ye¥5) +-+- +: | 


| a0 + cat + (8+ a) BF + (oF +B) t] 


s | — 2y' 2 [(D? +e?) 0 0, +(e? +47) By Bs + (a +07) 7275) —- ce 0; 
oder, wenn wir die in Kap. II, § 19 durch die Gleichungen (30) defi- 
nierten ,,Polarisationskonstanten® a,,... 3... eimftihren: 


7 


Pockels, Kristalloptik. 
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(2 a Yiaae { 2" ®(dlgg Ugg — O35) + Y'? (gg O41 — 51) +2 "(4s on — Ga) 
$22! (gy Qyy— Mg Gy) +2 2H (dy yg — A329) + 20°Y (gg Uy G2 Us) j 
— 2’? (dg + gg) — 9"? (gg + M11) — 2 (Gas + Gee) 

+ 2y' 2 do, + 222 dg, + 2x'y' ay, +1=0, 


(4) 


oder endlich in Polarkoordinaten: 
(4°) v2| (dye ca =) (cs = i) id a eae 


Doge lt i 
+ 22'v, [51 %2 — 3s (411 — srs) | 4 vee dt. a= OQ), 


Setzen wir nun fest, die Z’-Achse sei das Hinfallslot Gn das 
zweite Medium gerichtet) und die Z’ X’-Ebene die Hinfallsebene, so 
erhalten wir die Gleichung der Schnitt- 
kurve C einfach, indem wir in vor- 
, stehender Gleichung y’=0 setzen. Der 
so erhaltenen Gleichung vierten Grades. 
C(z’, #) =0 geniigen nun die Koordi- 
naten der Punkte N,: #, = n° sini, 
z, =n sini-cotgr,. Da von diesen 
Werten der erste gegeben ist, so geht 
durch ihre Hinsetzung die Gleichung 
O(a’, 2’) = 0 iiber in eine Gleichung fiir cotg7 oder tg 7, deren 
Wurzeln die Werte 7,,7,, 73,7, sind. Aus (4°) erhalt man diese 
Gleichung in der Form’): 


[4y, — 2ds, tg r + (gs — A”) tg? r] [an + (doo — A*) tg? 1] 
— (Gy. — Mg tg)? + tg* r) = 0, 


(5) 


worn k = ———. gesetzt ist. 
nv” $1n 2 
Die Hinsetzung in (4*) dagegen ergibt eine Gleichung, in welcher, 


wenn man sie nach Potenzen von tg yr geordnet schreibt: 
(6) f((tgr)) = A, ter + A, te? r + A, te? + A, tg7r + A, =0, 
die Koeffizienten A,...A, folgende Werte haben”): 


1) G. Kirchhoff, Uber die Reflexion und Brechung an der Grenze krist. 
Medien, Berlin. Akad. Abh. 1876, Ges. Abh. p. 352. 

2) Th. Liebisch, Uber die Totalreflexion an doppeltbr. Krist., N. Jahrb. 
f. Min. 1885, 2, p. 191. 


5. Symmetrie-Falle, Sh) 
(Gl me Me se F [Pea + ca®B,? + ab? y,2| 
—n™ sin? i [(b? + C) a? + (ce? + a?) BP + (a? + B) y,7) +1, 
A, = 2n™ sint i [B® a, 03 + 2028, B, + aby, 5] 
— ie sin? ¢ [(b? + c*) «a3 + (c?+ a”) B, B, + (a? +b") », 75], 
A, = n™ sin* ¢ [b?0?(0,? + of”) + Ca? (B+ Bs”) + a*b? (vy? + 95") | 
— n°” gin? [(0? + €*) ot,” + (c? + a?) Bs? + (a? + b*) y,"], 
A, = 2n™ sin i [b® C2, cr, + c2a®B, By + ab? 7,75], 
iAgie= n sint 7 [D7 cP? a,” + a*B,? + a?b?y,"]. 
Sind alle vier Wurzeln der Gleichung (5) oder (6) reell, so gibt 
es zwei gebrochene und zwei an der zweiten Grenzebene der Kristall- 


platte retlektierte Wellen, und zwar entsprechen die beiden kleineren 
Werte von y den gebrochenen, die beiden gréferen (die im allgemeinen 


v4 6 . 5 . 
>> sein werden) den reflektierten. Sind nur zwei Wurzeln reell, so 


gibt es nur eine gebrochene Welle, und sind alle Wurzeln komplex, 
gar keine; es findet dann totale Reflexion einer oder beider Wellen 
statt (siehe § 7). 
Die Berechnung der Wurzeln ist im allgemeinen nur durch An- 
naherung méglich. 


5. Symmetrie-Falle. In den praktisch wichtigsten Fallen, welche 
durch Symmetrieeigenschaften ausgezeichnet sind, findet jedoch eine 
Reduktion der Gleichung f(tg 7) =O auf eine oder zwei solche zweiten 
Grades statt. Diese Falle sind folgende. 

I, Wenn die Grenzebene eine Symmetrieebene, oder thre Schnittlinie 
mit der Einfallsebene eine Symmetrieachse der Indexflache, und folglich 
die Schnittkurve C symmetrisch zur Grenz- 
ebene ist, so miissen sich je zwei Werte 
yon 7, Zu a erganzen, es muff demnach 
jeder positiven Wurzel tg r eine gleiche 
negative entsprechen, und der Ausdruck =? X 
f(tg *) quadratisch in tg? 7 sein. 

A. Es sei erstens die (Grenzebene 
parallel zu einer Symmetrieebene, z. B. der 
YZ-Ebene, und es werde der Winkel, den os 
die X’-Achse mit der Y-Achse (oder Y’ a ne 
nit Z) bildet, also das Azimut der Hin- 
fallsebene gegen die X Y-Symmetrieebene, mit € bezeichnet; dann 
sind die Richtungskosinus: 


mk 


( 
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a, =—0, B, = cos €, = SID g, 


a, = 1, B; = 0, ¥s = 9; 
und folglich: 


‘ 2 5 Fs ° a 
| A, = (na? sin? 4 — 1} {n (2 cos? £ + b? sin? £) sin? ¢ — 1}, 
2 g = C4 27 . rc 
Ay, n> (Be + a?b? sin? €+ ca? cos?) sin* 1— n° (b? + ¢”) sin? 7, 
A, = n™ be sint i; A, = A, = 0. 


Die Formeln fiir die zwei analogen 


(6") 


Fille werden aus vorstehenden durch zy- 


klische Vertauschung der a, }, ¢ erhalten. 

fishons B. Zweitens falle die Schnittlinie von 
xx Hinfalls- und Grenzebene, d.i. die X -Achse, 

Sess mit einer Symmetrieachse, z. B. der X- 


Achse, zusammen, und das Hinfallslot bilde 
mit der Z-Achse den Winkel # im posi- 
tiven Quadranten YZ (Fig. 35). Dann gilt 
a, =1, B, = 9, 4 = 9, 
=O, p=snd, ys = cos 0; 
| A, = (B?n™ sin® ¢ — 1) (2n™ sin? ¢— 1), 


| 4775 E : 9 ch yhy, 
| Ay = n° (b?c? + Ca? sin? & + ab? cos? &) sin* 4 


(6’?) _ =n” (a? + BD? cos? & + ¢ sin? &) sin? 4, 
| 4 o ‘ ‘ 
| A, = n° a?(b? cos? & + ¢ sin? &) sin* 4, 
pA Ay 0: 


II. Wenn die Einfallsebene eine optische 
Symmetrieebene, oder der Kristall optisch ein- 
achsig ist, so zerfdllt die Kurve C in einen 
Kreis und eine Ellipse, und dementsprechend 
die Gleichung f(tg7)=0O in zwei Glei- 
chungen zweiten Grades. 

A. Der Kristall sei zweiachsig und die 
Hinfallsebene die Y Z-Hbene*); die Z’- Achse 
bilde den Winkel &® mit der 7Z-Achse 
(vergl. Fig. 36). 

Dann lautet die Gleichung der Kurve C: 


[a (y? aL z*) ex 1| [e*y? -. b?2? a5 1| ee. O 


1) Die Lésung fiir die beiden analogen Fille (Hinfallsebene die 7 X- bezw. 
X Y-Hbene) erhalt man natiirlich aus der obigen durch zyklische Vertauschung 
der a, 0, ©. 
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und die Gleichung fiir tg, wenn man hierin 
y =n sin i(cos & — sin $ cotg r), z= n° sin i(sin & + cos # cotg r) 

einfiihrt: 
(7) {(a®n™ sin? i—1) to? r+ a2n sin? i \{ B, tg?r+ 2B, ter + By} = 
worin 

B, = n™ (c cos? & + b? sin? 8) sin? i — 1, 
CO) Dy n® (b2 — ¢) sin } cos & sin? 2, 

B, = n (b? cos? & + ¢ sin? #) sin? i. 

Der erste Faktor, gleich Null gesetzt, gibt sin x = + an sin i, 
also, wenn n° < «, fiir jeden Hinfallswinkel einen positiven und einen 
gleichen negativen Winkel 1, welche der gebrochenen und innen re- 
flektierten, parallel der Hinfallsebene polarisierten Welle entsprechen. 

Ebenso liefert die Gleichung B, tg? r+ 2B, tg r+ B, =0, falls 
sie reelle Wurzeln besitzt, den Brechungs- 
und inneren Reflexionswinkel der senkrecht 
zur Hinfallsebene polarisierten Welle, und 
zwar ersteren als den flewmsten der beiden 
zwischen 0 und x liegenden Werte von 7. 


B. Der Kristall sei enachsig, und seine 
optische Achse bilde den Winkel & mit 


dem Hinfallslot 7’, wihrend das Azimut ppl 
ee 


der Einfallsebene in bezug auf den Haupt- 


schnitt der Grenzebene — welchen wir als 

Z X-Ebene wihlen —, mit € bezeichnet ee 

werde. Dann wird, wie aus Fig. 37 huriitochi 
a, = cos ¢ cos, 6, = sim §, y, — cos fsin d, 
& =—sin€cost#, f, = cos &, Vo — sino sin o, 
é, = — sing, Bi Oye y, = cos 7, 


und man erhilt fiir r die Gleichung: 
(Shas (02n™ sin? i — 1) to? r + o?n®” sin? i} { Cy te? r + 20, ter + O,)=0, 
mit: 
C, =n” sin? i[0? cos? € sin? & + e?(sin? £ + cos? £ cos? #)] — 1 
) = n°” gin? i a (o? — e*) sin? & cos? §] — 1, 

e) C= nt (o? — e”) sin? 2 cos € sin # cos 7, 
od | C, =n” (0? Aes, sin? #) sin? 7. 

Der erste Faktor Null gesetzt, gibt fiir den Brechungswinkel 7, 
der ordentlichen Welle 
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sin r, = on sin? = m” sin i. 
@ 
Durch Nullsetzen des zweiten Faktors findet man den Brechungs- 
(und inneren Reflexions-) Winkel der auperordentlichen Welle. 

Ist die Einfallsebene senkrecht zum Hauptschnitt, also § = 90°, so 
ist zugleich die Bedingung des Falles I (Symmetrie der Kurve C’ in 
bezug auf die Grenzebene) erfiillt, und die durch Nullsetzen des zweiten 
Faktors erhaltene Gleichung fiir die auferordentliche Welle vereinfacht 
sich zu: 


(8°) (n” & sin? i — 1) tg? x, + n° (0? cos? & + e? sin? #) sin? i = 0; 
dem gebrochenen Strahl entspricht natiirlich die positive Wurzel. 

_ Im Falle ILA wird die Gleichung ebenso einfach nur dann, wenn 
die Grenzebene ebenfalls eine Symmetrieebene, also z. B. # = 0 ist; dann 
gibt der zweite Faktor von (7), gleich Null gesetzt, die Gleichung: 


5 : 9 2 4¢ : ; 
es) (n” c sin? — 1) te?7 + n® Bb? sin? i = 0. 


6. Singulare Faille der Strahlenbrechung. Wahrend zufolge 
der in § 3 erérterten Konstruktion die beiden gebrochenen Wellen- 
normalen auBer bei senkrechtem Hinfall nur dann in dieselbe Rich- 
tung fallen kénnen, wenn diese Richtung diejenige einer Binormalen 
(also g, = q,) 1st, besteht die Méglichkeit des Zusammenfallens der beiden 
gebrochenen Strahlen (der Richtung nach) in gewissen, weniger tiber- 
sichtlichen Fallen, namlich dann, wenn in der Huygensschen Konstruk- 
tion (siehe Hinl. § 3; Fig. 2) die Beriihrungspunkte S,,.S, der durch die 
Gerade D an die beiden Schalen der Strahlenfliche gelegten Tangen- 
tialebenen auf demselben Radiusvektor legen. Diese Falle sind unter 
der Voraussetzung, daf die Hinfallsebene. eine optische Symmetrie- 
ebene ist (also beide gebrochene Strahlen in der Hinfallsebene liegen, 
und deren Schnitt mit der Strahlenflache in Kreis und Ellipse zer- 
fallt), von Verschaffelt untersucht worden.') Derselbe bestimmt 
zunichst den geometrischen Ort aller Schnittpunkte der durch Punkte 
der Strahlenfliche, die in der Hinfallsebene auf demselben Radius- 
vektor legen, in dieser EHbene gezogenen Tangentenpaare; dieser geo- 
metrische Ort besteht aus vier Kurvenzweigen, die je zwei zueinander 


1) J. Verschaffelt, Bull. soc. frang. de min. 19 (1896), p. 40. Fiir ein- 
achsige Kristalle ist die Frage schon frtiher behandelt worden von Billet 
(C. R. 39 [1854], p. 733), Bravais (Inst. XXII, p. 413, 1854), Wace (Quart. 
Journ. of Math, 3 [1858], p. 47), Cavan (Grunerts Archiv 41 [1864], p. 199) und 
Cesaro (Bull. soc. franc. de min. 12 [1889], p. 401). 
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senkrechte Asymptoten besitzen. In Fig. 38 sind zwei dieser Kurven 
(CC’ und C”C”) und ihre Asymptoten (die gestrichelten Geraden) 
fiir die YZ-Symmetrieebene des rhombischen Schwefels dargestellt. 


w 


Schneidet die so erhaltene Kurve die Spur der gegebenen Grenzflaiche 
OG in D, so findet man, indem man von D aus an die um O kon- 
struierte Strahlenflache X, des aiuBeren Mediums — welches in der 
Figur als isotrop und unterhalb OG legend angenommen ist — die 
Tangentialebene legt, diejenige Richtung der einfallenden Wellen- 
normale bezw. des einfallenden Strahles (OS,), fiir welche bei der 
gegebenen Lage der Grenzfliche und Hinfallsebene das Zusammen- 
fallen der beiden zugehérigen gebrochenen Strahlen OS, und OS,, also 
scheinbar einfache Brechung, eintritt. Aus der Gestalt der Kurve CC” 
folet, daB es unter Umstinden dre: Richtungen scheinbar einfacher 
Brechung geben kann (entsprechend den Schnittpunkten D,, D,, Ds 
in der Figur). Bei optisch einachsigen Kristallen ist von vornherein 
klar, daB die Voraussetzung, die Hinfallsebene sei der Hauptschnitt 
der Grenzebene, notwendig ist fiir die Méglichkeit der Koimzidenz des 
ordentlichen und auBerordentlichen gebrochenen Strahles. Die Hilfs- 
kurve CC” zerfillt hier in die Gerade CC’ und den Kurvenzweig 
CZO"”, welcher zwei zur optischen Achse parallele Asymptoten (die 
gestrichelten Geraden in Figur 39) besitzt. Aufer der (dem Schnitt- 
punkt D, zugeordneten) optischen Achse, welche nattirlich immer eine 
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Richtung einfacher Brechung ist, gibt es demnach noch we? andere, ent- 
sprechend den Schnittpunkten D,, D,, vorausgesetzt, daB die Neigung 
der Grenzflichennormale gegen die optische Achse tiber dem Grenzwerte 


bleibt, der z. B. fiir Kalomel, 
worauf sich die Figur bezieht, 
> tod tir Kalkspat 09°27 be: 
trict. — Die scheinbar ein- 


fache Strahlenbrechung gibt 
sich zu erkennen an dem Zu- 
sammenfallen*) der beiden Bil- 
der eines durch die Kristall- 
platte gesehenen Punktes. Um 
dieselbe beobachten zu kénnen, 
wiirde aber in einem Teil der 
an sich méglichen Fille ein 
Hintauchen der Platte in eine stark brechende Fliissigkeit nétig sein. 
(Siehe Fig. 38, wo sich von D, aus keine Tangente an die Strahlen- 
fliche X, legen 1iBt.) 

Durch eine der vorstehenden analoge Betrachtung hat Verschaf- 
felt in derselben Arbeit die Frage beantwortet, wann em Strahl un- 
gebrochen durch eine gegebene Kristallplatte hindurchgeht. Bekanntlich 
ist dies im allgemeinen nicht der Fall bei senkrechtem Hinfall. Soll 
der gebrochene Strahl mit dem verliingerten einfallenden koinzidieren, 
so muf er in der Hinfallsebene liegen, und dies erfordert, da die 
letztere eine optische Symmetrieebene des Kristalls ist; nur unter 
dieser Bedingung kann also das Phiinomen eintreten. Dann hat man 
einen dem gewodhnlichen Brechungsgesetz folgenden ,,ordentlichen“ 
Strahl, der nur bei senkrechtem Hinfall ungebrochen bleibt, und einen 
auBerordentlichen, der sich mit Hilfe der durch den Punkt D gehenden 
Tangente an die Ellipse, in welcher die eine Schale der Strahlenflache 
von der Hinfallsebene geschnitten wird, bestimmt. Soll dieser Strahl 
in der Verlingerung des einfallenden liegen, so miissen die Beriihrungs- 
punkte der Tangenten, welche von D aus an die erwahnte Ellipse 
und an den um O beschriebenen, den Durchschnitt der Strahlenfliche 


Ce 
Fig. 39. 


1) Eigentlich ist es ein Ubereinanderfallen, denn die Bilder liegen, wie 
allerdings erst die Betrachtung des Durchgangs yon Strahlenbdiindeln durch 
Kristallplatten lehrt, in verschiedener scheinbarer Entfernung. (Vergl. Kap. VI.) 
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des iuBeren, isotropen Mediums darstellenden Kreis gezogen werden, 
auf demselben Radiusvektor liegen. Die Aufgabe wird also ganz analog 
der vorhergehenden, nur mit dem Unterschied, daB der Durchschnitts- 
kreis der Strahlenfliche des iiuBeren Mediums an Stelle desjenigen 
der Strahlenflaiche des Kristalls tritt. 

Da hier die Frage gestellt wurde, in welchen Richtungen einer 
der beim Hintritt aus einem isotropen Medium in einen Kristall ent- 
stehenden Strahlen ohne Richtungsiinderung weitergeht, so liegt es 
nahe, die analoge Frage fiir die Wellennormalen daran zu kniipfen. 
Hier ist die Bedingung fiir ein Fortschreiten ohne Richtungsinderung 
zufolge dem Brechungsgesetz (1) die Gleichheit der Geschwindigkeiten 
im auBeren isotropen Medium und im Kristall. Die fraglichen Rich- 
tungen werden also auf dem Kegel liegen, der vom Hintrittspunkt O 
aus durch die Schnittkurve der um diesen Punkt konstruierten Nor- 
malenfliichen des Kristalls und des fuBeren Mediums gelegt wird. 
Demnach gibt es solche Richtungen nur dann, wenn der Brechungs- 
index des auferen Mediums zwischen dem groéften und kleinsten 
Brechungsindex des Kristalls hegt. Dann aber sind diese Richtungen 
ganz unabhiingig von der Lage der Grenzebene, und deshalb ist die 
Beantwortung dieser zweiten Frage wesentlich einfacher als die der 
oben diskutierten nach den Richtungen verschwindender Strahlen- 
brechung. 

Verschaffelt hat Beispiele fiir die beiden zuletzt besprochenen 
Falle singulirer Brechung auch experimentell am Kalkspat untersucht 
und die Rechnungsresultate véllig bestiitigt gefunden. — 

Die Singularitiiten der Strahlenbrechung, welche bei zweiachsigen 
Kristallen in dem Falle eintreten, daB die gebrochene Wellennormale 
in eine Binormale fillt, sind bereits in dem Abschnitt tiber die innere 
konische Refraktion (Kap. li, § 17) erdrtert worden. 


7. Totale Reflexion; allgemeine Bedingungen. Wie wir bereits 
in § 4 sahen, wird bei wachsendem Brechungsindex des duferen Me- 
diums, welches wir als isotrop voraussetzen wollen, der Fall eintreten, 
daB eine der gebrochenen Wellen verschwindet und an ihrer Stelle 
eine total reflektierte auftritt, und zwar ist der Beginn der totalen 
Reflexion dadurch bestimmt, daS die im Punkte P (Fig. 32) errich- 
tete Senkrechte zur Grenzebene die Schnittkurve C der Indexfliche 
des Kristalls mit der Hinfallsebene tangiert, wobei der Bertihrungs- 
punkt sowohl im Kristall als im auferen Medium legen kann, In 
diesem Grenzfalle, wo die betreffende gebrochene Welle eben noch 
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existiert, kann also deren Normale, d.i. der nach dem Beriihrungs- 
punkt gezogene Radiusvektor der Indexfliche, sowohl in den Kristall, 
als in das iiuBere Medium hinein gerichtet sein; dagegen liegt der zu- 
gehorige gebrochene Strahl stets in der Grenzfldche, da dessen Richtung 
durch die Senkrechte zur Tangentialebene der Indexfliiche gegeben ist, 
und diese Tangentialebene hier senkrecht zur Grenzebene steht. Man 
nennt daher diesen Grenzfall auch den der streifenden Brechung. Die 
erwihnte Tangentialebene ist aber im allgemeinen nicht senkrecht zur 
Hinfallsebene. Im allgemeinen liegt also bei der streifenden Brechung 
der Strahl in der Grenzebene, aber nicht in der Einfallsebene, dagegen 
die Wellennormale zwar in der Einfalls-, aber nicht in der Grenzebene. 
Die Strecke OP = n° sini, welche man aus dem Einfallswinkel 7, bei 
dem die Totalreflexion beginnt — dem sog. Grenzwinkel der totalen 
Reflexion — und dem Brechungsindex des aiuferen Mediums berechnen 
kann, hat also weder die Bedeutung der reziproken Normalengeschwin- 
digkeit, noch die der reziproken Strahlengeschwindigkeit der streifend 
gebrochenen Welle. Tragt man fiir alle méglichen Azimute der Ein- 
fallsebene ihren reziproken Wert auf der 
Schnittlinie von Hinfalls- und Grenzebene 
auf, so erhalt man die FuBpunktkurve /’ 
der Schnittkurve der Strahlenfliche mit der 
Grenzebene, wie aus der nebenstehenden 


Fig. 40, worin OS = a der streifend ge- 


brochene Strahl fiir die zu OF parallele Hin- 


it é 
fallsebene und Op =r = op it, 


hervorgeht (da aus OP- Op = Os- OS die 
Ahnlichkeit der Dreiecke OsP und OpS 
folgt). Dies ist zu beriicksichtigen, wenn man durch Beohachtungen 
der Totalreflexion die Fresnelschen Gesetze einer Priifung unterziehen 
will, wie es zuerst (mittels F. Kohlrauschs Totalreflektometer) durch 
W. Kohlrausch geschehen ist.) Die von p bei der Umdrehung der 


sogleich 


Fig. 40. 


1) W. Kohlrausch, Wied. Ann. 6 (1879), p. 86. Diese Beobachtungen 
wurden gréftenteils an zu Symmetrieebenen parallelen Flichen angestellt, wo 
die oben erwihnte Fufpunktkurve zugleich die Schnittkurve der Normalenfliche 
ist, und daher die von Kohlrausch Glee der im allgemeinen unrichtigen An- 
nahme, daS durch die Totalreflexionsbeobachtungen die in der Grenzebene lie- 
genden J Vormalengeschwindigkeiten gefunden wiirden, durchgefiihrte Rechnung 
durch die Beobachtungen bestiétigt wurde. Da8 W. Kohlrausch aber auch die 
Messungen an einer natiirlichen Rhombodderflaiche von Natronsalpeter mit seiner 
Rechnung im Hinklang fand, beruhte auf einem von Liebisch (N. Jahrb. f. 
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Hinfallsebene um das Hinfallslot beschriebene Kurve /’ ist nur dann 
die Schnittkurve der Normalenfliiche, wenn die Grenzebene einer 
optischen Symmetrieebene parallel ist (vergl. jedoch § 12 wegen des 
Falles, daf& letztere die Ebene der Binormalen ist). Die auf solche 
Falle jrehislichot Messungen Kohlrauschs lieferten in der Tat eine 
vollstandige Bestitigung des Huygensschen bezw. Fresnelschen Ge- 
setzes der Wellengeschwindigkeiten. 

Die Gesamtheit aller an einer gegebenen Kristallflache unter dem 
Grenzwinkel einfallenden oder reflektierten Strahlen erfiillt eine zwei- 
schalige Kegelflache, welche kurz als Grenzstrahlenkegel bezeichnet 
werden mag. Sie wird gemif der obigen Konstruktion erhalten, wenn 
man yom KEinfallspunkt O aus durch alle Punkte derjenigen Kurve 
Gerade zieht, in welcher der zur Grenzebene senkrechte Tangenten- 
zylinder der Indexfliiche des Kristalls die um O mit dem Radius n° 
beschriebene Kugel (die Indexflache des iiuf{eren Mediums) schneidet; 
somit hiingt ihre Gestalt, aufer von der Orientierung der Grenzebene 
des Kristalls, auch von dem Brechungsindex des aiuferen Mediums ab. 
Wir werden diese Abhiangigkeit unten fiir spezielle Grenzebenen dis- 
kutieren (siehe §§ 9 und 10). 

Die analytische Bedingung fiir die Grenze der Totalreflexion ist 
zufolge § 4 die, da zwei von den vier Wurzeln der Gleichung (6) fiir tg r 
acide gleich werden); denn dieser Fall bildet die Grenze, bei 
welcher das eine reelle Wurzelpaar in ein konjugiert komplexes tiber- 
geht. Das Gleichwerden zweier Wurzeln tritt aber dann ein, wenn 
die ,,Diskriminante“ der Gleichung (6) verschwindet, d. h. wenn gilt 


(9) D=h*? — 6A? = 0, 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 


A=, 44, A 3A), 


Ane Ase,’ 
Nizi GA Acids 
fags AlaAY: 


Da die GréBen A, gemaB den Definitionsgleichungen (6°) Funk- 
tionen von sin? und den Richtungskosinus des Hinfallslotes und der 
Schnittlinie von Hinfalls- und Grenzebene (der X’-Achse) sind, so 


Min. 1885, 1, p. 246) nachgewiesenen Fehler in der Berechnung der in die 
Schnittlinie dieser Flache mit dem Hauptschnitt fallenden Normalengeschw indig- 
keit; tatsiichlich enthalten auch diese Messungen eine gute Bestatigung der oben 
erorterten zuerst von Liebisch Ilargestellten Theorie. 

) Th. Liebisch, N. Jahrb. fiir Miner. 1885, 2, p. 191. 
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gibt die Gleichung D =O, wenn man die Grenzebene als gegeben 
Bcaiehts eine Relation zwischen dem Grenzwinkel und der Richtung X’, 
also die Gleichung des Grenzstrahlenkegels. 

Wir werden nun die durch Symmetrieeigenschaften ausgezeich- 
neten Falle, in denen sich die Gleichung D = 0 wesentlich verein- 
facht, im einzelnen behandeln, schalten jedoch zuvor einige orientie- 
rende Bemerkungen iiber die zur Beobachtung der Totalreflexion be- 
nutzten Methoden ein. 


8. Prinzipien der Methoden zur Beobachtung der Totalrefiexion. 
Die experimentelle Bestimmung des Grenzwinkels i der totalen Re- 
flexion kann mittels zweierlei Versuchsanordnungen geschehen: ent- 
weder kann man (wie in Fig. 41a angedeutet) im isotropen (stdrker 
brechenden) Medium homogenes Licht unter verschiedenen Winkeln 
(also ,,diffuses“ Licht oder ein konvergentes Strahlenbiindel) einfallen 


Fig. 41a. Fig. 41b. 


lassen und im reflektierten Licht die durch eine scheinbar plétzliche 
Zunahme der Intensitaét kenntliche Grenze zwischen partiell reflektierten 
(in Fig. 41a punktiert gezeichneten) und total reflektierten Strahlen 
aufsuchen und den entsprechenden Reflexionswinkel messen; oder man 
kann (Fig. 41b) schwach konvergentes Licht innerhalb des Kristalls — 
dem man zu diesem Zweck gewoéhnlich die Gestalt einer flachen Kreis- 
scheibe mit matt geschliffenem oder poliertem Rand gibt — nahezu 
streifend einfallen lassen und die Grenze der in das isotrope Medium 
gebrochenen Strahlen aufsuchen, welche ebenfalls unter dem Neigungs- 
winkel 7 gegen das Hinfallslot liegt, da man hier ja einfach den um- 
vekehrten Strahlengang herstellt, wie wir ihn oben bei der ,,streifen- 
den Brechung“ voraussetzten. Bei den meisten Instrumenten sind 
beide Beobachtungsarten nach Belieben anwendbar; sofern es die Be- 
schaffenheit des zu untersuchenden Kristalls gestattet, gibt man jedoch 
jetzt der zweiten Methode — der des streifenden Hinfalls — den Vor- 
zug, weil die Grenze zwischen dem ganz dunklen und dem durch ge- 
brochene Strahlen erleuchteten Teile des Gesichtsfeldes bequemer zu 
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beobachten ist, als diejenige zwischen den oft nur wenig verschiedenen 
partiell und total-reflektierten Intensitiiten bei der ersten Methode. 
Als isotropes Medium, in welchem das Licht einfallt bezw. nach 
der Grenzbrechung austritt, dient entweder eine sehr stark brechende 
Fliissigkeit, wie Schwefelkohlenstoff (na = 1,63190 bei 15°), «-Mono- 
bromnaphtalin (x, = 1,65904 bei 15°), Methylenjodid (my, = 1,7416 
bei 15°), und, um noch héhere Brechungsindizes (bis zu 1,85) zu er- 
zielen, Lésungen von Jod und Schwefel in letzterer Fliissigkeit; oder 
man verwendet einen stark brechenden Glaskérper, an welchen die 
zu untersuchende Kristallflaiche angeleot wird, wobei man die diinne 
Zwischenschicht zwischen Glas und Kristall mit einer Fltissigkeit, 
deren Brechungsindex gréfer ist als der gréBte des Kristalls, aus- 
fiillt.t) Die Anwendung des Glaskérpers erméglicht genauere Be- 
stimmungen als die Beobachtung in Fliissigkeiten wegen des geringeren 
Hinflusses der Temperatur auf sein Brechungsvermégen; auferdem lassen 
sich damit noch hohere Brechungsindizes erreichen (1,89 bei dem 
schwersten Jenenser Glas). Bei der ersten Anwendung des Glaskérpers 
durch Wollaston hatte derselbe die Gestalt eines dreiseitigen Prismas, 
an dessen eine Flaiche der Kristall angelegt wurde, wihrend das Licht 
durch die beiden anderen ein- bezw. austrat. Spiater wurde nach 
Pulfrich ein zylindrischer oder (nach Bertrand und Abbe) halbkugel- 
formiger Kérper angewendet, auf dessen Basis- bezw. Querschnittsflache 
die Kristallplatte zu liegen kommt. Letztere Form ist bei den genauesten, 
gegenwirtig von der Firma Zei8 hergestellten Kristall-Refraktometern 
angenommen worden. Auf die Konstruktion dieser Instrumente im 
einzelnen kann hier nicht naher eingegangen werden; es muf in dieser 
Hinsicht auf die mehrfach genannten Lehrbiicher der physikalischen 
Kristallographie von Th. Liebisch, sowie die Mitteilungen von 
C. Pulfrich?), 8. Czapski*) und C. LeiB*) verwiesen werden. Hier 
sei nur noch bemerkt, daB die Beobachtung der Grenzlinie des total- 
reflektierten bezw. unter streifendem LHinfall gebrochenen Lichtes 


1) Uber die Beriicksichtigung des Fehlers, der durch eine schwach keilfor- 
mige Gestalt dieser Flissigkeitszwischenschicht entstehen kann, vergl. 8. Na- 
kamura, Géttinger Nachr. 1903, p. 100. 

2) ©, Pulfrich, Das Totalreflektometer und das Refraktometer ftir Che- 
miker etc. Leipzig 1890. Uber die Anwendbarkeit d. Methode d. Totalreflexion 
auf kleine und mangelhafte Kristallflachen, Zeitschr. f. Krist. 30 (1898), p. 568; 
Z. S. £. Instr. 1899, p. 4 u. 79. 

4 3) §. Czapski, Kristallrefraktometer nach Abbe, Zeitschr. f. Instr. 1890, 
p. 246; N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 7, 1890, p. 175 und 1892, 1, p. 209. 
4) C. LeiB, N. Jahrb. f. Miner. 1898, 2, p. 64; Fooss ta Iustra 1954899). 77 
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mittels eines auf Parallelstrahlen eingestellten (bei den Halbkugel-- 
instrumenten vor dem Objektiv noch mit einer die Kugelkrtimmung 
kompensierenden Linse versehenen) Fernrohres geschieht, dessen Rich- 
tung an einem vertikalen Teilkreise abgelesen wird, und dai die Be- 
obachtung bei verschiedenem Azimut der Hinfallsebene dadurch be- 
quem méglich gemacht ist, daB der zylindrische oder halbkugelige 
Glaskérper samt der horizontal darauf liegenden Kristallplatte um 
seine vertikal stehende Rotationsachse drehbar, und diese Drehung an 
einem horizontalen Kreise ebenfalls meBbar ist. 

Die Anwendung eines Rotationskorpers aus Glas als iuBeres, stark 
brechendes Medium gestattet auch, den ganzen Grenzstrahlenkegel bezw. 
seine Schnittkurvye mit einer zu seiner Achse senkrechten (also zur 
Kristallfliche parallelen) Ebene objektiv sichtbar zu machen. Man abt 
zu diesem Zweck das Licht mit Hilfe eines Kegelspiegels (S) von 
allen Seiten her horizontal in den Rand der als Kreisscheibe geschlf- 
fenen Kristallplatte (AK in Fig. 42) eintreten und fiaingt die aus dem 
Glaskérper (G@) austretenden ge- 
brochenen Grenzstrahlen auf einem 
horizontal darunter gelegtenSchirme 
auf.’) Die im allgemeinen aus 
zwei geschlossenen Zweigen be- 
stehende Grenzkurve (in der Figur 
durch CC’ im Durchschnitt mit 
der Zeichnungsebene angedeutet), 
welche sich auf dem Schirme dann 

LL: NN abbildet, ist aber micht (wie von 
Be lS Cleak Bh F hel C C’dunkh 938 behauptet worden) iihnlich der 

ie Schnittkurve der Indesfliiche mit 
der Grenzfliche des Kristalls; denn ihre Radienvektoren sind propor- 
tional mit tg? statt mit sin7. Ebensowenig kann man, wie Leib?) 
vorgeschlagen hat, durch Verwendung eines parabolischen Glaskérpers 
oder eines parabolischen Spiegels, dessen Brennpunkt in der Kristall- 
fliche liegt, die Durchschnittskurve der Strahlenfliiche genau zur Dar- 
stellung bringen. 


1 
I 
i 
! 
' 
' 
i 
| 
| 
| 
| 


9. Grenzstrahlenkegel der totalen Reflexion an optisch ein- 
achsigen Kristallen. Die Verhaltnisse vereinfachen sich hier wesent- 


1) C. Pulfrich, Zeitschr, f. Instr. 7 (1887), p. 25; C. LeiB, Zeitschr. f. 
Krist. 30 (1898), p. 359. 
2) C. Leif, Berliner Ber. 1899, p. 42, 178. 
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lich dadurch, dai die Indexfliche in eine Kugel und ein Rotations- 
ellipsoid zerfallt. Nach § 7 sind die gebrochenen Wellennormalen, 
welche den unter dem Grenzwinkel einfallenden entsprechen, diejenigen 
Radien der Indexfliche, welche nach deren Beriihrungspunkten mit den 
zur Grenzebene senkrechten Tangenten gerichtet sind. Diese Radien 
erfiillen nun in diesem Fall fiir die Grenzbrechung der ordentlichen 
Strahlen den Schnittkreis der Kugel mit der Grenzebene, fiir diejenige 
der auferordentlichen aber die zum Einfallslot konjugierte Diametral- 
ebene des Ellipsoids der Indexfldche. 

Die Schnittkurve der Strahlenfldche mit der Grenzebene besteht 
aus einem Kreis und einer Ellipse, also ihre FuBpunktkurve, deren 
Radien nach 8. 106 umgekehrt proportional mit ° sin? sind, aus einem 
Kreis und einem Oval, welches letztere aber verschieden ist von dem- 
jenigen Oval, in welchem die Normalenfldche von der Grenzebene ge- 
schuitten wird. 

Die analytische Bedingung (9) fiir die Grenze der Totalreflexion, 
nimlich daB f(tg 7) = 0 zwei gleiche Werte von + liefert, zerfallt hier 
gemaB der in Formel (8) angegebenen Form von f(tg 7) in die beiden: 


ya . a 1 
(10) sin 2, = tc i 
und 

C10, C20), 


oder nach (8) 
Ae 2 0? cos? & + e? sin? & 
(Lie sin 7, ; =|/ sis 


o? cos? & + e? sin? & + (0? — e*) cos? £ sin? a 


Die erste Gleichung bestimmt den Grenzwinkel der Totalreflexion des 
ordentlichen, die zweite den des aufSerordentlichen Strahls. 
Fiir die mit dem Hauptschnitt der Grenzebene zusammenfallende, 
also der optischen Achse parallele Hinfallsebene, in welcher [= 0 
ist, ergibt die Gleichung (11) 
cos? pie ON de 


Chi?) sin i, =¢q /—, + — 


Os 0 8; 

wo s, gemaB der Formel (2’) in Kap. I die Geschwindigkeit des in die 
Durchschnittslinie der Hinfalls- und Grenzebene fallenden Strahls ist. 

Fiir die zum Hauptschnitt senkrechte Hinfallsebene (¢ = 90°) 
erhalt man aus (11) 

0B q° é 

(11") Be) ene ait 
Die Messung der Grenzwinkel in dieser Einfallsebene liefert also direkt 
w und «, und man kann demnach durch Totalreflecionsmessungen an 
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einer beliebigen Fliiche eines einachsigen Kristalls, ohne deren Orien- 
tierung zu kennen, unmittelbar die beiden Hauptbrechungsindizes finden ; 
man braucht zu diesem Zwecke nur durch Drehen der Fliche in ihrer 
Ebene diejenige Hinfallsebene aufzusuchen, wo sich der veranderliche 
Grenzwinkel (i,) am meisten von dem konstanten (7,) unterscheidet. 
Mi&t man dann noch 7, in der zu dieser Kbene senkrechten (d. i. im 
Hauptschnitt), so kann man zufolge (11*) aus der Gleichung 


1 1 
pee’ 
o =— ~ 
ig’ 3 1 1 
02 32 


auch die Neigung der Grenzfliche gegen die optische Achse bestimmen, 
oder erhilt, wenn die letztere anderweitig bekannt ist, eine Kontrolle 
fiir die Messungen von o und e. (Vergl. die Anm. 8. 106 betreffs der 
Berechnung der Beobachtungen W. Kohlrauschs am Natronsalpeter.) 

Die Abhingigkeit der Grenzwinkel vom Azimut der Einfallsebene 
und vom Brechungsindex des iiuBeren Mediums iibersieht man am 
besten durch die Betrachtung der Grenzstrahlenkegel *) (siehe (7). Der- 
jenige Kegel K,, welcher die zu den streifend gebrochenen ordentlichen 
Strahlen gehdrigen reflektierten enthalt — wir wollen ihn kurz den 
,ordentlichen Grenzstrahlenkegel* nennen — ist natiirlich ein Kreis- 
kegel mit dem Hinfallslot als Achse. Der andere, ,auSerordentliche“, 
K, ist durch die Gleichung (11) gegeben, wenn darin 7, als Funktion 
von € betrachtet wird. Da diese Funktion fiir +¢€ und w+ € den 
gleichen Wert annimmt, so ist der Grenzstrahlenkegel A’, symmetrisch 
in bezug auf die Hinfallsebene und die zu ihr senkrechte. 

Fiihren wir ein rechtwinkliges Achsensystem X’ }’Z’ ein, dessen 
Nullpunkt im Einfallspunkt O liegt, dessen Z7’-Achse das Hinfallslot, 
und dessen X’-Achse die Schnittlinie von Hinfallsebene und Grenz- 
ebene ist, so wird 

sn = fae yee? sin? cos? C= an A tye 
und aus (11) erhalt man die Gleichung des Kegels K, in rechtwink- 
ligen Koordinaten: 


9 


2D 1 2 e707 2 02 ‘ (ag 2 ras 02 bas wre 0 5 
(12) 4 (3 cov otesnga 4 ry" ye? coke 


derselbe ist also vom zweiten Grade. 


1) Dieselben sind zuerst von H. de Senarmont (C. R. 42 [1856], p. 65; 
Pogg. Ann. 97, p. 605), dann eingehender von Th. Liebisch (N. Jahrb. f. Min. 
1886, 2, p. 47) diskutiert worden. 
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Die Schnittkurve C, dieses Kegels mit einer zur Grenzebene paral- 
lelen im Abstande z’=1 ist also, wenn wir noch statt der Licht- 
geschwindigkeiten die Brechungsindizes einfiihren, gegeben durch 


(12") a"(— sin? dae cos? 1) a eles cs 1) pe I, 


wihrend dieselbe Ebene den ordentlichen Grenzstrahlenkegel in dem 
Kreise 


, ne n>” 
(12°) @?+y%)-(,-1)=1 
schneidet. 

Ist n° sowohl > als >, so ist die Kurve C, stets eine Ellipse 
und der Kreis (12*) reell; ist n° kleiner als beide Hauptbrechungs- 
indizes des Kristalls, so werden beide Kurven imaginar, da man dann 
gar keine Totalreflexion erhalt. Anderenfalls sind folgende Falle zu 
unterscheiden, wobei @ eine Abktirzung fiir Vw? sin? & + & cos? & 
bedeutet. 


I. Charakter der Doppelbrechung positiv: a < . 


| Kreis — Schnittkurve CO, 
mI<en® << ¢@ | reell imaginir 
(RW EEG | :. Hyperbel, deren reelle Achse || zum Hauptschnitt ist. 
nmi —=es | » -| die zwei parallelen Geraden: x = + —~ a 
| | V2 = 0 
n° > es ; Fe Hillipse, die ganz auBerhalb des Kreises liegt, und 
| deren groBe Achse | zum Hauptschnitt ist. 


Il. Charakter der Doppelbrechung negativ: > «. 


Kreis Schnittkurve C 


é 
ean? <0 | imaginar Hyperbel, deren reelle Achse_| zum Hauptschnitt ist. 
| 

n° = 0 a die zwei parallelen Geraden: y’ = ++ —— aie 

Vo 
(RT MH Bs Ellipse, deren grofe Achse || dem Hauptschnitt ist. 
n =o unendlich groB ” ” ” ” es i) ” ” 
n° > @ reell Ellipse, die ganz innerhalb des Kreises liegt, und 

deren groBe Achse || zum Hauptschnitt ist. 


In jedem Falle ist die zum Hauptschnitt senkrechte Achse der 
Kurve C, 


dére, zum Hauptschnitt parallele Achse von C, wird fiir eine zur 


unabhiingig von der Orientierung der Grenzebene. Die an- 


optischen Achse parallele Grenzebene (4 D. fOr) ae 5) gleich dem 


2 


Pockels, Kristalloptik. 8 
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Radius des Kreises, so daB dann die Kurve C, den Kreis in dessen 
Schnittpunkten mit dem Hauptschnitt beriirt; im Falle I kann dies 
sowohl fiir die Hyperbel, als fiir das Parallelenpaar oder die Ellipse 
(in den Endpunkten ihrer kleinen Achse), im Falle Hl nur ftir die 
Ellipse (in den Endpunkten der groBen Achse) eintreten, und in letzte- 
rem Falle fehlt, da 9 = wird, der dritte Unterfall. 

Die verschiedenen Formen des Grenzstrahlenkegels lassen sich, 
wie aus der vorstehenden Diskussion hervorgeht, realisieren, indem 
man eine und dieselbe Kristallfliche sukzessive in Fliissigkeiten von 
verschiedenen Brechungsindizes (n°) beobachtet. So erhalt man z. B. 
an einer zur optischen Achse parallelen Kalkspatfliche bei Beobach- 
tung mit Na-Licht als Schnittkurven der Grenzstrahlenkegel mit einer 
zur Grenzebene parallelen Ebene’): 


in Athylenbromid (n° = 1,53631): eine Hyperbel, 

in Schwefelkohlenstoff (n° = 1,63190): eine Hyperbel, 

in «-Monobromnaphthalin (n° = 1,65850 =): zwei parallele Gerade, 
in Phosphorlésung in CS, (n° = 1,7190): Kreis und Ellipse. 


Ein anderes Verfahren, um die verschiedenen Kurvenarten zu _ be- 
obachten, besteht in der Beobachtung mit verschiedenfarbigem Licht 
in einem isotropen Medium von solcher Dispersion, da sein Brechungs- 
index fiir gewisse Farben zwischen den Hauptbrechungsindizes o und 
é des Kristalls liegt, fiir andere gréBer ist als der gréBte von beiden. 
Dies gilt z. B. fiir eine der optischen Achse parallele Kalkspatflache, 
die an Monobromnaphthalin grenzt”), da dessen Brechungsindex fiir 
Na-Licht (bei 16°) gleich dem w des Kalkspats, fiir Licht von kleinerer 
Wellenlinge > o, fiir solches von gréBerer Wellenliinge (rotes Licht) 
< und >é ist, wie folgende kleine Tabelle zeigt: 


Spektrallinie ! n° bei 16,1° | o | é 
K, 1,63988 164998 | 1,48268 
Lae 1,64816 1,65391 1,48420 
Na 1,65846 1,65850 1,48639 
uh 1,66868 1,66292 1,48840 
Os, 1,69394 1,67196 1,49245 


1) Vergl. C. Pulfrich, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 5 (1887), p. 167. 
2) J. Norrenberg, Verh. d. naturhist. Vereins d. Rheinlande 45 (1888), 
p.1. Wied. Ann. 34 (1888), p. 848. 
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Die entsprechenden Schnittkurven der Grenzstrahlenkegel mit der 
Ebene 2’=1 sind in Fig. 43 dargestellt. 

Die Grenzlinien der Totalreflexion, welche man in einem unter 
dem Winkel 7 auf die Grenzebene gerichteten Fernrohr beobachtet, 
sind die innerhalb des Gesichtsfeldes liegenden Stiicke der Schnitt- 
kurven des betreffenden Grenz- 
strahlenkegels mit einer zu der- i 4 K 
jenigen seiner Erzeugenden, 
welche gerade in die Fernrohr- 
achse fallt, senkrechten Ebene. 
Diese Kurvenstiicke erscheinen 
bei nicht sehr grokem Gesichts- 
felde nahezu geradlinig. Versteht 
man demgemaB unter ,,Richtung 
der Grenzlinieé die Richtung 
ihrer Tangente im Mittelpunkte 
des Gesichtsfeldes, so erkennt 
man ohne weiteres, dafi die den 
ordentlichen Strahlen entspre- 
chende Grenzlinie stets senkrecht 
zur Hinfallsebene ist, die den 
auBerordentlichen entsprechende 
aber im allgemeinen mit letzterer 


Na Va 
Fig. 43. 


einen von 90° verschiedenen Winkel 7, bildet. Man kann denselben 
mit Hilfe der Gleichung (12) des aufSerordentlichen Grenzstrahlen- 
kegels leicht berechnen, indem man berticksichtigt, dab er zugleich 
der Winkel ist, welchen die Hinfallsebene mit der in ihrer Schnitt- 
linie mit dem Grenzstrahlenkegel an letzteren gelegten Tangentialebene 
bildet. Man findet so‘) 

(13) cos y,=— i e(o* — e*) sin o sin € cos ¢ 


{ [o%e?—q° (o®cos?@-1 e?sin? )]02cos*¢-+ (0? cos? + e?sin?H)*(e?—q° \sin?¢}® 


Hieraus ist ersichtlich, daB y, nur dann = 90° wird, wenn entweder 
& = 0 bezw. 180°, d. h. die Grenzebene senkrecht zur optischen Achse 
ist, — in welchem Falle K, ebenfalls ein Kreiskegel wird —, oder 
wenn bei beliebigem # € = 0, 90°, 180°, oder 270°, d. h. die Hinfalls- 
ebene parallel oder senkrecht zum Hauptschnitt der Grenzflaiche ist. 

+ Messungen des Winkels 7, welche mit der vorstehenden Berech- 


1) Th. Liebisch, N. Jahrb. f. Miner. 1886, 2, p. 56, 58. 
3 
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nung im Hinklange stehen, wurden am Kalkspat ausgefiihrt von 
Danker'), Pulfrich”) und Norrenberg’). 


10. Polarisation der Grenzstrahlen. Wenngleich der Polarisa- 
tionszustand des an der ebenen Grenzfliche eines Kristalls gebrochenen 
oder reflektierten Lichtes allgemein erst mit Hilfe der in Kap. VII 
zu entwickelnden vollstindigen Theorie der Reflexion und Brechung, 
d. h. in Verbindung mit der Bestimmung der reflektierten und gebroche- 
nen Amplituden ermittelt werden kann, so laBt sich derselbe in spe- 
ziellen Fallen doch schon aus bloSen Symmetrieiiberlegungen ableiten, 
und es mégen hier einige daraus ftir die Polarisation des gebrochenen 
oder reflektierten Lichtes in der Nahe der Grenzstrahlenkegel zu 
ziehende Folgerungen Erwahnung finden, welche auch fiir die Be- 
obachtungen von Nutzen sind, zumal da ja bei letzteren gerade die 
durch Symmetrie ausgezeichneten Falle bevorzugt werden. 

Jene speziellen Fille sind solehe, wo die Hinfallsebene eine optische 
Symmetrieebene des Kristalls ist, an dessen Grenzflache gegen ein 
iuBeres isotropes Medium die Brechung oder Reflexion stattfindet. 
Hier mu nimlich offenbar eine einfallende Welle, welche parallel 
oder senkrecht zur Hinfallsebene polarisiert ist, bei der Reflexion und 
Brechung ihren Polarisationszustand beibehalten. Bei einer im Kristall 
einfallenden Welle ist dann jene Voraussetzung tiber die Polarisations- 
richtung von selbst erfiillt. Diejenigen, aus dem Kristall in das 
(starker brechende) isotrope Medium gebrochenen Strahlen, welche 
zwischen den beiden Grenzstrahlenkegeln legen und somit nur aus 
je emem im Kristall auf die Grenzfliche einfallenden Strahl hervor- 
gehen, sind daher vollstiindig und zwar entweder parallel oder senk- 
recht zur LHinfallsebene polarisiert. Jnnerhalb des imneren Grenz- 
strahblenkegels K, dagegen, wo je zwei einfallende Strahlen zu jedem 
gebrochenen beitragen, ist das gebrochene Licht (falls das einfal- 
lende Licht urspriinglich natiirliches war) nur fteilweise linear po- 
larisiert. Bei der Beobachtungsmethode ,mit streifendem ‘Hinfall“ 
kann man daher die imnere Grenzkurve durch ein vor dem Auge 
eingeschaltetes Polarisationsprisma (einen Analysator) zum Ver- 
schwinden bringen, indem man die Polarisationsebene des letzteren 
senkrecht zu derjenigen des Strahles stellt, welcher auf A, die strei- 


1) F. Danker, N. Jahrb. f Miner. Beil.-Bd. 4 (1885), p. 265. Vergl. auch 
Liebisch, N. Jabrb. f. Miner. 1886, 2, p. 63. 

2) C. Pulfrich, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 5 (1887), p. 182. 

3) J. Norrenberg, Verh. d. naturhist. Vereins d. Rheinl. 45 (1888), p. 32. 
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fende Brechung erleidet; andererseits kann man, indem man den 
Analysator um 90° dreht, alles Licht zwischen den beiden Grenzen 
und damit zugleich die auBere Grenze selbst ausléschen. Hierdurch 
hat man also ein Mittel, die Polarisationsrichtungen der beiden strei- 
fend gebrochenen Grenzstrahlen zu bestimmen. 

La8t man natiirliches Licht an der Grenzfliche des Kristalls im 
isotropen, stiirker brechenden Medium reflektieren, so ist dasselbe inner- 
halb der inneren Grenzkurve, wo die zur Hinfallsebene parallelen und 
senkrechten Komponenten des einfallenden Lichts beide partiell, aber 
mit verschiedener Intensitiit reflektiert werden, teilweise (|| oder _L 
zur Hinfallsebene) polarisiert; beim Uberschreiten der inneren Grenz- 
kurve wiichst die Intensitaét einer jener beiden reflektierten Kom- 
ponenten rapide auf ihre volle Intensitiit an, und es kann daher durch 
einen Analysator, der diese Komponente ausléscht, die innere Grenz- 
kurve zum Verschwinden gebracht werden. Zwischen den beiden 
Grenzen ist das reflektierte Licht ebenfalls teilweise linear polarisiert, 
auBerhalb der iiuBeren Grenzkurve — wo auch die andere Komponente 
die volle Intensitit erreicht — aber véllig wnpolarisiert, und dureh 
Ausléschung der letzteren Komponente mittels des Analysators wird 
die aiufere Grenzkurve zum Verschwinden gebracht. Hieraus ist er- 
sichtlich, da man auch bei Beobachtung der Grenzen im reflektierten 
Licht in derselben Weise, wie bei der Methode des streifenden Hin- 
falls, die Polarisationsrichtungen der beiden, in der Hinfallsebene strei- 
fend zur Grenzebene verlaufenden Strahlen im Kristall ermitteln kann, 
welche ja in dem vorausgesetzten Fall mit den Polarisationsrichtungen 
der die Helligkeitsgrenzen im reflektierten Lichte bedingenden Strahlen 
iibereinstimmen. 

Angewendet auf die Totalreflexion im Hauptschnitt einer beliebigen 
Grenzfliche optisch einachsiger Kristalle ergibt die vorstehende Uber-_ 
legung die Regel: In derjenigen Stellung des Analysators, fiir welche 
die innere Grenzkurve verschwindet, ist dessen Polarisationsebene im 
Falle eines positiven Kristalls senkrecht, im Falle eines negativen parallel 
zur Einfallsebene. Diese Regel gilt auch fiir die Reflexion an einer 
zur Hauptachse senkrechten Fliche und enthilt ein bequemes Hilts- 
mittel zur Feststellung des Charakters der Doppelbrechung einachsiger 
Kristalle. Ist die Grenzfliche parallel zur Hauptachse, so sind die 
yorausgesetzten Symmetriebedingungen auch dann erfiillt, wenn die 
Hinfallsebene senkrecht zum Hauptschnitt ist; in diesem Falle sind in 
der obigen Regel die Worte ,,positiv’’ und ,negativ“ zu vertauschen. 

In den vorstehend betrachteten Fallen stimmt die Polarisations- 
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richtung der durch streifende Brechung und der durch totale Reflexion 
erzeugten Grenzstrahlen iiberein. Im allgemeinen findet diese Uber- 
einstimmung aber nicht statt.1) Doch gibt es bei einachsigen Kristallen » 
noch einen besonderen Fall, wo sie immer besteht: wenn niimlich der 
Brechungsindex des fuBeren Mediums iibereinstimmt mit dem ordent- 
lichen des (negativen) Kristalls, was natiirlich nur fiir eine bestimmte 
Spektralfarbe gelten kann. In diesem, bei Kalkspat in Monobromnaphthalin 
fiir Na-Licht realisierten Falle, wo jeder ordentliche Strahl ungebrochen 
und ungeschwicht durch die Grenze geht und der (ordentliche) aufere 
Grenzkegel in die Grenzebene selbst ausartet (siehe oben 8. 113), sind 
alle reflektierten Strahlen vollstandig polarisiert und zwar senkrecht 
zu den in ihrer Richtung im Kristall fortschreitend gedachten ordent- 
lichen Strahlen; dies gilt also insbesondere auch fiir die Strahlen des 
auBerordentlichen Grenzstrahlenkegels. Wir werden auf diesen Fall 
in Kap. VII naher eingehen. 

Bei optisch zweiachsigen Kristallen ergeben die obigen Uber- 
' Iegungen ftir die Palle, da8 die Hinfallsebene eine der optischen Sym- 
metrieebenen ist, folgende Regeln beziiglich der Polarisation der in- 
neren, also der schnelleren Welle entsprechenden Grenzkurve (wobei, 
wie immer, vorausgesetzt ist, dab die gréfte Achse des Index- 
ellipsoids in die Z-Achse, die kleinste in die X-Achse fallt). Ist die 
Hinfallsebene die X Y-Hbene, oder ist sie die ZX-Ebene und liegt 
ihre Schnittlinie mit der Grenzebene innerhalb des yon der Z-Achse 
halbierten Winkels der Binormalen, so ist die innere Grenzkurve 
senkrecht zur Hinfallsebene polarisiert (wird also ausgeléscht durch 
einen Analysator, dessen Polarisationsebene parallel der letzteren ist); 
ist die Hinfallsebene die YZ-Ebene, oder ist sie die ZX-Ebene und 
liegt ihre Schnittlinie mit der Grenzebene in dem von der X-Achse 
_halbierten Binormalenwinkel, so ist die innere Grenzkurve parallel 
zur Hinfallsebene polarisiert. 

Hiernach ist leicht ersichtlich, wie man aus der Polarisation der 
inneren Grenzkurve der Totalreflexion, welche man an einer, zu einer 
optischen Symmetrieebene parallelen Grenzfliche eines zweiachsigen 
Kristalls in deren Hauptschnitten beobachtet, auf die Orientierung 
der X-, ¥Y- und Z-Achse schlieBen kann. 


11. Spezialfalle der Totalrefiexion an optisch zweiachsigen 
Kristallen. Die Gleichung (9) vereinfacht sich in den schon in $5 


1) Siehe P. Kaemmerer, Dissertation, p. 130. 
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angeftihrten speziellen Fallen der Orientierung der Hinfalls- bezw. 
Grenzebene. 

Ist zuniichst die Hinfallsebene eine Symmetricebene (Fall II A), 
etwa die YZ-Ebene, so erhilt man als Bedingungen fiir das Gleich- 
werden zweier Wurzeln der Gleichung (9) unter Benutzung der For- 
meln (7) und (7): 


a 1 co! iia 
(14) nm sini, =—, n° sini, = peek es 
a 


Letzterer Ausdruck stellt die reziproke ce on hn fiir 
die Schnittlinie yon Einfalls- und Grenzebene dar; in der Tat ist hier, 
da der Strahl nach Symmetrie in der Hinfallsebene liegt, diese Strahlen- 
geschwindigkeit direkt fiir die Grenzbrechung maBgebend. 

Im Falle I des § 5, wo die Grenzebene eine Symmetrieebene oder 
thre Schnittlinie mit der aHienvallcctons eine Symmetrieachse ist, hat die 
Gleichung f(tgr) =O paarweise entgegengesetzte Wurzeln: + tg’, 
+ tg”. Damit die einem solchen Wurzelpaar entsprechenden Winkel, 


z. B. r° und x—7’, einander gleich werden, miissen sie beide gleich 


sein, d. h. die gebrochene Wellennormale muf im Falle der Grenz- 
brechung in der Grenzebene liegen — was auch geometrisch direkt 
aus der Symmetrie der Schnittkurve C in bezug auf die Grenzebene 
ersichtlich ist. Demnach gilt fiir die Grenze der Totalreflexion: 


tg7r =+oco bezaw. tgr°=—=+o, 
was erfordert, daf der Koeffizient A, verschwindet. Dies ergibt in 
dem Spezialfall IB, wo die Schnittlinie der Hinfalls- und Grenzebene 


eine Symmetrieachse, z. B. die X-Achse ist, gemiB (6’") fiir die hei- 
den Grenzwinkel die Relationen: 


. pa en : Se edie 
i te tery ae it 


vie 
n°? 
man findet also in diesem Falle aus den Grenzwinkeln direkt zwei 
Hauptbrechungsindizes. 
Im Falle IA, wo die Grenzebene eine Symmetriebene, etwa die 

X Y-Ebene ist, ergibt die Bedingung A, = 0: 
(15) sin?, =£, sini. = eS ates 

y A iealen’ ; Vb? cos? £ + @? sin? ¢’ 
wo € das Azimut der Hinfallsebene gegen die X-Achse bedeutet. Die 
Nenner von sin?, und sin?, sind hier die in die Schnittlinie von 
Binfalls- und Grenzebene fallenden Radien der Normalenfldche. Der 
Grenzstrahlenkegel zerfallt hier wieder in zwei Kegel zweiten Grades, 
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yon denen einer (K,) ein Kreiskegel ist; ihre Gleichungen, bezogen 
auf das optische Symmetrieachsensystem, sind: 


(K,) (ot — 9”) (a? + y) = ga? 
(K,) U8 = gat + (2 — gy? = GA 

Der Kreiskegel ist nur reell, wenn g° <¢ ist, und liegt dann, da 
nach unserer Annahme a>b>c ist, ganz auferhalb des Kegels Ky. 


Letzterer ist nur reell, wenn g° <a ist, und seine Schnittkurve mit 
einer Ebene z = Const. (Parallelebene zur Grenzebene) ist: 


fiir a> q°>b eine Hyperbel, deren reelle Achse parallel der Y-Achse ist, 
fiir g° = 6 ein Paar zur X-Achse paralleler Gerader, 
fiir g° <b eine Ellipse mit der groBen Achse parallel der X-Achse. 


Der Winkel 7, welchen die im Fernrohr beobachtete Grenzlinie 
mit der Hinfallsebene bildet, ist beim Kegel A, = 90° und bei A, 
gegeben durch 


(16) cos 4 = $ = (a® — b*) sin ¢ cos ¢ 
{ a2(a? — 9°”) sin? ¢ + b?(b? — q®’) cos? ¢}’ 


fwies 


Messungen dieses Winkels y hat J. Danker*’) am Arragonit aus- 
gefiihrt. 

Fiir Grenzebenen, die einer der anderen beiden. Symmetrieebenen 
parallel sind, erhilt man die entsprechenden Formeln natiirlich durch 
zyklische Buchstabenvertauschung. Beziiglich der Durchschnittskurven 
der Grenzstrahlenkegel mit einer zur Grenzebene parallelen Ebene ergibt 
sich dann je nach dem GroSenverhiltnis der Lichtgeschwindigkeit q° 
im auBeren Medium zu den Hauptlichtgeschwindigkeiten des Kristalls 
das in folgender Tabelle dargestellte Verhalten: 


Grenzebene die Y Z-Ebene. 


Schnittkurve mit K, Schnittkurve mit K, 
OS0h = b Kreis imaginar 
SOP 5 Hyperbel mit reeller Achse || Z 
=e = zwei zur Y-Achse parallele Gerade, zwischen 
denen der Kreis liegt 
CRN * Ellipse mit groBer Achse || Y, den Kreis 
| ganz einschlieBend. 


1) J. Danker, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 4 (1885), p. 272. Vergl. dazu 
Th. Liebisch, N. Jahrb. f. Miner. 1886, 2, p. 63. 
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Grenzebene die ZX-Ebene (Binormalenebene). 


Schnittkurve mit A, Schnittkurve mit K, 
a>y¢> b imaginiir Hyperbel mit reeller Achse || Z 
b > q° = ¢ Kreis ” ” ” ”7 ” 
Go - zwei zur X-Achse parallele Gerade 
OIG - | Ellipse mit groBer Achse || X. 


In letzterem Falle schnetden die Hyperbel, das Geradenpaar bezw. 
die Ellipse den Kreis, denn die beiden Grenzstrahlenkegel haben hier 
diejenigen Erzeugenden miteinander gemein, die in den die Binormalen 
enthaltenden Hinfallsebenen legen. 

AuBer den diesen beiden Kegeln entsprechenden Grenzkurven 
treten aber in diesem Falle, wie iiberhaupt an Grenzflichen, welche 
die Kegel der inneren konischen Refraktion schneiden, gewisse singu- 
lare Grenzkurvyen auf, mit denen wir uns noch naher zu beschiftigen 


haben. 


12. Singulire Erscheinungen der Totalrefiexion, welche mit 
der konischen Refraktion zusammenhingen’). Wir setzen zuniichst, 
wie oben, voraus, daf die Grenzebene genaw parallel der ZX- 
Ebene sei. Nun folgt aus dem friiher (S. 62) besprochenen Verhialt- 
nis der Indexflache zur Strahlenflache, daB erstere ebenso wie letztere 
vier singuldre Tangentialebenen besitzt, welche sie in Kreisen beriihren, 
die hier aber senkrecht zu den Liradialen (statt zu den Binormalen) 
sind. Im oben vorausgesetzten Falle sind also diese singuliren 
Tangentialebenen senkrecht zur Grenzebene; es gibt demnach aufer 
denjenigen zum KHinfallslot parallelen Tangenien, welche die Index- 
flache in ihren Schnittkurven mit der 7 X-Ebene, also dem Kreise 
b?(@? + 2”) = 1 und der Hllipse c?z?+ az? = 1, beriihren, noch solche, 
welche vier Ebenenstreifen erfiillen und die 7 X-Hbene in denjenigen 
Stiicken der gemeinsamen Tangente jenes Kreises und jener Ellipse 
schneiden, welche zwischen deren beiden Beriihrungspunkten Wf, B 
liegen (siehe Fig. 44, 5.122). Die nach den Bertihrungspunkten dieser 
Tangenten der Indexfliche gezogenen Radien bilden den Kegel der 
fiuBeren konischen Refraktion, d. h. sie sind diejenigen Wellennormalen, 
welche zu einem in eine Biradiale fallenden Strahl gehdren. Den- 


1) DeSenarmont, Liouy. Journ. 1 (1856), p. 305; Th. Liebisch, N. Jahrb. 
f. Min. 1886, 2, p. 47; Mallard, Journ. de phys. 5 (1886), p. 389; Ch. Soret, 
Arch. sc. phys. nat. Généve (3) 20 (1888), p. 279. 
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selben entsprechen als einfallende bezw. reflektierte Strahlen diejenigen, 
welche den Hinfallspunkt mit den Durchschnittslinien der erwahnten 
Ebenenstreifen und der um den Hinfallspunkt beschriebenen Kugel 
Zz vom Radius »° verbinden (siehe § 7, 

S. 107). Diese einfallenden oder reflek- 
B tierten Grenzstrahlen erfiillen demnach 
Xt vier schmale Kegelmantelsektoren, 


0 
welche den mit dem Winkel arc cos + 


um die Biradialen beschriebenen Rota- 
AX tionskegeln angehéren und die beiden 
Baan); X oben charakterisierten Grenzstrahlen- 
kegel K,, K, je in einer Geraden von 
auBen beriihren. (Siehe-Fig. 53, 5. 128, 
die den Schnitt der Grenzstrahlenkegel mit einer zur Grenzebene paral- 
lelen Ebene darstellt.) Die Beriihrungsgerade mit dem Kreiskegel A, 
liegt in der durch das Hinfallslot und die Biradiale OY gehenden Ebene, 
diejenige mit dem Kegel A, in derjenigen Hinfallsebene, welche die 
Wellennormale O®8 enthiilt. 


Bei der Beobachtung in einem Fernrohr, dessen Achse in die 
Richtung einer der Durchschnittslinien der Kegel K, und A, ein- 
gestellt ist, entspricht einem solchen zu A, und A, hinzukommenden 
G, Kegelmantelsektor ein Stiick emer dritten 
Grenzkurve (G’) der Totalreflexion, welches 
die beiden eigentlichen, sich im Zentrum 
des Gesichtsfeldes schneidenden Grenzkurven 
G,G, und G,G,’ beriihrt, so daB man die 
in nebenstehender Figur (45) dargestellte 
Erscheinung wahrnimmt. In den (in der 
Figur einfach schraffierten) Gebieten MM 
und N des Gesichtsfeldes zwischen den bei- 
den Grenzkurven G,G,' und G,G,' ist nur 

f je emer der beiden bei der Brechung eines 

ee einfallenden Strahles entstehenden Strahlen 
totalreflektiert, in dem doppelt schraffierten sichelf6rmigen Gebiete 
zwischen G,AG,’ einerseits und G’ andererseits dagegen, wie in dem 
ganzen Gebiete links von G,AG,' gar keiner. In der Tat ist leicht ein- 
zusehen, daf eine Senkrechte zur Grenzebene, die letztere innerhalb 
des Dreiecks UAB (Hig. 44) durchdringt, die Indexfliche in je zwei 
Punkten oberhalb und unterhalb der Grenzebene schneidet, woraus folgt, 


Fig. 44. 
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daB es fiir den einer solchen Senkrechten entsprechenden Hinfalls- 
winkel zwei gebrochene Strahlen, also keinen totalreflektierten, gibt. 
Diese Hrscheinung wurde zuerst von W. Kohlrausch an_ einer 
zar Ebene der Binormalen parallelen Fliche eines Weinsiurekristalls 
beobachtet*), wo sie wegen der starken Doppelbrechung und des dem- 
gemiB relativ groBen Offnungswinkels des Kegels der konischen Re- 
fraktion (vgl. die Tabelle 5.58) gut wahrnehmbar ist. Noch besser 
eignet sich hierzu nach H. Dufet*) das sehr stark doppeltbrechende 
c-Athylpyruvat-Hydrazon, bei welchem tiberdies die Fliche (210) 
nahezu parallel einer Binormale ist. 

Da ‘die Einfallsebenen, in welchen sich die Grenzkurven schneiden, 
die Binormalen enthalten, so kann man dureh Beobachtungen der 
Totalreflexion an einer zur Binormalen-Ebene parallelen Kristallfliche 
direkt den Winkel zwischen den beiden Binormalen (als die Azimut- 
differenz jener Hinfallsebenen) ermitteln, allerdings bei schwacher 
Doppelbrechung nur mit geringer Genauigkeit, da dann der Schnitt 
der Grenzkurven unter sehr spitzem Winkel stattfindet’*). 

Wir sahen in §7, daB die in irgend einer Hinfallsebene vor- 
kommenden Grenzwinkel 7,,7, mittels der Relation n° sin 7-7 =1 ab- 
geleitet werden kinnen aus den in jener Hinfallsebene liegenden 
Radien + der FuSpunktkurve F’ derjenigen Kurve S, in welcher die 
Strahlenflache von der Grenzebene geschnitten wird. In dem soeben 
betrachteten Falle einer zur 7Z X-Hbene 
parallelen Grenzebene muf die Kurve F’ 
demnach ein ahnliches singulires Verhalten 
zeigen, wie die Grenzkurven G, d.h. es 


S 


mu ein die beiden sich schneidenden 
Zweige von /’ bertihrendes Kurvenstiick 
auftreten, und es bedarf noch der Hrkla- 
rung, woher dies kommt. Denn zuniachst 
wiirde man, da die Schnittkurve S aus 
einem Kreise (K%K’ in dem in neben- 
stehender Fig. 46 dargestellten Quadranten) 
und einer denselben schneidenden Ellipse (HU") besteht, erwarten, 
daB die Kurve /' einfach aus demselben Kreise und einem Oval 
(F, AF,') bestehen miisse, die sich in den Azimuten der Binormalen 


1) W. Kohlrausch, Wied. Ann. 6 (1879), p. 113, dazu Abbildung auf 
Tafel I. 

2) H. Dufet, Bull. soc. frang. min. 24 (1901), p. 118. 

3) Vel. A. Mithlheims, Z. 8. f.. Krist. 14 (1888), p. 202. 
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(in A) schneiden, und zusammen die Schnittkurve der Normalenfliche 
mit der Grenzebene bilden. Daf nun aber noch ein jene beiden 
Kurven in der Nahe ihres Durchschnittspunktes A beriihrendes Kur- 
venstiick F” hinzukommt, ergibt sich aus der Hrwigung, dai von 
der Kurve S in dem betrachteten Quadranten eigentlich die Stiicke 
KX und WE’ einerseits, HY und YA" andererseits zusammengehé6ren, 
insofern niimlich erstere beide die Schnittkurve S, der inneren Schale, 
letztere diejenige S, der iiuferen Schale der Strahlenfliiche aus- 
machen, und daB fiir diese beiden Schnittkurven S, und S, der Punkt 
ein Punkt wnendlich starker Kriimmung ist. Wenn man nun, um die 
FuBpunktkurve /’ zu erzeugen, auf S einen Punkt wandern JaBt und 
jedesmal die Tangente an S konstruiert, so wird demnach dieser Punkt, 
wenn er von K kommend nach % gelangt ist, nach EH’ weiterwan- 
dern, und folglich die Tangente beim Passieren von Y% sich aus der 
Kreistangente in die Ellipsentangente {8 drehen; und dasselbe wird 
geschehen, wenn der Beriihrungspunkt von A’ kommend den Punkt 2 
erreicht hat, um nach L weiter fortzuschreiten. Bei dieser Drehung 
der Tangente um den Punkt % durchliuft nun aber der Fufpunkt 
des von O auf dieselbe gefillten Lotes den Bogen HF” oder 2B des 
tiber Of als Durchmesser konstruierten Aveises, welcher das Oval- 
sttick F,’ in seinem Schnittpunkte B mit der Ellipsentangente UB_ 
beriihrt; dem einen Punkte X der beiden Kurven S, und S, entspricht 
also der ganze Bogen UB = KF’ der FuBpunktkurve. Zu der inneren 
Schnittkurve S,S,° gehért als FuSpunktkurve der einfache aus den 
drei Stiicken Ff, I”, I’, bestehende Linienzug, zu der tuBeren S, 8S,’ 
dagegen auber dem Ovalbogen F’, und dem Kreisbogen F,’ noch die 
ganze Begrenzung des sichelfOrmigen Kurvendreiecks 428. — Da sini 
dem reziproken Werte des Radius der Kurve F' proportional ist, so 
kehrt sich in den Grenzkurven der totalen Reflexion die Erscheinung 
um, d.h. die sichelformige Figur kommt nach aufen (d.i. nach der 
konvexen Seite der normalen Grenzkurven oder in das Gebiet der 
totalen Reflexion beider Strahlen) zu liegen, und ihre konkave Seite 
ist ebenfalls nach aufen gewendet, wie es die Figur 45 8. 122 zeigt. 

Hs ertibrigt nur noch zu untersuchen, in welcher Weise der 
Ubergang von dem normalen Verhalten, wobei zwei einfache, ge- 
schlossene Grenzkurven auftreten, zu dem soeben behandelten singu- 
laren Verhalten stattfindet, wenn die Grenzebene den Biradialen, oder 
emer derselben, sehr nahe kommt, ohne sie genau in sich zu ent- 
halten. Diese Untersuchung, welche auch fiir das Verstiindnis des 
vorhergehenden speziellen Falles von Nutzen sein wird, kniipfen wir 
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am anschaulichsten wieder an die Fufpunktkurve 7’ des Durchschnittes 
S der Strahlenflaiche mit der Grenzebene an. Man erkennt zunichst, 
daB diese FuBpunktkurve (und somit auch die Grenzkurve der Total- 
reflexion) sich normal verhalten wird, wenn die beiden Zweige S,, S, 
von S durchaus konver sind. Dies ist der Fall, solange die zur 
Grenzebene parallele Diametralebene der Strahlenfliche keinen der 
singuliren Beriihrungskreise der Strahlenfliche (oder, was dasselbe 
sagt, kemen der Kegel der inneren konischen Refraktion) schneidet; 
denn nur innerhalb der letzteren besitzt die Strahlenfliche nach auBen 
konkave Stellen (siehe Kap. I, $11). Betrachten wir nun die Schnitt- 
kurven S in einer Grenzebene, welche einen jener singuliren Bereiche 
schneidet, in Azimuten, welche demjenigen der gegen die Grenzebene 
sehr wenig geneigten Biradiale nahe legen, so besitzt hier die innere 
Kurve S, nur ein ausgepriagtes Maximum der Kriimmung (in M,) 
und zugleich im allgemeinen (nimlich wenn die Schnittebene nicht 
durch die 7-Achse geht) ein solches ihres Radiusvektors, die auBere 
S, dagegen zwei Wendepunkte J’, J”, zwi- 
schen denen sie nach aufen konkav ist und 
ihr Radiusvektor ein Minimum (,) erreicht. 
(Siehe Fig. 47, welche sich auf den Fall be- 
zieht, daB die Grenzebene durch die Y-Achse 
hindurchgeht; bei einer beliebigen Lage der 
Grenzebene wiirde nicht die hier in Hrschei- 
nung tretende Symmetrie bestehen.) Die Fub- 
punktkurve F, von S, beriihrt demnach letz- 
tere Kurve normalerweise in M/, und besitzt 
dort ebenfalls einen maximalen Radiusvektor. 
Die FuBpunktkurve von S, hingegen besitzt 
zwei den Wendepunkten J’, J” entsprechende 
Riickkehrpunkte R’, R’; sie besteht in dem 
betrachteten Bereiche demgemif aus den beiden sich in P schnei- 
denden, den Teilen S,J’, S,/J” entsprechenden Zweigen PR’, P’R” 
und aus dem, der zwischen J’ und J” liegenden Strecke von S, ent- 
sprechenden Kurvenstiick /’M,R”, welches S, in M, beriihrt und an 
dieser Stelle ein Maximum des Radiusvektors besitzt. Diesem Ver- 
laufe der Fu®punktkurve /' entspricht nun auf Grund der Relation 
n° sini-r=1 das in Fig. 48, 8. 126, dargestellte Aussehen der im re- 
flektierten Licht zu beobachtenden Grenzkurven in demjenigen Be- 
reiche, welcher der die Biradiale enthaltenden Hinfallsebene naheliegt; 
die kleinen Buchstaben m, p, 7 entsprechen den grofen der Fig. 47, 
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die G,... den F,..., und wie in Fig. 45 kennzeichnet die doppelte 

“Schraffierung diejenigen Gebiete, wo beide Strahlen nur partielle Re- 
flexion erfahren haben, die einfache Schraffierung diejenigen, wo ein 
Strahl total reflektiert ist, der andere noch partiell. 


Et 
HE 
apesee 
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Fig. 48. Fig. 49. 


Lat man also in einer Einfallsebene LE, welche zwischen 7” 
und r” hindurchgeht, den Hinfallswinkel wachsen, so tritt zunachst 
Totalreflexion eimes Strahles auf, dann wird auch dieser wieder nur 
partiell reflektiert, dann folgt wieder ein Bereich, wo er totalreflektiert 
wird, und nun erst die Grenze der totalen Reflexion beider Strahlen. 
Nur wenn die Einfallsebene gerade durch den Punkt p hindurchgeht, 
verschwindet das erste Bereich totaler Reflexion eines Strahles. Dieses 
Verhalten mu nun auch aus der Konstruktion an der Indexfliche 
(siehe § 3 und 7) hervorgehen. In der Tat, liegt die Schnittlinie OG 
einer zur ZX-Hbene senkrechten Grenzebene mit der ersteren inner- 
halb des Kegels der inneren konischen Refraktion, d.i. in Fig. 49 
zwischen OA (der Binormalen) und OB (dem Radius nach dem an- 
deren Beriihrungspunkt der gemeinsamen Tangente der beiden Kurven 
S*), welcher senkrecht ist zur Tangente an die Ellipse der Indesfldche 
in A), so schneidet eine Senkrechte zu OG, die man (wachsendem 
n° sin? entsprechend) sich von O entfernen laBt, zunachst (1.) beide 
Schalen der Indexfliiche (J) je zweimal, bis sie (2.) durch A hindurch- 
geht, dann schneidet sie (3.) fiir ein kurzes Verschiebungsintervall 
die dupere Schale viermal, bis sie die Ellipse oder den Kreis tangiert, 


1) Die Schnittkurven der Strahlenfliche sind hier im Verhiltnis 6 vergréBert 
gezeichnet, so da der Kreis der Index- und Strahlenflache gemeinsam ist. 
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dann (4.) nur noch zweimal, und endlich gar nicht mehr. Wir wissen 
aber, da zweimaligem Schnitt partielle Reflexion eines, viermaligem 
solche beider Strahlen entspricht. Wenn bei gleicher Lage der Grenz- 
ebene die Hinfallsebene nicht genau durch OY hindurehgeht, so be- 
rihrt im Schnitt der Indexfliche mit 
der Hinfallsebene die iuBere Kurve 
die innere nicht mehr (siehe Fig. 50), 
und es gibt folglich fiir die Senk- 
rechte zu OG zwischen den oben mit 
(1) und (3) bezeichneten Lagen solche 
(2), wo sie die innere Kurve nicht 
mehr und die auBere erst zweimal 
schneidet; diesen Lagen entspricht 
das in solchen Hinfallsebenen zwi- 
schen dem grofen Gebiete nur par- 
tieller Reflexion und dem kleinen, sichelférmigen, auftretende Intervall 
totaler Reflexion emes Strahles (siehe Fig. 48, worin HE die Spur 
einer beliebigen Eintallsebene andeutet). 

Geht die zur Y-Achse parallele Grenzebene genau durch die 
Biradiale hindurch, so ist — da OY die Normale der singuliren 
Tangentialebene der Indexfliche ist — ihre Schnittlinie OG mit jeder 
Einfallsebene senkrecht zur gemeinsamen Tangente der beiden Schnitt- 
kurven der Indexfliche, es verschwinden also, wenn die Senkrechte zu 
OG sich von O entfernt, ihre Schnittpunkte mit den beiden Schalen 
der Indexfliche gleichzeitig, und es kommt folglich das oben mit (4) 
bezeichnete Intervall totaler Reflexion eines Strahles in Fortfall, d. h. 
die konkave Grenzkurve G’ der Sichel fallt in ihrer ganzen Er- 
streckung mit der Grenzkurve G, zusammen, und es tritt eine Hrschei- 
nung auf, welche sich von der in Fig. 45, S. 122 dargestellten nur 
durch ihre Symmetrie unter- 
scheidet, indem jetzt namlich 
ein Minimum m des Grenz- 
winkels (hervorgegangen aus 
den beiden koinzidierenden 
Minima m, und m,) auf die 
Mitte des konkaven Kurven- 
stiickes G’ fallt, und iiberdies 
bejde Grenzkurven  gleiche 
Neigung gegen die Hinfalls- 
ebene besitzen (siehe Fig. 51). 


Fig. 50. 
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Das Verhalten der Kurven S und ihrer FuBpunktkurven in der Nihe 
der singuliren Stelle wird durch Fig. 52, 8. 127, veranschaulicht. 

Man erkennt nunmehr leicht, daf fiir Grenzebenen, die unter be- 
liebiger Neigung gegen die 7 X-Hbene durch eine Biradiale hindurch- 
gehen, ein stetiger Ubergang zwischen den in Fig. 45 und 51 darge- 
stellten Erscheinungen stattfindet, indem das Minimum auf dem Grenz- 
kurvenstiick G’ von der Mitte gegen den einen Endpunkt (QU in 
Fig. 45) hinriickt, und ferner, dai dieses Minimum — und nicht 
etwa der Schnittpunkt der Grenzkurven — stets dem Hauptbrechungs- 
index # entspricht; denn dasselbe tritt immer in derjenigen Hinfalls- 
ebene ein, welche durch die Biradiale OY hindurchgeht, und in der 
also die Senkrechte zu OG den Abstand 6 von O hat. 

Zum Vergleich sind schlieBlich die Schnittkurven je einer Halfte 
der Grenzstrahlenkegel mit einer Parallelen zur Grenzebene (der 
Z' X’- bezw. Y'A'-Ebene der Figuren) fiir die beiden ausgezeich- 
neten Fille, wo letztere parallel oder senkrecht zur ZX-Ebene ist 
und durch eine Biradiale hindurchgeht, in Fig. 53 und 54 schematisch 


, 


x 
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Wig. 53. Fig. 54. 


dargestellt unter der Annahme, daB der Brechungsindex des ‘uBeren 
Mediums > y ist. Die mit A, B, F bezeichneten Punkte entsprechen 
den zu «, B, y gehérigen Grenzwinkeln. 
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13. Bestimmung der optischen Parameter zweiachsiger Kristalle 
durch Beobachtung der Totalreflexion. Wir sahen bereits in § 9, 
daB man die Hauptbrechungsindizes optisch eimachsiger Kristalle aus 
den an einer beliebigen, in ihrer Ebene drehbaren Kristallfliiche beob- 
achteten Grenzwinkeln der Totalreflexion finden kann, auch ohne die 
Orientierung der Kristallfliche zu kennen, welche dann ebenfalls aus 
den Beobachtungen berechnet werden kann. Gleiches gilt nun auch 
fiir optisch zweiachsige Kristalle, wie durch theoretische Unter- 
suchungen von Soret, Viola und Cornu nachgewiesen ist. 

Wie in § 7 dargelegt wurde, bestimmen sich die Grenzwinkel 
der Totalreflexion gemiif der Gleichung n° sin 7 = ee durch die Ra- 
dien » der FuBpunktkurve F’, welche zu der Schnittkurve S der Strahlen- 
fliche mit der Grenzebene gehért. Man wird also die Maxima und 
Minima des Grenzwinkels beobachten in denjenigen Hinfallsebenen, wo 
die Maxima und Minima von + eintreten. Letztere fallen aber, da ja 
die Maximal- und Minimal-Radien einer Kurve senkrecht auf der Tan- 
gente sind, zusammen mit den Maxima und Minima des Radiusvektors 
der Kurve S, sofern die letztere durchaus konvex ist, was immer der 
Fall ist, aufer wenn ihre Ebene einen Kegel der inneren konischen 
Refraktion schneidet. Nun besitzt der Radiusvektor der Strahlenfliche 
in einem beliebigen Diametralschnitt, wenn die letzterwaihnten singu- 
laren Lagen zuniichst ausgeschlossen werden, stets zwei Maxima und 
zwei Minima (die diametral gegeniiberliegenden fiir eins gezihlt), und 
gleiches gilt also von ry und 7; wenn man die Hinfallsebene eine 
halbe Umdrehung um das Hinfallslot machen la8t. Von diesen vier 
ausgezeichneten Werten von + fallen drei immer in die Richtungen 
der Durchschnittsgeraden der Grenzebene mit den drei optischen 
Symmetrieebenen und sind gleich den Radien (a,b,c) der Krevse 
welche den Symmetrieschnitten der Strahlenfliiche angeh6ren; denn in 
allen Punkten dieser Kreise ist die Bedingung fiir das Maximum oder 
Minimum des Radiusvektors erfiillt, daf er auf der zugehdrigen 
Tangentialebene der Strahlenfliche senkrecht steht. Hieraus folgt so- 
gleich der Satz’): Von den Maximal- und Minimalwerten des Grenz- 
winkels der Totalreflexion, welche man an einer beliebigen®) Grenzebene 

1) Ch. Soret, C. R. 106 (1888), p. 176, 479; Arch. sc. phys. nat. Généve (3) 
20 (1888), p. 277; Zeitschr. f. Krist. 15 (1888), p. 45. Vgl. hierzu auch B. Hecht, 
N. Jahrb. f. Min., Beil.-Bd. 6 (1889), p. 241. 

~ 2) Dieser Satz ist hier zwar zuniichst nur unter der Beschriinkung abge- 


leitet, daB die Grenzebene nicht einen Kegel der inneren konischen Refraktion 
scaaeidon soll; er hat aber, wie unten gezeigt werden wird, tatsiichlich ganz all- 


gemeine Gilltigkeit. 
Pockels, Kristalloptik. 9 
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beobachtet, liefern drei stets direkt die Hauptbrechungsindizes, und die 
Hinfallsebenen, in welchen sie liegen, sind parallel den Schnittgeraden 
der Grenzebene mit den drei optischen Symmetrieebenen. 

Man weiB hiernach von vornherein, daB der absolut kleinste (7,) 
und absolut gréBte (7,) der vier beobachteten Maximal- und Minimal- 
werte yon 7 durch n° sin 7, den kleinsten und gréBten Hauptbrechungs- 
index « bezw. y liefert, da ja gréBere bezw. kleinere Werte tiberhaupt 
nicht vorkommen kénnen. Dagegen ist es zunichst fraglich, welcher 
von den beiden mittleren ausgezeichneten Werten von 7 (2, und 7,), 
d. h. ob das gréBere der beiden Minima oder das kleinere der beiden 
Maxima, dem mittleren Hauptbrechungsindex  entspricht. Diese 
Zweideutigkeit hiingt damit zusammen, dab durch einen gegebenen 
Diametralschnitt. zwei verschiedene Strahlenflachen bestimmt sind, fiir 
welche die gré8te und kleinste Hauptlichtgeschwindigkeit tiberein- 
stimmen, die mittlere aber verschieden ist’). (Das gleiche gilt 
iibrigens auch fiir die Bestimmung der Normalenfliche durch einen 
Diametralschnitt.) Soret wies darauf hin, da8 zur Hntscheidung 
zwischen 7, und 7, Beobachtungen an einer zweiten Kristallfliche 
herangezogen werden kénnen; denn unter den Maximal- und Minimal- 
werten fiir diese zweite Flache muB der zu #6 gehodrige Grenz- 
winkel 7, wieder vorkommen, wahrend der vierte ausgezeichnete 
Wert 7,’ von dem an der ersten Flache auftretenden 7, im allgemeinen 
verschieden sein wird. Die praktische Brauchbarkeit dieses Soret- 
schen Verfahrens hat Perrot durch Messungen an Weinsiure erwiesen.’) 

Nachdem die Entscheidung tiber 7, getroffen ist, kann man, wie 
zuerst Soret und Hecht a. a. O. gezeigt haben, aus den <Azimuten 
der Maxima und Minima der Grenzkurven auch die Orientierung der 
optischen Symmetrieachsen gegen die Grenzebene berechnen. Diese 
Berechnung ist von Viola*) und A. Cornu‘) in folgender eleganterer 
Form gegeben worden. 

Es seien in Fig. 55, welche die stereographische Projektion der 
Hinheitskugel auf die Grenzebene des Kristalls darstellt, Z’ das Ein- 


1) A. Brill, Math. Ann. 34 (1889), p. 297; Mtinchen. Sitzungsber. 18 (1883), 
p. 423. 

2) L. Perrot, C. R. 108 (1889), p. 137; Arch. se. phys. nat. Généve (3) 21 
(1889), p. 113. Vergl. auch A. Lavenir, Bull. soc. min. 14 (1891) p. 100, der 
vorschligt, zur genaueren Bestimmung der Maxima und Minima der Grenzkurve 
eine gréfere Anzahl von Radien derselben in der Nihe der Maxima und Minima 
zu messen. 

3) C. Viola, Acead. d. Line. Rend. 1899, 1, p. 279. 

4) A. Cornu, C. R. 133 (1901), p. 125, 463. 
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fallslot, X, Y, Z die optischen Symmetrieachsen, A, B,f die Schnitt- 
geraden der Grenzebene mit der YZ-, 7 X- und X Y-Hbene, A, B, C 
diejenigen mit den die X-, Y- bez. 


4-Achse enthaltenden Hinfalls- gene Ne 
ebenen, also AA= BB= Cr = _ ve va 


Die Richtungen A, B, F sind nach 
dem oben Gesagten also diejenigen 
Azimute, in welchen die drei, den 
Hauptbrechungsindizes —_ entspre- 
chenden Maxima und Minima der 
Grenzkurve beobachtet werden. 
Aus den Differenzen dieser Azi- 
mute berechnen sich nun die 
WNikelecis cc, der Xx, Y- und 
Z-Achse gegen das Einfallslot 7’ 
mittels der Formeln: A 


TSS 
cos BG, 


= ——— | oder’ ¢ose7 — cote) A B cog CA | 
cos AB-cosCA 


tg? a <= 


cos CA 


= 7 608" to cote. BU cote AG, 
cos BC cos AB 


— 


cos AB 2 as 
» cos* & = cote CA cote BC. 


COS CA - COS BO 
[Es folgt niamlich zunichst aus den rechtseitigen sphirischen 
Dreiecken XZ’ Y, YZ'Z und ZZ’ X: 


cos A B=—cotgé, cote&, cos BC=— cotgé, cote é,, cos A=—cotgé, cotgé,, 


und hieraus, indem man die zweite dieser Gleichungen durch das 
Produkt der 1. und 3. dividiert, die erste der Formeln (17). Die 


Formeln in der zweiten Kolumne folgen aus denen in der ersten, in- 
ites 


dem man die Relation AB BC + CA = 2a beriicksichtigt. | 

Man kann die in den Formeln (17) enthaltene Bestimmung der 
Achsen X, Y, Z aus den Azimuten A, B, C oder A,B, auch durch 
eine Konstruktion ausfiihren, die darauf beruht, daB ZA, ZB, Z’T 
parallel den Seiten, oder ZA, Z’B, ZC parallel den Héhenlinien 
desjenigen ebenen Dreiecks sind, in welchem die rechtwinklige kérper- 
liche Ecke, deren Kanten die X-, Y- und Z-Achse sind, die Projektions- 
ebene schneidet'). 


ag) vat A.Cornu,C.R.133, p.465, Anm.; C. Viola, Bull. soc.min.25 (1904), p.152. 
g* 
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Cornu hat in der zuletzt zitierten Abhandlung auch die Bedeutung 
des vierten ausgezeichneten Wertes von n° sinz und seine Beziehung 
za den drei anderen klargestellt. Da der entsprechende Wert von 7(7,) 
zugleich Radiusvektor der Kurve 8 ist, so liegt der dem Grenzwinkel 7, 
entsprechende streifend gebrochene Strahl in der Hinfallsebene, also in . 
der Richtung A ihrer Schnittlinie mit der Grenzebene; da nun auch die 
gebrochene Wellennormale in der Hinfallsebene hegt, und die Hbene 
durch Strahl] und Wellennormale die Schwingungsebene ist (vergl. Kap. II, 
§ 13), so ist die Hinfallsebene fiir den 4. ausgezeichneten Grenzstrahl 
zugleich die Schwingungsebene, und die Strahlengeschwindigkeit 1, ist 
nach der Fresnelschen Konstruktion (vergl. I], § 7) durch den in die 
Richtung Z’ fallenden Radiusvektor des Fresnelschen Ellipsoids ge- 
geben. Daraus folet sofort fiir den 4. Maximal- oder Minimalwert. 
des Grenzwinkels die Formel: 


GS, n° sng — = = Vc? cos? £, + B? cos? & + y? cos? & = v. 
4 


Dieselbe kann, wenn a, 6, y aus 7,,%,,%, bestimmt und &,, &, & 
aus den zugehérigen Azimuten nach (17) berechnet sind, zur Kontrolle 
dienen, nicht aber, wie Cornu meinte, zur Entscheidung dariiber, ob 
die Wahl zwischen 7, und 7, richtig getroffen ist. 

Nach den am Schlusse von § 15, Kap. IL, 8. 55 angeftihrten Satze 
ist die zu 7, gehdrige Einfallsebene dadurch ausgezeichnet, daB sie 
die Normale N des Fresnelschen Ellipsoids im Schnittpunkte mit dem 
Linfallslot OZ" enthilt. Wieraus folgen fiir die Richtungskosinus 
0,, 02,03 der Normale D dieser Hinfallsebene die Bedingungen: 

0, cos &, + 0, cos & + 0; cos & = 0, 


cos ¢, 


d, SP saath oe ! 3, Z =. 
@ 


oder: 

rie, fh why Wie Ate a2 NAb 

cos € cos f(y? — B*) — cos £ cos §, (a? — y”) cos & cos &, (B® — a) 
und mit Rucksicht auf diese Werte ergeben sich folgende Relationen 
fiir das Azimut von A, welche ebenfalls eine Kontrolle der Bestim- 
mung von «,$,y und der Lage von X, Y, Z gestatten'): 


te AA == 0 Br 5 Maes a cos 8S, a y? Se 
- = B° te y? “Cos & cos Ge B? or y?? 

o) RA a eee cos ¢ phe Be 
(19) tg BA=itgIA.- Bee te & v? — ne 


y= — a? cos fe cos, yy? — a? 


= a= 6? cos & cost, a2 — p?- 


) A. Cornu, C. R. 183 (1901), p. 466. 
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Zu einer eindeutigen Lisung des Problems der Bestimmung der 
optischen Parameter aus den Maximal- und Minimalwerten des Grenz- 
winkels 7 gelangt man, wie Viola‘) gezeigt hat, in sehr einfacher 
Weise, indem man die Polarisationsverhiiltnisse der streifend ge- 
brochenen Grenzstrahlen berticksichtigt. Die in den Azimuten A, B, F 
streifend gebrochenen Strahlen, welche die Geschwindigkeiten a, b, c 
besitzen, haben nimlich ihre Polarisationsebenen vor der Brechung 
{also im Kristall) parallel den optischen Symmetriebenen, in welchen 
sie selbst hegen, also im allgemeinen schiefwinklig gegen die Grenz- - 
ebene. Fiir den dem vierten ausgezeichneten Grenzwinkel 7, ent- 
sprechenden streifend gebrochenen Strahl (A) hing 
Schwingungsebene, wie oben erértert, parallel der Hinfallsebene, also 
senkrecht zur Grenzebene. Mit Hilfe eines in den Weg der einfallen- 
den Strahlen eingeschalteten Polarisators kann man daher bei Anwen- 
dung der Methode des streifenden Hinfalls das Azimut A von B unter- 
scheiden, auSfer im Falle einer der Ebene der Binormalen sehr benach- 


egen ist die 


barten Grenzebene, wo auch die Schwingungsebene des im Azimut B 
streifend gebrochenen Strahles nahezu senkrecht zur Grenzebene ist. 
In diesem Falle kann aber die Richtung der Biradialen zur Ent- 
scheidung herangezogen werden, welche dann naiherungsweise in den- 
jenigen Einfallsebenen legen, wo sich die beiden Grenzkurven am 
meisten einander nahern. Da naémlich nach dem in Kap. I, § 10 aus- 
gesprochenen Satze die Schwingungsebene eines Strahles den Winkel 
zwischen den beiden durch den Strahl und die Biradialen Y,, YU, ge- 
legten Ebenen halbiert (so daB <c(%,AZ’) = <xc(U,AZ’) in Fig. 55), 
und da die Schwingungsebene des Strahles A die Hinfallsebene ist, so 
mu die Richtung A selbst den Winkel zwischen denjenigen Rich- 
tungen, in denen die gréfte Anniherung der Grenzkurven stattfindet, 
nahezu halbieren und ist hierdurch von der Richtung B, fiir welche 
dies nicht zu gelten braucht (weil sie in der Ebene der Biradialen 
selbst liegt), leicht zu unterscheiden. 

Was nun die zunichst yon der Betrachtung ausgeschlossenen 
Lagen der Grenzebene betrifft, wo dieselbe einen oder beide Kegel 
der (inneren) konischen Refraktion schneidet, so geht aus der Unter- 
suchung des § 12 hervor, da8 die Soretsche Regel, wonach einer der 
beiden mittleren Maximal- bezw. Minimalwerte des Grenzwinkels den 
Hauptbrechungsindex # liefert, noch giiltig ist, sofern nur die Grenz- 
2 = SS 

1) C. Viola, Zeitschr. f. Krist. 31 (1899), p. 40; 36 (1902), p. 245; Bull. soe. 
min. 25 (1902), p. 88 und 147. 
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ebene nicht gerade durch eine Biradiale hindurchgeht; nur besteht 
gegeniiber dem normalen Fall der Unterschied, daB diese beiden mitt- 
leren Werte (entsprechend m,,m, in Fig. 48) jetzt beide Minima sind, 
wihrend je zwei weitere Maxima des Grenzwinkels, die aber nicht 
mitzuzihlen sind, in den Spitzen 1,7” der Sichel auftreten. Ob m, 
oder m, den Hauptbrechungsindex # liefert, hangt davon ab, ob die 
Grenzebene die ZX-Ebene zwischen der Biradialen und der X-Achse 
oder der Z-Achse schneidet. Geht nun die Grenzebene genau durch 
die Biradiale, so fallen m, und m, in einem Punkt des konkaven 
Randes der Sichel zusammen (siehe S. 127) und es ist also, um #6 zu 
finden, das Minimum des Grenzwinkels auf diesem Kurvenstiick der 
Grenzlinie, nicht der dem Schnittpunkt der Grenzlinien G,, G, ent- 
sprechende Grenzwinkel zu messen.') Praktisch kommen tibrigens die 
hier wegen ihres theoretischen Interesses ausftihrlich behandelten sin- 
oulairen Fille nur bei besonders starker Doppelbrechung in Betracht, 
da man sonst die sichelférmige Figur der Grenzlinie wegen ihrer 
Schmalheit kaum wahrnehmen kann. 


Finftes Kapitel. 


Brechung ebener Wellen durch Prismen. 


Auer der totalen Reflexion liefert die Ablenkung ebener Wellen 
beim Durchgang durch Prismen wichtige Methoden zur Priifung der 
Gesetze der Doppelbrechung und zur Bestimmung der optischen Kon- 
stanten der Kristalle, denen wir eine eingehende Betrachtung widmen 
miissen. Wir bemerken vorab, da wir unter einem Prisma hier ein 
durch zwei sich schneidende Ebenen begrenztes homogenes Medium 
verstehen, gleichviel, was fiir weitere Begrenzungen dasselbe besitzt; 
die Schnittlinie jener beiden Ebenen, der Prismenfldchen, heifbe die 
Kante des Prismas, der Winkel, den sie einschlieBen, der Prismen- 
winkel. Das das Prisma umgebende Medium setzen wir stets als 
isotrop voraus und untersuchen zunichst den Durchgang eimer zur 
Prismenkante parallelen ebenen Welle durch das Prisma, ohne eine 
Voraussetzung tiber das Gesetz der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
im Prisma einzufiibren. 


1) Vgl. Soret, 1. c. p. 285. 
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1. Allgemeine Sitze iiber den Durchgang ebener Wellen durch 
Prismen. Wenn, wie wir voraussetzen, die einfallende Welle parallel 
zur Prismenkante ist, so folgt aus der Huygensschen Konstruktion 
(siehe Hinleitung § 3) unmittelbar, daf dasselbe auch von den ge- 
brochenen Wellen im Prisma und von den austretenden gilt, oder, 
das die stmtlichen Wellennormalen in der Querschnittsebene des Pris- 
mas legen. Da es nur auf deren Fichtungen ankommt, so kénnen 
wir sie simtlich durch einen Punkt O der Prismenkante legen und 
nun in der durch diesen gehenden Prismenquerschnittsebene die ge- 
brochenen und austretenden Wellennormalen durch zweimalige An- 
wendung der in Kap. IV, $3 erérterten Konstruktion mit Hilfe der 
Schnittkurven der Indexfldchen bestimmen, wie aus Fig. 56 ersichtlch 
ist, worin J° und J diese Schnitt- 
kurven, ON® die einfallende, 
ON eine im Prisma gebrochene, 
ON’ die zugehorige austretende 
Wellennormale darstellt'). Es 
seien 7° und 7 der EHinfalls- und 
Austrittswinkel (d. h. der Winkel 
von ON® bezw. ON’ gegen das 
Lot OL® bezw. OL’ der Eintritts- 
bezw. Austrittsfliche), ferner 7° 
und + die entsprechenden Bre- 
chungswinkel, ~ der Winkel, 
den ON mit der Halbierungs- 
linie OX’ des Prismenwinkels [ bildet, und A der Ablenkungswinkel, 
d. h. der Winkel zwischen ON® und ON’, endlich q°, q die Normalen- 
geschwindigkeiten auferhalb und innerhalb des Prismas. (Die Winkel 
2°, 7, r°, sind positiv gerechnet, wenn sie auf derjenigen Seite der bez. 
Hinfallslote liegen, wie es in der Figur der Fall ist, andernfalls negativ.) 

Dann bestehen die fiinf Relationen: 


Fig. 56. 


0 
(1) sin 2? = * sin 7, 
g 
¢ . ” q° ‘ le 
(2) sing = “sin, 
(a) pir =F, 
(4) eR ey 


fd 1) Der Ubersichtlichkeit halber ist nur die Schnittkurve ener Schale der 
Indexfliche des Prismas und demgem’8 nur eine der beiden gebrochenen Welleu- 
normalen gezeichnet. 
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ie 
Q? 


yr 4 


0 “ 
(5) pag ate f= 
von denen die beiden ersten aus der Konstruktion mittels der Index- 
fliche, die iibrigen unmittelbar aus der Definition der Winkel 
,t,9°,7,1, A, folgen. 

Diese Gleichungen wiirden, wenn das Gesetz der Normalen- 
geschwindigkeit im Prismenquerschnitt, d. h. g als Funktion von y, 
bekannt ist, dazu dienen kénnen, bei gegebenem 7 (oder 7’) den Gang 
der Welle durch das Prisma und insbesondere ihre Ablenkung A zu 
berechnen. Andererseits aber kénnen sie dazu verwendet werden, aus 
den der Messung mittels eines Goniometers bez. Spektrometers zu- 
giinglichen Winkeln [, 7°, 2’ A (von denen wegen der Relation (4) nur 
drei gemessen zu sein brauchen) die Richtung und Geschwindigkeit 
der Welle im Kristall, also die GréBen w~ und q zu berechnen, ohne 
daB man den Zusammenhang zwischen diesen GréBen, also das Gesetz 
der Normalengeschwindigkeit im Prisma, zu kennen braucht. Hierzu 
kann man etwa folgendermafen verfahren: 


Man bilde aus (1) und (2): 


fee hae OM teed ; hi 
sin ? + sind’ = (sin ® + sin r’), 


0 
: ‘ . ” OPS oc : , 
sin 7 — sind = 7 (sin r® — sin 7’), 
q 
oder 
20 50 u 0 0 ri 0 fe 
y — ty wo —1 qg yo +4 yo — 4 
(175) SMCS =, 7 pre COS ae, 
sets 0 i 0 0 Opa i, 
9 a 7 i ei qi. ry lore Le 
(2’) sin C08 5 rid ae al ra 


woraus durch Elimination yon a mit Riicksicht auf (3) folet: 


(6) te ss S abs te hea cotg 2. - te = 

und durch Elimination von +° — 7’: 

(7) i= (Fy = © sin? © ck + S? cos? pati 

wo gesetzt ist 

le ete Se 
q cos $1 q sin $7 


Die erste Gleichung (6) kann dann mit Riicksicht auf (5) auch 
geschrieben werden: 


(6’) cote y = : tg et 


2 
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und lhefert also ~, wihrend (7) die Berechnung von q gestattet. 
Endlich kann man durch Elimination von 7° —7 aus obigen 
Gleichungen (1’), (2’) auch direkt eine Relation zwischen g und » 
ableiten, nimlich mit Bentitzung der Abkiirzungen C und S: 


(8) ¢ =m cos” y + . sin? py = 4 (a + = 4( hf =) cos 2. 


GC? S2 

Indem man den Einfallswinkel variieren laft, kann man hiernach 
eine beliebige Anzahl zusammengehériger Werte') von q und w be- 
rechnen und somit die Schnittkurve der Normalenfldche (oder Index- 
fldiche) mit der Prismenquerschnittsebene (oder wenigstens einen Teil 
derselben) experimentell bestimmen. 

Da andererseits bei bekannter Orientierung des Prismas diese 
Kurve aus der Gleichung der Normalenfliche ableitbar ist, so ist 
durch das in Rede stehende Beobachtungsverfahren eine Methode zur 
Priifung der Theorie der Doppelbrechung gegeben, welche zuerst von 
Stokes empfohlen und von ihm selbst und spiiter von Glazebrook 
und Hastings auf den Kalkspat angewendet worden ist”). Die mit 
den feinsten Hilfsmitteln ausgefiihrten Messungen des letzteren an 
einem nahezu gleichseitigen Kalkspatprisma, dessen eine Seitenfliche 
sehr nahe senkrecht zur optischen Achse ( || zur Basis) war, ergaben 
fiir die Linie D, bei 20° C (bezogen auf Luft): 

o = 1,658389 +1,2-10-*, ¢«=—1, 486452 +1,4-10-° 
Wurde die Basis als Eintritts- oder Austrittsfliche benutzt und beim 
Minimum der Ablenkung beobachtet, so bildete die a. 0. Wellennormale 
einen Winkel von 31°19'46” bezw. 31°19'58” mit der optischen 
Achse, und es ergab sich: 


beobachtet berechnet aus dem H.schen Gesetz 
nm, = 1,606 113 + 1,6-10-°, 1,606 110, 
NM, = 1,606 102. 1,6. 107%, 1,606 100. 
Das Huygenssche Gesetz findet sich hier also bis auf weniger 
1 We 
als 300 000 bestatigt. 


Wir wenden uns nun zu der hauptsichlichsten Anwendung der 
Prismenbeobachtungen, nimlich zur Bestimmung der Hauptbrechungs- 
mdizes. 


1) An einem Prisma aus doppeltbrechender Substanz erhalt man zu jedem 
1° zwei Werte i’ und A, also auch zwei Wertepaare q, wp. 
“ 2) G.G. Stokes, Brit. Assoc. Rep. 1862, p. 272; ©. R. 77 (1872), p. 1150; 
Phil. Mag. (4) 44 (1872), p. 316; R. T. Glazebrook, London Phil. Trans. 2 
(1880), p. 421; S. Hastings, Amer. Journ. of Science (3) 35 (1888), p. 60. 
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2. Prismen optisch einachsiger Kristalle. Der Brechungsindex 
o des ordentlichen Strahles la&t sich natiirlich an jedem beliebigen 
Prisma ebenso wie derjenige einer isotropen Substanz bestimmen, am 
einfachsten also, indem man das Prisma in diejenige Stellung gegen 
den einfallenden Strahl bringt, bei welcher der Ablenkungswinkel ein 
Minimum A,, wird. Dies tritt bei emem isotropen Prisma bekannt- 
lich dann ein, wenn die gebrochene Wellennormale (oder der Strahl, 
was hier dasselbe ist) 1m Prisma senkrecht zu dessen Halbierungs- 


ebene, also der oben mit 7% bezeichnete Winkel gleich ae ist. ‘Die 


Gleichung (8) reduziert sich dann auf I=3 und gibt also unmittelbar 


sin (7 +A,,) 
9 9 Sin 4 ( 3 
(9) a=n aE 


y) 

wo #° den Brechungsindex des auBeren Mediums bezeichnet, der bei 
Beobachtungen in Luft in der Regel gleich Eins gesetzt wird. (Bei 
genauen Messungen ist jedoch zu beriicksichtigen, dass derselbe ftir 
mittleres Licht bei gewéhnlichen Temperaturen und Drucken 1,00029 
betragt und da’ seine Abweichung yon 1 der Luftdichte pro- 
portional ist.) 

Es handelt sich also nur noch darum, wie an einem beliebigen 
Prisma eines optisch emachsigen Kristalls der auBerordentliche Haupt- 
brechungsindex ¢ bestimmt werden kann. 

Die Orientierung des Prismas 
sel gegeben durch den Winkel @ 
zwischen der optischen Achse OZ 
und der Prismenkante OZ’ (oder 
zwischen der Querschnittsebene 
des Prismas und der X Y-Ebene) 
und durch denjenigen 9, welchen 
der Hauptschnitt 7’ OH der Pris- 
menkante (d. h. die zur optischen 
Achse und Prismenkante parallele 
Ebene) mit der Halbierungslinie 
OX’ des Prismenwinkels bildet 

ant (positiv gerechnet im gewdhn- 
lichen Sinne; vergl. Fig. 57). 

Die Ellipse, in welchem das Ellipsoid der Indexfliche von der 

Querschnittsebene geschnitten wird, besitzt dann senkrecht zum Haupt- 


schnitt der Prismenkante die Halbachse ¢ und im Hauptschnitt die 
Halbachse 
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1 
i 


og nn ree 


2 @2 ) 


ihr Radiusvektor n, im Azimut y gegen die Halbierungsebene gentigt 
also der Gleichung: 


ag cos*(9— w) , sin? (e— wp) i yal 1 offal 1 ae 
(11) pp (St 5) + $(4—S) 008 2(0 — 9). 


y? 


Hat man durch Beobachtung der bei irgend einem Hinfallswinkel 
stattfindenden Ablenkung der auferordentlichen Welle nach dem in § 1 
erérterten allgemeinen Verfahren ein Paar zusammengehériger Werte 


1 : “3 : 
von g= ,- und ~ bestimmt, so erhilt man durch Hinsetzung der- 
é 


selben in Gleichung (11) eine Gleichung zur Berechnung von ¢'): 


ed 5 { cos? # cos?(o — wv) + sin?(@ — v)} eae sin? & cos? (9 — y). 

Ist die Orientierung des Prismas nicht bekannt, so sind drei 
Messungen bei verschiedenen Hinfallswinkeln nétig, damit man drei 
Gleichungen der vorstehenden Form erhilt, aus denen man ¢ und die 
die Orientierung des Prismas charakterisierenden Winkel @ und # be- 
rechnen kann — ein Verfahren, welches aber praktisch wenig in Be- 
tracht kommt, da die optische Orientierung einachsiger Kristalle ja 
schon durch die Kristallform bekannt ist. 

Man kann bei der Bestimmung von « die Messung des Hinfalls- 
oder Austrittswinkels, welche eine besondere Vorkehrung am Beobach- 
tungsfernrohr (GauBsches Okular) zum Senkrechtstellen der Fernrohr- 
achse gegen eine Prismenfliche erfordert, vermeiden, indem man, 


wie bei der Bestimmung des Brechungsindex des ordentlichen Strahles, 
durch gleichzeitiges Drehen des Prismas und Fernrohrs das Minimum 
der Ablenkung aufsucht. Dasselbe tritt hier aber, wenn die Quer- 
schnittskurve der Indexfliche nicht symmetrisch zur Halbierungsebene 
des Prismas ist, nicht bei symmetrischem Durchgang des Strahles ein, 
und die Berechnung von ¢ wird daher komplizierter. Kennen wir 
eine Gleichung L(A,y~)=0, welche die Abhingigkeit des Ab- 
lenkungswinkels yon der Richtung der gebrochenen Wellennormale 
ausdriickt, so ist die Bedingung fiir das Minimum der Ablenkung: 

oF _ 

ow 


ei 1) Uber die zweckmifigste Ausfiihrung dieser Berechnung etc. vergl. die 


Inaug.-Dissert. von M. Born [N. Jahrb. f. Min., Beil.-Bd. 5 (1887), p. 4], worin 
obiges Verfahren in einem Beispiel (fiir Dolomit) durchgeftihrt ist. 
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Die Beziehung zwischen A und w~ bekommen wir nun durch 
Subtraktion der Gleichung (11) von (8) in der Form: 


(12) fat get (Ags) c0824—(Gt 42) — (G2) c82(e —¥) = 0, 


c 


worin C und S gemaB (7’) nur die Variabele A enthalten. Die 
Minimumbedingung ist also*): 
; els : 
3.) (a-») sin 2y + (= oo *) sin 2(0 —w) = 0. 

Diese Gleichung in Verbindung mit (12) bestimmt den Minimal- 
wert A, und den zugehérigen Winkel v; eliminiert man letzteren, so 


erhalt man eine Beziehung zwischen der direkt beobachtbaren GréBe 
A, wnd der gesuchten ¢, nimlich: 


m™m 


1 1 sin? ne cos" 9 1\ /cos*e sin? 9 il 
oder: 
1 1 (5 sin*@ cos? *) 8 1 1 ! 
a ase 2 ae z 2 pil, Lea EE. 
(14 ) yds ois i de 1 G as iy sin’ 3 eS 
1 i /sin” Ol COSa O 9 c 
+ os mil C & ) sin irae 


: : 4 3 il > : 
Dies ist eine in —, quadratische Gleichung, von deren Wurzeln 


aber nur diejenige in Betracht kommt, welche einem von 90° nicht 
sehr verschiedenen Winkel w entspricht, da bei der in Wirklichkeit 
vorkommenden Stiirke der Doppelbrechung auch das Minimum der 
Ablenkung der auSerordentlichen Welle fiir annihernd symmetrischen 
Durchgang eintritt. 

Beispielsweise beobachtete Cornu an einem Kalkspatprisma, fiir 
welches 0 = 63°55'39”, 9 = 127°44'42” und [ = 60°25'14” war, 
beim Minimum der Ablenkung der a. 0. Welle: 

A, = 40°20 8) P= 40° OF D2” oe ae 444 
Hieraus folgt mittels der allgemeinen Formeln (6’) und (7) (S. 136): 
== 88942" DD%s me== 1563079, 
wahrend aus der raat sd des Prismas und den Rudbergschen 
Werten der Hauptbrechungsindizes des Kalkspats sich nach der oben 
entwickelten Theorie (den Gleichungen 11—13) berechnet: 


Ra wy = 8894218", n, = 1563093. 

1) Vgl. G. G. Stokes, Cambr. and Dublin Math. Journ. 1 (1846), p. 183; 
H. de Senarmont, Nouv. Ann. de Math. 16 (1857), p. 278; V. v. Lang, Wien 
Sitzungsber. 33 (1858), p. 155, 577; A. Cornu, Ann. Ecole Normale (2) 1 (1872), 
p. 231; 3 (1874), p. 25, 42; M. Born, N. Jahrb. f. Min., Beil.-Bd. 5 (1887), p. 16. 
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Die Gleichung (14) zur Berechnung von « wird folgende: 
ef — 2.4307 - e? + 048666 = 0. 


Von ihren positiven Wurzeln ist die eine <1 und also unzulissig, 
die andere ist = 148637, withrend der Wert von ¢ nach Rudberg 
1,48635 ist. 

Man sieht also, daB selbst bei so starker Doppelbrechung, wie 
sie der Kalkspat besitzt, und bei einem ganz unsymmetrisch orientier- 
ten Prisma das Minimum der Ablenkung der a. 0. Welle noch fiir 
einen wenig von 90° abweichenden Winkel w eintritt, und iiber die 
fiir ¢ zu wihlende Wurzel der Gleichung (14) kein Zweifel ob- 
walten kann. 

Zur praktischen Anwendung der Minimum-Methode wird man 
nach Méglichkeit solche Orientierungen des Prismas wiihlen, fiir welche 
die Minimalablenkung der auSerordentlichen Welle direkt den Haupt- 
brechungsindex ¢ liefert nach der gewéhnlichen, zu (9) analogen Formel. 
Dies mu eintreten, wenn der Hauptschnitt der Prismenkante den 
mneren Prismenwinkel halbiert, da dann eine Hauptachse der Ellipse, 
in welcher die Indexfliche von der Querschnittsebene geschnitten wird, 
senkrecht zur Halbierungsebene ist und die GréBe e besitzt. In der 
Tat folot in diesem Falle, da 9 = 0, aus der Gleichung (14): 


i 1 1 il 
(3s — @) (a — ) = 95 


der erste Faktor kann aber nicht verschwinden, da C < vy ist; folglich 
ist e=S. Die Gleichung (13) ergibt sin 2y = 0, also, da w nicht 
=0 sein kann, w= 90°, d. h. symmetrischen Durchgang. Hierher 
gehért auch der Fall, daf die Prismenkante parallel zur optischen 
Achse ist, da ja dann die Schnittkurve der Indexfliche aus zwe: Krezsen 
yon den Radien ow und ¢ besteht. Hs ist dann v = ¢, wodurch sich 
(14) ebenfalls auf ¢=—S reduziert. — Ist @ = 90°, so tritt das Mi- 
nimum von A fiir die auBerordentliche Welle ebenfalls bei symme- 
trischem Durchgang ein, liefert aber (wieder durch die Grdfe 8S) 
den Wert v, aus dem ¢ nach Gleichung (10) zu berechnen ist. 


3. Prismen optisch zweiachsiger Kristalle: allgemeine Methode 
zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes. Mit einem Prisma 
von beliebiger, aber bekannter Orientierung ist die Bestimmung aller 
dyei Hauptbrechungsindizes theoretisch méglich, indem man nach dem 
in § 1 erdrterten Verfahren drei Radien des zu seiner Querschnitts- 
ebene parallelen Diametralschnittes der Normalenflache ermittelt. Um 
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die Gleichung dieser Schnittkurve @ aufzustellen, benutzen wir das 
schon in § 2 eingefithrte rechtwinklige Achsensystem X’Y"Z’ (siehe 
Fig. 57) und bezeichnen die Richtungskosinus dieser Achsen gegen die 
optischen Symmetrieachsen X, Y, Z mit o,--- 7s gemif dem Schema 
(27) 8. 65. Die Gleichung von Q ciate wir dann, indem wir in 
der transformierten Gleichung der Normalenflache ((4a) in Kap. IV, 


cos 
aa 
y= sm die friiher benutzten Polarkoordinaten ein, so nimmt die 
q 


§ 4) 2’ =O setzen. Fiihren wir noch durch die Relationen a’ = 


gesuchte Gleichung die Form an*): 
(15) gt — @(L cos? » + L, sin? » + 2L, sin p cos yp) 

+ M cos? yy + M, sin? py + 2M, sin vy cosy = 0, 
worin die Koeffizienten Z und M nachstehende Werte haben: 
L = 4+ Aart (C+ a%)B2 + (+BY, 

= OF cag? + (8 + a)? + (a? + B)y,’, 
Ly = (B? + 6?) 44% + (7 + a°)B, By + (a? + 8’) 7122 5 
M =Vea2 + €a°B? + ab? 7,, 
M, = b? ea? + ca? By? + a?b?y,?, 
M, = 7c? 0, & + c?a*B, By + a70?y, 74. 
Sind nun drei Wertepaare gq, ~ durch Beobachtung ermittelt, so hat 


man also zur Berechnung der Unbekannten a, 6, ¢ drei Gleichungen 
von der Form: 


Ate + Bea? + Cab? + Da? + £4+ FF +G=0. 


Die Liésung dieses Gleichungssystems ist jedoch im allgemeinen fiinf- 
deutig, und man muf daher, um die richtigen Werte der a, b,c daraus 
zu finden, schon anderweitig Naherungswerte derselben kennen.*) In 
der Praxis wird man daher diesen komplizierten Weg der Bestim- 
mung der Hauptlichtgeschwindigkeiten kaum einschlagen, sondern 
tunlichst Prismen von speziellerer Orientierung benutzen, und zwar 
solche, bei welchen das Minimum der Ablenkung zur Bestimmung der 
Hauptlichtgeschwindigkeiten brauchbare Relationen hefert. Bei be- 
liebiger Orientierung ist dies niimlich nicht der Fall; denn wollte 
man in analoger Weise, wie es in § 2 fiir Prismen einachsiger Kri- 
stalle durchgeftihrt wurde, aus Gleichung (8) und (15) die Beziehung 
F (A, tie =O ableiten und dann daraus und aus der Mintnembonins 


1) Th. Liebisch, N. Jahrb. f. Miner. 1886, 1, p. sa 
2) Vergl. M. Borns N. Jahrb. f. Miner. Beil. Ba. 5 (1887), p. 40. 
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gung y eliminieren, so erhielte man eine fiir die praktische Anwend- 
barkeit viel zu komplizierte Relation. 


4, Prismen zweiachsiger Kristalle, bei denen die Methode der 
Minimalablenkung anwendbar ist. Hin spezieller Fall, in welchem 
die durch die Minimumbedingung gelieferte Relation eine zur prakti- 
schen Rechnung brauchbare, einfache Form annimmt, ist offenbar der, 
da die Querschnittsebene des Prismas einer optischen Symmetrieebene, 
also die Prismenkante einer optischen Symmetrieachse parallel ist. Denn 
in diesem Falle zerfallt ja die Querschnittskurve der Indexfliche in 
einen Kreis und eine Ellipse, wie bei einem beliebig orientierten 
Prisma eines optisch esnmachsigen Kristalls. Die Minimalablenkung der- 
jenigen Welle, welche senkrecht zur Prismenkante polarisiert ist, liefert 
dann nach der gewodhnlichen Formel ((9), 5. 138) den in der Quer- 
schnittsebene konstanten Hauptbrechungsindex (z. B. «, wenn die 
Prismenkante || X ist), und fiir das Minimum der Ablenkung der 
anderen, parallel zur Prismenkante polarisierten Welle gilt eine Rela- 
tion, welche der Gleichung (14) analog gebildet ist, aus der sie z. B. 
bei zur X-Achse paralleler Prismenkante dadurch hervorgeht, da 
man «¢ durch y, » durch # ersetzt und unter 9 den Winkel zwischen 
der Halbierungsebene des inneren Prismenwinkels und der 7 X-Ebene 
versteht. Um an einem solchen Prisma (bei bekanntem @) die 
simtlichen Hauptbrechungsindizes zu finden, muS man also aufer der 
Minimalablenkung beider Wellen noch die Ablenkung der parallel 
zur Prismenkante polarisierten Welle fiir irgend einen anderen, ge- 
messenen Einfallswinkel bestimmen; diese liefert dann nach dem in 
§ 1 dargelegten allgemeinen Verfahren noch ein Wertepaar von 1, 
und w in der (zu (11) analogen) Gleichung 


2-15 +3)45 (6-4) om2@—0) 


Da hier also doch einmal die Messung des Hinfallswinkels notwendig 
ist, so wird man im Interesse gréferer Genauigkeit gleich eine grébere 
Anzahl zusammengehériger Hinfalls- und Ablenkungswinkel messen 
und aus den dadurch erhaltenen Gleichungen von vorstehender Form 
6 und y nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnen. Nach 
diesem, von Stokes (in der 8. 137 zitierten Abhandlung) vorgeschla- 
genen Verfahren zur Bestimmung der drei Hauptbrechungsindizes eines 
optisch zweiachsigen Kristalls an einem einzigen Prisma (welches bei 
einem rhombischen Kristall aus irgend zwei natiirlichen Kristallflichen 
einer Prismenzone, bei einem monoklinen aus irgend zwei Flachen 
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aus der Zone der kristallographischen Symmetrieachse gebildet sein 
kann) hat zB. V. v. Lang!) die Hauptbrechungsindizes des Gipses, 
M. Born?) diejenigen des Anglesits ermittelt. 

In dem soeben behandelten speziellen Falle tritt das Minimum 
der Ablenkung der einen Welle (mit der in der Querschnittsebene 
konstanten Geschwindigkeit) fiir symmetrischen Durchgang em. Wir 
wollen jetzt untersuchen, fiir welche Orientierungen eines optisch zwei- 
achsigen Prismas iiberhaupt dieser Fall eintritt, also beim Minimum 
der Ablenkung eine gebrochene Wellenebene den inneren Prismen- 
winkel halbiert (so dai ~=90° ist), und somit der Hinfalls- und Aus- 
trittswinkel der zugehérigen Wellennormalen einander gleich werden.”) 

Ist A ein Minimum, so verschwindet seine Anderung mit v; 
diese setzt sich aber zusammen aus derjenigen, welche bei konstanter 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit g (also in einem isotropen Prisma) vor- 
handen sein wiirde, und aus derjenigen, welche von der Abhingigkeit 
der Geschwindigkeit von der Richtung, also von yz, herriihrt; es ist 
dA 0A , dA dq 


also ee HME ET Bei symmetrischem Durchgang der Welle 
ist nun oo 0; soll also dann auch der totale Ditferentialquotient 


< verschwinden, so mu, da - nie Null ist, at = 0 sein. 

Die Bedingung dafiir, da8 ein Minimum der Ablenkung bei sym- 
metrischem Durchgang eintritt, ist also die, da der Radiusvektor der 
Schnitthurve Q der Normalenfliche mit der Prismenquerschnittsebene in 
der zur Halbierungsebene des inneren Prismenwinkels senkrechten Rich- 
trng em Maximum oder Minimum hat. Nun besitzt aber die Schnitt- 
kurve der Indexfliche (ebenso wie die der ihr gleichartigen Strablen- 
flache), und folglich auch jene der Normalenfliche mit einer beliebigen 
Diametralebene in vier Richtungen Maxima und Minima des Radius- 
vektors. Von diesen fallen drei in die Durchschnittslinien der Quer- 
schnittsebene mit den optischen Symmetrieebenen und sind gleich den 
drei Haupthchtgeschwindigkeiten (vergl. § 13, 8.129). Hieraus folgt: 

Das Minimum der Ablenkung einer Welle findet bei symmetri- 


1) V. v. Lang, Wiener Sitzungsber. 76 (2) (1877), p. 793. 

2) M. Born, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 5 (1887), p. 42. 

3) Dieses Problem ist zuerst von de Senarmont (Nouy. Ann. de math. 16 
[1857], p. 273), dann von V. vy. Lang (Wiener Sitzungsber. 33 [1858], p. 155), 
Th. Liebisch (Gottinger Nachr. 1888, p. 197; N. Jahrb. f. Miner. 1900, 1, p. 57) 
und C. Viola (Zeitschr. f. Krist. 32 [1900], p. 66 u. 545; 37 [1903], p. 358; Acc. 
Line. Rend. (5) 91 [1900], p. 106 und (5) Il® [1902], p. 24) behandelt worden; die 
obige allgemeine Lisung hat der letztgenannte gegeben., 
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schem Durchgang statt, wenn die Halbierungslinie des diuperen Prismen- 
winkels parallel einer optischen Symmetrieebene, also die Halbierungs- 
ebene des inneren Prismenwinkels senkrecht zu einer solchen ist, und 
diese Minimalablenkung liefert dann nach der Formel n= 8S einen 
der drei Hauptbrechungsindizes (z. B. «, wenn die erwiihnte Symmetrie- 
ebene die Y Z- Ebene ist). 

Um die vierte Richtung zu finden, fiir welche der Radiusvektor 
der Kurve Q ein Maximum oder Minimum wird, beriicksichtige man, 
daB @ die FuBpunktkurve derjenigen Kurve ist, welche man erhilt, 
wenn man die Strahlen, die zu den in der Querschnittsebene liegen- 
den Wellennormalen gehdren, auf die Querschnittsebene projiziert. 
Die Maxima und Minima der Kurve @ miissen zugleich solche der 
letzteren Kurve sein; folglich mu fiir die ihnen entsprechenden Rich- 
tungen die Wellennormale g, sofern sie nicht mit dem Strahl iden- 
tisch ist (was die drei ersteren Fiille gibt), die Projektion des Strahls 
auf die Querschnittsebene des Prismas sein. Dann ist aber die 
Schwingungsebene senkrecht zur Querschnittsebene, oder die Schwingungs- 
richtung parallel zur Prismenkante.') Daraus folgt also mit Riicksicht 


1) Auf analytischem Wege gelangt man zu diesem Resultate folgender- 
maBen, Die Bedingung an 29 (Site = = nimmt nach (15) und (15*) die 
Form an ; 

= M, eee DP 6? ey cP a*B; Bs ap was 
L, (6? + c?)a, a, + (ce? + a7) B, B, + (a+ b*)y, Ye 
b? C7 01, O%, + C7 a7 B, B, + a*b" 7 72 : 
th. QU? ct, Oty + O° B, By + C74; Ye 
Andererseits ergibt sich aus den Gleichungen (6), Kap. II, (8. 35), 


; 3 2 
Gy? (1 Vo — Hay M1) = — O° + 4°), Me 5 


(1) 


oder 
Gy? Hyg = D? tty, Vy — Wy, Vs 

und zwei analoge Gleichungen, durch deren Zusammenfassung mit den Faktoren 
2 2y,, b?v, folgt: . 
eee is D267 v, Wy + C7? Vy Wg f AD? My Tye 

®) ea hs G7, Wyo + D* My Tay + CVs Wy 
Hierin sind v,,»,, v, die Richtungskosinus der Fortpflanzungsrichtung, M191 Too Mo 
diejenigen der Polarisationsrichtung der Welle (1). Erstere sind fiir die sich sym- 
metrisch im Prisma fortpflanzende Welle gleich «,, P,, y2- Die Vergleichung 
der Ausdriicke (1) und (2) zeigt demnach, daf die Minimumbedingung erfiillt 
wird, Wenn 7,9, T22, %s_ mit a,, B,, 7, tibereinstimmen, d. h. wenn die Polari- 
sationsrichtung der betretfenden Welle parallel der Halbierungslinie X’ des inneren 
Prismenwinkels, oder ihre Schwingungsrichtung parallel der Prismenkante Z° ist. 


4 cn ; 
zAuferdem wird die Bedingung of = 0 fir » = a erfiillt, wenn einer 


der drei Richtungskosinus », = 02, % = P., ¥3 = 72 Null wird, wodurch sich 
die Ausdriicke (1) und (2) beide auf a? bezw. b® oder ce? reduzieren. 


Pockels, Kristalloptik. 10 
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auf Kap. Il, § 6 als die zweite Bedingung fiir den Hintritt der Mini- 
malablenkung bei symmetrischem Durchgang, dab die Ebene Y'Z’ 
(d. i. die Halbierungsebene des auferen Prismenwinkels) den Winkel 
zwischen den durch Y’ und die Binormalen A,, A, gelegten Ebenen 
halbieren muB. (Siche Figur 58.) Ist die Richtung Z° der Prismen- 
kante gegeben, so existieren dem- 
nach wer Lagen der duperen 
Halbierungslinie Y’, fiir welche 
das Prisma die geforderte Higen- 
schaft besitzt: es sind auBer der 
soeben definierten Lage diejeni- 
gen Durchmesser AA’, BB, FT’, 
in welchen der Grundkreis in 
der X’Y’-(Querschnitts-) Ebene 
von den drei optischen Sym- 
metrieebenen geschnitten wird.) 
Hiernach ist die Gesamtheit der 
gesuchten Prismen-Orientierun- 
Fig. 58. gen leicht zu iibersehen. Hs 
sind unter ihnen insbesondere 
diejenigen enthalten, wo die Halbierungslinie des imneren oder duperen 
Prismenwinkels in eine optische Symmetrieachse fdllt, oder beides gleich- 
zeitig eintritt. Diese Spezialfalle sollen jetzt noch naher betrachtet werden. 
Ist die imnere Halbierungslinie parallel einer Symmetrieachse, 
etwa der X-Achse, so sind die symmetrisch durchgehenden Wellen 
parallel und senkrecht zur Prismenkante polarisiert, und es hefert die 
Beobachtung der Minimalablenkung der parallel zur Prismenkante 
polarisierten Welle direkt den einen Hauptbrechungsindex («), die- 
jenige der anderen Welle einen zwischen 6 und y hegenden Brechungs- 
index v, der sich, wenn # der Neigungswinkel der Prismenkante gegen 
die Z-Achse ist, bestimmt aus der Relation 


i | 
p2 Bp? T y? 


(16) 1 sin? > cos? a 


1) Man erkennt beim Vergleich mit dem in Kap. 1V, § 13 behandelten 
Problem der Totalreflexion, daf die drei letzteenannten Richtungen von Y’ zu- 
gleich die Azimute derjenigen drei Maxima und Minima der Grenzwinkel der 
Totalreflexion an einer zur Z’-Achse senkrechten Fliche sind, welche den drei 
Hauptbrechungsindizes entsprechen. Die vierte (oben zuerst genannte) ausgezeich- 
nete Richtung Y’ dagegen fillt nicht genau in das Azimut des vierten Maximums 
bezw. Minimums des Grenzwinkels, da letzteres sich in analoger Weise durch 
die Biradialen bestimmt, wie erstere durch die Binormalen. 
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Hierher gehéren Prismen rhombischer Kristalle, deren Fliachen einem 
Sphenoid angehéren (also z. B. die Symbole hkl und hkl haben), 
und Prismen monokliner Kristalle, die von zwei zur Orthoachse sym- 
metrisch liegenden Flichen gebildet werden. . 

Ist die dufere Halbierungslinie parallel der X-Achse, so ergeben 
die beiden Minima der Ablenkung direkt die beiden Hauptbrechungs- 
indizes 6 und y, und es wird dann auch die Gleichung, welche die 
Beobachtung noch irgend eines Wertepaares q, y zur Berechnung yon 
« liefert, verhaltnisméBig einfach. Ist niimlich wieder @ der Winkel 
ZZ, , 80 wird 


&=0, B,=—coso, », =sin?@, 
ts =1, Be = 0, ¥,= 0, 
=O, B,=—sin d, yg = cost, 


und man erhalt aus (15°): 
G10 cos: oO sin) = > +O, i, 0, 
M = a?(c cos? & + b? sin? $), Mi be, M, =, 
und folglich aus (15), wenn man nach «? = = auflost: 


(q°> — c* cos? & — b? sin? M) cos? w 


(1 bate qg*— gc? cos? # + b? sin? #) cos? w + (b?c? — q7(b? + c%)) sin? 


Die entsprechenden Gleichungen fiir Prismen, deren auBere Hal- 
bierungslinie die Y- oder Z-Achse ist, brauchen nicht besonders hin- 
geschrieben zu werden, da sie aus der vorstehenden leicht durch 
zyklische Permutation der a, b, ¢ ableitbar sind. — 

Der soeben betrachtete Fall liegt vor bei Prismen rhombischer 
Kristalle, die aus zwei in einer Symmetrieebene zusammenstoBenden 
Flachen einer Pyramide (also hkl und hkl, oder hkl und hkl, oder 
hkl und hkl), sowie bei solchen monokliner Kristalle, die aus zwei 
zum Klinopinakoid symmetrisch liegenden Flichen gebildet sind. 

Hine weitere Vereinfachung tritt ein, wenn beide Halbierungs- 
linien mit optischen Symmetrieachsen zusammenfallen. Wir erhalten 
ein Beispiel dieses Falles — niimlich Koinzidenz der X-Achse mit 
der fiuBeren, der Y-Achse mit der inneren Halbierungslinie —, indem 
wir in dem vorhergehenden Falle #—0O setzen. Dann ergibt das Mini- 
mum der Ablenkung der einen (|| 7’ polarisierten) Welle £6, das der 
anderen y, und die Gleichung (17) zur Berechnung von « aus einem 
belebigen Wertepaare q, wy reduziert sich auf: 


a ae cos” w 
ge aie q? — b? sin? w 
10* 
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Da dieser Fall praktisch fiir die Bestimmung der Hauptbrechungs- 
indizes besonders wichtig ist, so mégen in nachstehender Tabelle die 
sechs verschiedenen hierher gehérigen méglichen Orientierungen des 
Prismas und die bei jeder derselben durch die Minimalablenkungen 
beider Wellen erhaltenen Brechungsindizes zusammengestellt werden, 
wobei sich der voranstehende Brechungsindex immer auf die parallel 
zur Prismenkante polarisierte Welle bezieht. 


Innere | Richtung der Prismenkante 
Halbierungs- 
linie | XA Mey Z 
x | _- | a, B oO, 
ue Wi Bare cls ae i 
Z ne | x6 | = 


Zwei Prismen, die verschiedenen dieser sechs Orientierungen an- 
gehéren, reichen also zur direkten Bestimmung aller drei Haupt- 
brechungsindizes nach der Minimummethode aus. Bei rhombischen 
Kristallen geniigen demnach zwei von je zwei gleichartigen Siulen- 
flichen verschiedener Zonen gebildete Prismen, wie sie hiufig an natiir- 
lichen Kristallen zur Verfiigung stehen.') Allerdings darf der Prismen- 
winkel bei Beobachtung in Luft eine gewisse GroBe nicht iiberschreiten, 
damit noch symmetrischer Durchgang der Welle méglich ist. Die 
Bedingung hierfiir ist 

ootulll n° 

sin oi ag ai 
sie kann algo jederzeit dadurch erfiillt werden, daB man das Prisma 
mit einer Fltissigkeit von héherem Brechungsindex n° umgibt. 


5. Bestimmung der drei Hauptbrechungsindizes aus Minimal- 
ablenkungen schief zur Prismenkante einfallender Strahlen. Der 
oben abgeleitete Satz, da das Minimum der Ablenkung dann fiir 
gleichen Hinfalls- und Austrittswinkel stattfindet, wenn dabei die 
Wellennormale im Prisma in eine optische Symmetrieebene fallt, be- 
halt seine Giiltigkeit auch dann noch, wenn das Licht geneigt gegen 
die Prismenkante einfallt*), sofern man dann unter dem Minimum den 
kleinsten aller derjenigen Werte des Ablenkungswinkels versteht, die 


1) Als Beispiel ftir diese Methode sei erwihnt die Bestimmung der drei 
Hauptbrechungsindizes des Kieselzinkerzes durch V. vy. Lang, Wiener Sitzungsber. 
37 (1859), p. 380. 

2) C. Viola, Zeitschr. f. Krist. 32 (1899), p. 66 und 545. 
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man erhalt, wenn man die gebrochene Wellennormale alle méglichen 
Richtungen in einer bestimmten, durch die innere Halbierungslinie 
gehenden Hbene annehmen lift. Hs ist nimlich zunichst leicht er- 
sichtlich, da das so definierte Minimum der Ablenkung bei einem 
asotropen Prisma fiir symmetrischen Durchgang der Welle eintritt, 
d. h. wenn die gebrochene Wellennormale senkrecht zur inneren Hal- 
bierungslinie, und daher der Hinfalls- gleich dem Austrittswinkel ist. 
Daraus folgt in analoger Weise, wie wir es bei den zur Prismenkante 
parallelen Wellen sahen, da in einem beliebigen anisotropen Prisma 
das Minimum der Ablenkung (im oben erklirten Sinne) fiir symmetri- 
schen Durchgang dann eintritt, wenn die gebrochene Wellennormale mit 
ihrem zugehérigen Strahl zusammenfillt, also in emer Symmetrieebene 
liegt und die in dieser letzteren hkonstante Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, d. i. z. B. in der YZ-Ebene die Geschwindigkeit a, besitzt. Nun 
wird die zur inneren Halbierungslinie senkrechte (Y’Z’-) Ebene im 
allgemeinen von allen drei optischen Symmetrieebenen geschnitten; es 
wird also in drei verschiedenen durch die X’-Achse gehenden Ebenen 
die dem Minimum der Ablenkung entsprechende gebrochene Wellen- 
normale gleich geneigt zu den Prismenflichen (oder senkrecht zu X”’) 
sein und bezw. die Geschwindigkeiten a, b, ¢ besitzen. Hierauf kénnte 
man nach dem Vorschlage von Viola eine Methode zur Bestimmung 
aller drei Hauptbrechungsindizes an einem emzigen Prisma von be- 
liebiger, unbekannter Orientierung grtinden. Dazu miiSte man, um den 
Durchgang des Lichts in den drei erwihnten Richtungen tiberhaupt 
méglich zu machen, das Prisma mit einem x! 

isotropen Medium von hohem Brechungs- 
index umgeben, etwa indem man an seine 
Eintritts- und Austrittsfliche Viertelkugeln 
K, K’ von stark brechendem Glase mit ver- 
bindender Fliissigkeitsschicht anlegt, wie es 
nebenstehende Fig. 59 andeutet. Abgesehen 
hiervon wiirde aber eine Schwierigkeit darin 
bestehen, beim Aufsuchen des Minimums der 
Ablenkung das Prisma gegen den einfallenden Strahl so zu drehen, 
daB die eine gebrochene Wellennormale dabei immer in derselben, 
durch die Halbierungslinie des inneren Prismenwinkels gehenden Ebene f 
bleibt, — was nicht der Fall ist, wenn man, wie Viola angibt, das 
Priswia um seine Kante drehen wiirde. Man wiirde im tibrigen dann 
so zu verfahren haben, da8 man das Minimum von A fiir eine Reihe 
gegen Z’ verschieden geneigter Kbenen f aufsucht und mit Hilfe gra- 


| 
| 
| 
| 
| 
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phischer Interpolation hieraus diejenigen Lagen des Prismas gegen 
den einfallenden Strahl ermittelt, fiir welche beim Minimum der Ab- 
lenkung der Einfalls- und Austrittswinkel gleich werden oder, was 
ein praktisch wohl leichter anwendbares Kriterium hierfiir ist, der 
einfallende und austretende Strahl mit der Halbierungslinie des inneren 
Prismenwinkels in einer Ebene liegen. Ist eine solche Minimum- 
stellung gefunden, so hat man zur Berechnung des entsprechenden 
Brechungsindex (welcher einen der 
Werte «, 8, y besitzt) die folgen- 
den Beziehungen. 

Es seien (Fig. 60) in der 
stereographischen Projektion auf 
die Prismen-Querschnittsebene: 
G, G die Normalen der Prismen- 
flichen ©, W’; J die einfallende, 
J’ die austretende, N die gebro- 
chene Wellennormale, also 7 = 2° 
=1=GI=GI; r=GN=NG, 
A=Jdd', [=GG’, ferner die 
Neigung der Ebene JJ’ X’, x die- 
jenige der Ebene © = VX’ gegen 
die Querschnittsebene, und 4=J’X’, v= NGY’. Dann folgt aus 
der Figur in leicht erkennbarer Weise: 


Fig, 60. 


I wn snz=—nsin7, 


ins 1 
Il cos r = cos 3I cos 7, 
(18) ) Il cos i = — cosdsin $f + sind cos $I cos g, 
V sindsin » = sin? sin », 
tg 40 
\W Eee Oly pee! 
ig cos v 
Hat man nun A,, = 2 — 21, gm und [ gemessen, so kann man aus 


III 7, aus IV v, aus V 7 und dann aus I den gesuchten Brechungs- 
index, sowie aus II den die zugehérige Wellennormalenrichtung be- 
stimmenden Winkel 7 berechnen. — Hs ist noch zu bemerken (was 
Viola nicht erwahnt), daB es auBer den Durchschnittslinien der Y’Z’- 
Ebene mit den drei optischen Symmetrieebenen noch eine vierte Rich- 
tung & der gebrochenen Wellennormale in der Y’Z’- Ebene gibt, 
welcher ein Minimum der Ablenkung entspricht, niimlich diejenige 
Richtung, fiir welche einer der beiden zugehérigen Strahlen in der 
Y’Z'-Ebene lhegt, letztere also die Schwingungsebene fiir eine der 
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beiden parallel R sich fortpflanzenden Wellen ist. Daf es stets eine 
und nur eine dieser Bedingung gentigende Richtung in der Y’Z’- 
Hbene gibt, erkennt man sogleich auf Grund des Satzes (Kap. II, § 6), 
demzufolge R so liegen muB, daB die Y’Z’-Ebene den inneren oder 
auBeren Winkel zwischen den Hbenen durch R und die Binormalen 
(RA, und R.A, in Fig. 60) halbiert. Diese, die vierte symmetrische 
Minimalablenkung gebende Welle wiirde also von derjenigen, welche 
die mittlere Hauptlichtgeschwindigkeit b besitzt, durch ihre ausgezeich- 
nete Schwingungsrichtung unterschieden werden kénnen, wobei jedoch 
zu berticksichtigen sein wiirde, daf die Schwingungsrichtung der aus- 
tretenden Welle gegen diejenige im Prisma gedreht ist. Auferdem 
bhebe zur Entscheidung nur das Mittel, ein zweites Prisma von an- 
derer Orientierung zu benutzen; derjenige, einer symmetrischen Mini- 
malablenkung entsprechende Wert des Brechungsindex, welcher, aufer 
« und y, an beiden Prismen gefunden wird, ist dann {. 


6. Neigung der durch ein doppeltbrechendes Prisma gesehenen 
Spaltbilder. Bei den Messungen der Ablenkung eines Lichtstrahls 
durch ein Prisma dient bekannthch als Lichtquelle ein beleuchteter 
Spalt, der sich in der Brennebene der Kollimatorlinse befindet, und 
dessen gebrochenes Bild man durch ein fiir Parallelstrahlen justiertes 
Fernrohr beobachtet, dessen Fadenkreuz auf die Mitte des Spaltbildes 
eingestellt wird. Ist, wie iiblich, der Spalt parallel zur Prismenkante 
gestellt, so erscheint das durch ein isotropes Prisma gesehene Spalt- 
bild zwar bei groBem Gesichtsfelde ein wenig gekriimmt, da die Ab- 
lenkung fiir die nach oben oder unten gegen die Querschnittsebene 
des Prismas geneigten Strahlen etwas gréBer ist als fiir den im der 
Querschnittsebene einfallenden; dabei ist aber die Richtung des Spalt- 
bildes in der Mitte des Gesichtsfeldes parallel zur Prismenkante oder 
zum Spalt selbst. Anders bei einem doppeltbrechenden Prisma; hier 
ist im allgemeinen die Richtung beider Spaltbilder in der Mitte des 
Gesichtsfeldes geneigt gegen die Prismenkante, wenn der Spalt zu ihr 
parallel ist, und um eines der Bilder zur Kante parallel zu machen, 
muB der Spalt gegen letztere geneigt werden. 

Diese Erscheinung, welcher A. Cornu’) eine eingehende theore- 
tische und experimentelle Untersuchung gewidmet hat, ist dadurch 
bedingt, da® sich mit der Neigung der gebrochenen Wellennormale 
gegen den Prismenquerschnitt hier auch der Brechungsindex andert, 


1) A. Cornu, Ann. Ecole Normale (2) 1 (1872), p. 255;:3 (1874), p. 1. 
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und zwar in entgegengesetztem Sinne fiir eine Abweichung nach der 
einen oder anderen Seite der Querschnittsebene, ausgenommen den 
speziellen Fall, daB die Schnittkurve der Indexfliche mit der Ebene, 
welche die Prismenkante und die zu dieser senkrechte (mittlere) 
gebrochene Wellennormale enthalt, symmetrisch in bezug auf die 
Querschnittsebene des Prismas ist. Da nun die Anderung des Bre- 
chungsindex mit der Richtung der Wellennormale von der Neigung 
der Tangentialebene der Indexflaiche und somit von der Lage des 
(nach Kap. II, § 18 senkrecht zu dieser Tangentialebene gerichteten) 
Strahls abhingt, so ist die Messung der in Rede stehenden Neigung 
des Spaltbildes, welche mittels drehbaren Fadenkreuzes leicht zu be- 
werkstelligen ist, von erheblichem theoretischen Interesse als ein 
weiteres Hilfsmittel zur Priifung der Higenschaften der Index- oder 
Strahlenfliche. 

Bei der folgenden theoretischen Behandlung der Hrschemung 
wollen wir der Allgemeinheit wegen annehmen, da sowohl der Spalt 
als das Spaltbild gegen die Prismenkante geneigt seien, und haben 
die Aufgabe, den Zusammenhang zwischen diesen beiden Neigungs- 
winkeln qm und qg’ abzuleiten. Wir wollen die Winkel g bezw. g’ 
positiv rechnen, falls der Spalt bezw. das Spaltbild, wenn man dem 
einfallenden Licht entgegensieht, gegen die Prismenkante im positiven 
Sinne (entgegen dem Uhrzeiger) gedreht erscheint. Dann gelten, wenn 
© bez. 0’ die Neigung des verlingerten einfallenden oder des austretenden 

Strahles gegen die Querschnittsebene 
(nach oben) bezeichnet, die Relationen: 
i (19) tep=—s, tgp = +S, 
ff 4 welche aus nebenstehender Fig. 61 so- 
' fort ablesbar sind, aus der auch der 
Sinn, in welchem die Winkel 7, 7’ und 
“ © positiv gezihlt werden, hervorgeht. 
(In der Figur bezeichnen: OZ’ die 
Prismenkante, OX’ die innere Halbie- 
rungslinie, OW, OW’ die Spuren der 
Hintritts- und Austrittsfliche in der 
Querschnittsebene, OG, OG’ deren Nor- 
malen, JO einen in der Querschnitts- 
ebene, J,O einen unterhalb derselben 
einfallenden Strahl, OJ’ und OJ,’ einen in bezw. oberhalb dieser 
Ebene austretenden Strahl.) 


Fig. 61. 
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Hs ist nun leicht zu sehen, dak 
die Neigungswinkel ©, ©’ des ein- 
fallenden und austretenden Strahls 
gegen die Querschnittsebene, oder 
der betreffenden Wellenebene gegen 
die Prismenkante, einander gleich 
sind. Denn aus Fig. 62, wo J, 
eine einfallende, N, bezw. J, die 
zugehdrige gebrochene und austre- 
tende Wellennormale bezeichnet, 
und K,, A,’ die Projektionen von 
J,, J, auf die Querschnittsebene 
(den Grundkreis der stereographi- Fig. 62. 
schen Projektion) sind (so daB also 
J,G=1%, JK, =0, JG =i, JK =0' ist), folet 

sin J, A, = sin O = sin (J,GK,) sin j,, 
sin J,'K,’= sin 0’ = sin (J,’G’K,’) sin i,,, 
sin 2, _ snd, GK) . 
sind,” sin (J/,/G@'K,’)’ 
ferner sin7,: sin? =sinr,:sinr,, wo 7,=N,G, r= N,G4, 
und aus Dreieck GN, G’ 
sin 7, : sin 7,’ = sin (J,’G'K,’) : sin (J, GK); 


sin 0: sin 0’ 


folglich 
Or= 0. 

Die gesuchte Beziehung zwischen gm und g’ werden wir finden, 
wenn wir eine Gleichung aufstellen kénnen, welche die korrespondie- 
renden Anderungen der Winkel 7, i’ und © miteinander verbindet. 

Sind nun die Abweichungen der Wellennormalen aus der Quer- 
schnittsebene unendlich klein, so da8 wir dO statt © oder sinO und 
de statt &@— N,h oder sn @ setzen kénnen, so ist dd: dO 
=sin7,:sin7,=%,, oder, da hier m, unendlich wenig von n (dem 
der Wellennormale NV entsprechenden Brechungsindex) verschieden ist, 


foes dO. 
vi) 


Man kann also auch eine Beziehung zwischen di, di’ und dé 
zu dem oben bezeichneten Zwecke benutzen. Zu dieser gelangen wir, 
indem wir die durch eine beliebige Verschiebung von N verursachten 
Anderungen di und di’ durch die Verschiebungskomponenten von N 
senkrecht und parallel zur Querschnittsebene: d® = N, Ah unddy=— NKR 
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= dr =— dy’, ausdriicken und aus den so erhaltenen zwei Gleichungen 
dy eliminieren. 
Man findet 
sin 7, = (n + dn) sin (r + dr) = sini+snr-dn-+cosr-ndy, 
; sin 7, — sin 2 cos 7° gin rT 
+= ts nady+ - dn 
COS 2 cos 2 COB 2 
cosr sinr On sinr on ° 
= : : nd - —-= dO: 
oe UReoaes ea Ay Gites nO? ’ 
ebenso 
by cos 7” sin’ On sinr On 
5 a ad, 7 ax dO 
di ( cos 2 cos 2 ed Pier cost not ? 


und durch Elimination von ndw aus diesen Gleichungen: 


on 


) di + cos? (cos ry + sin rom) dv 


(20) cos (cos y —sinr now 


NOW 


— sin (r + 7) d0 =0. 
Fiihren wir nun den Winkel 0 ein, 
welchen die Normale der Index- 
fliche im Punkte N oder der zur 
Wellennormale N gehérige Strahl 
S mit der Querschnittsebene bildet 
(positiv in demselben Sinne wie & 


gerechnet), sowie die Abweichung 6 
des Azimuts von S von demjenigen 
von WN, d. i. den Winkel zwischen 
ON und der Projektion OP von 
OS auf die Querschnittsebene, end- 
lich den Neigungswinkel y der 
Tangente des Schnittes der Indexfliche mit der Ebene Z’N gegen 7’, 
so gilt (siehe Fig. 63, 64, 65): 


Fig. 63. 


Fig. 64. Fig. 65. \ 
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tg 0d = te y cosa, 


on on 


ee eas ON —— 
nO ig 6, n Ow tg Y 
; on cos (r + 6 De OD cos (1 —o 
cos 7 + sin r—— = Gas ss cosy — sin 7 — ( ), 
now COS 6 now COS 6 


Ferner ist 
r+o=GP=4l+n7, r—-o=GP=iT—y, 
wenn y das von der Z’Y’-Hbene aus gerechnete Azimut von S ist. 


Durch Hinsetzen vorstehender Ausdriicke in (20) und Beriicksichtigung 
der Relationen (19) und r+ 7°=T erhalt man nun: 


- (cost 


-, (COS 
COS @ ( 


= Si. 
” te + Cos @ 083 1) to @’ 4 sin f te 7 = 0, 


COS 6 COS 6 


oder 
(21) cos cos ($1 —7) tg » — cos #’ cos (41 +4) tg gm’—sinf tgd =0 
Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen den Neigungswinkeln 
des Spaltes (m) und des Spaltbildes (g’); dieselbe kann dazu dienen, 
um aus zwei beobachteten Wertepaaren g, g’ die Winkel 4 und 0, 
also die Lage des Strahls, welcher zu der der Prismenkante parallelen 
gebrochenen Wellenebene gehért, zu bestimmen. Nachdem aus 7 und 
7 die Lage und Geschwindigkeit gy von N nach dem in § 1 dargelegten 
Verfahren ermittelt ist, kann endlich auch mittels der Gleichung 


a Z die Strahlengeschwindigkeit berechnet werden. 
cost  cosd cose 


Somit erméglichen die Beobachtungen von g und q’ in Verbin- 
dung mit denjenigen von 7 und 7’ die vollstdndige Bestimmung eines 
Strahles, dessen Wellennormale in der Querschnittsebene liegt. Wird 
diese Bestimmung fiir eine Reihe verschiedener Hinfallswinkel aus 
gefiihrt, so erhalt man ebensoviele Punkte der Strahlenflache, welche 
simtlich ihrer Beriihrungskurve mit dem zur Prismenkante parallelen 
Tangentenzylinder angehéren. Damit ist also ein Verfahren zur Priifung 
der Gestalt der Strahlenfliche mit Hilfe eines Prismas gegeben. Man 
kann die Koordinaten «’,y’, 2 eines Punktes der letzteren direkt in 


S 


die Gleichung (21) einfiihren vermittels der Proportion 
ag :y :2 =—siny: cosy: tg od 
und erhalt dann‘): 
(21) cos¢ (2 sintl—y'cos4l) tem + cos? (a’sin3 [+ y'cos3!) tgp’ —— e’sinI. 
Unter den Werten m und q’ sind diejenigen © und ®’ ausge- 


ae NY, ; 
zeichnet, welche je einer von ihnen annimmt, wenn der andere Null 


1) A. Cornu, Ann. Eeole Normale (2) 1 (1872), p. 262. 
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ist; ® ist die Neigung, welche der Spalt haben mu8, damit sein ge- 
brochenes Bild der Prismenkante parallel erscheint, und ®’ die Nei- 
gung des Bildes bei zur Prismenkante parallelem Spalt. Man erhalt 
fiir diese Winkel die Gleichungen: 


AD sinl tg 0 — g sin 
99 | 3 cost cos($P—7)  (@ sin 47 — y' cos 41) cosa’ 
( , —sin[ ted — 7 sin : 
ee cosvcos(4F-+ 7) (a sind T+ y'cos 4M) cos” 


Hieraus ist ersichtlich, daB die Neigung des Spaltbildes bei zur 
Prismenkante parallelem Spalt, ebenso wie die umgekehrte Hrschei- 
nung, nur dann auftritt, wenn der gebrochene Strahl aus der‘ Quer- 
schnittsebene abweicht, und da die Neigungswinkel ®, ®’ im all- 
gemeinen (ausgenommen im Falle nahezu streifenden Hinfalls oder 
Austritts) von der GréBenordnung desjenigen 0 des Strahles gegen die 
Querschnittsebene sind. 

Hine weitere Vereinfachung der Formeln tritt ein, wenn die 
Neigungen beim Minimum der Ablenkung beobachtet werden. Dann 
ist fiir eine Anderung der Wellennormalenrichtung im der Querschnitts- 
ebene dz + di’ = 0; es miissen daher, damit diese Beziehung mit (20) 
fiir d@ =O vereinbar wird, die Faktoren von di und di einander 
gleich sein. Dies gibt die Relation: 


aN 5 Sak, ; : ie : °f 
now (sin 7, cos 7, + sin 7, cos 7,,) = cos 7,, COS 77, — COS 7, COS 2, 
woraus folet 
GOs 7 + gin on cos he. sin IF cos re sin 7” On cos i sin ile 
i = = <a ae Y a a ook aSaae ai . 
m ™ now sin (0 — a ye ? m m nO w sin ¢ 7 i. 


Mierdurch geht (21) tiber in 
& : o LIBIN Ca ee bE Ye 
(23) tg Dia tg Pin CO8 Uy, Gos Me Via 0; 


oder, da — tg %, tie Z-Koordinate des Endpunktes des zu ON ge- 
hérigen Strahles ist, 
sin @+1)m ,) 


a (ges : 
(23 ) tg Pm tg aa Cost.. cos a Sm 
me m7 


Fiir gy, = 0 bezw. ,, = 0 erhilt man hieraus: 


24 = if sin C a Um tg Xin sin (@ ae vm pl 
We ie COSt,, COSt, COS2,, COSY, ™ 


Beim Minimum der Ablenkung sind also die Neigungswinkel 
® und ®' entgegengesetzt gleich und hiingen nur von der Abweichung 
des Strahles aus der Querschnittsebene ab, so daB letztere unmittelbar 
aus ihnen berechnet werden kann. 


VI. 1. Methode vy. Chaulnes zur Bestimmung d. Brechungsindex isotr. Medien. 157 


Beobachtungen iiber die Neigung des Spaltbildes hat Cornu’) an 
demselben Kalkspatprisma angestellt, an welchem er die in § 2 ent- 
wickelten Beziehungen einer Priifung unterzogen hat, und dessen 
Orientierung dort bereits angegeben ist. Er fand beim Minimum der 
Ablenkung des auferordentlichen Strahles 

tm = 49°6'52”", 7, = 5494443”, DO = — OT. 

Mieraus folot « = 4°52°15” (berechnet mit Hilfe der Relation fiir 

is beim Minimum der Ablenkung) und 6 = 3° 47’ 47,5” (berechnet auf 


Grund von (24) und ted =tg x cos o), sowie ferner t = SN=6°10'7” 
und <<(S NP) = 38°0'5”, Andererseits wurden diese GréBen aus den 
Rudbergschen Werten der Hauptbrechungsindizes und der bekannten 
Orientierung des Prismas unter Annahme der Huygensschen Gleichung 
der auBerordentlichen Strahlenfliiche berechnet und so gefunden: 

6 == 4054 35", 0'= 3° 48014%, 7 == 6912'295° (SNP) = 37° 50! 28”, 
Die, wie man sieht, sehr gute Ubereinstimmung dieser theoretischen 
Werte mit den obigen, welche ja aus den Beobachtungen ohne eine 
Voraussetzung tiber das Gesetz der Index- oder Strahlenfliche ab- 
geleitet sind, bedeutet eine ausgezeichnete Bestdtigung des Huygens- 
schen Gesetzes der Strahlenfliche. 


Sechstes Kapitel. 


Brechung divergenter Strahlenbiindel an ebenen Grenzflachen 
von Kristallen. 


1. Methode von Chaulnes zur Bestimmung des Brechungs- 
index isotroper Medien. Hine sehr bequeme Methode zur angeniher- 
ten Ermittlung des Brechungsindex isotroper Substanzen, welche zu- 
erst yon Chaulnes”) angegeben wurde und oft benutat wird, wenn 
die Methode der Totalreflexion und der Ablenkung durch ein Prisma 
(etwa wegen Kleinheit des gegebenen Praparats) nicht gut anwendbar 
ist oder wenn nur eine weniger genaue Bestimmung verlangt wird, 
besteht in der Messung der scheinburen Hebung, die ein unter einem 
Mikroskop betrachtetes Objekt erfihrt, wenn man tiber demselben 

1) A. Cornu, Ann. Ecole Normale (2) 3 (1874), p. 20. Die p. 14 angegebenen 


Werte von arctg ©’, (— 0,01114 und — 0,01088) sind offenbar infolge eines Druck- 


féhlers um das Zehnfache zu klein. 
2) Duc de Chaulnes, Mém. acad. roy. d. se. Paris 1767, p. 423. Vergl. 
ferner u. a. A. Bertin, ©. R. 28 (1849), p. 447; Pogg. Ann. 76 (1849), p. 611. 
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eine planparallele Platte. der betreffenden durchsichtigen Substanz 
einschiebt. Diese Hebung d ergibt sich folgendermafen. Der Ort 0’, 
an welchem man durch die Platte hindurch einen auf der Unter- 
seite derselben liegenden leuchtenden Punkt O 
sieht, bezw. auf den man das Mikroskop, dessen 
Achse wir senkrecht zur Platte gerichtet vor- 
aussetzen, einstellen muS8, um das Objekt O 
deutlich zu sehen, ist der Divergenzpunkt der 
yon QO ausgehenden, gegen die Plattennormale 
wenig geneigten Strahlen nach ihrem Austritt 
aus der Platte‘). Dieser wird gefunden, indem 
man einen beliebigen einzelnen, gebrochenen 
Strahl (RS in Fig. 66) riickwirts verlingert bis zu seinem Schnitt- 
punkt O’ mit der Normalen ON. Aus der Figur folgt nun 
ON: ON =tegr: tg i, 


wofiir man bei kleinen Einfallswinkeln schreiben kann 


Fig. 66. 


sin7r: sind =1:n. 
Also ist 
d=00=0N-ON=D(1—~), 

() eg 

Ist also die Dicke D der Platte und: die Hebung d gemessen, so 
kann aus dieser Gleichung der Brechungsindex » der Platte berechnet 
werden. Die Messung von d und DP kann mittels eines Mikroskops, 
dessen Tubus durch eine Mikrometerschraube in meBbarer Weise ver- 
schiebbar ist, in der Weise leicht ausgefiihrt werden, daB man erst 
auf ein geeignetes feines Objekt, zB. ein in eine Glasplatte ein- 
geritztes feines Liniensystem, scharf einstellt, dann die zu untersuchende 
Platte unmittelbar anf dieses leet und wieder auf deutliche Sichtbar- 
keit des Objekts, sodann auf die Oberseite der Platte einstellt. 


2. Die von Sorby entdeckten Erscheinungen und ihre all- 
gemeine Erklarung. Als Sorby”) diese Methode auf Platten aus 
doppeltbrechenden Kristallen anwenden wollte, wobei er als Objekt ein 
Gitter, d. h. ein Glasmikrometer mit zwei zueinander senkrechten 


1) Einen solehen gemeinsamen Divergenzpunkt gibt es nur, wenn das ur- 
springliche Strahlenbtindel sehr wenig divergiert, und wenn seine Achse senkrecht 
zur Platte ist; tiber die bei schiefem Kinfall eintretende Veriinderung des Strahlen- 
btindels vergl. z. B. Gleichen, Geometrische Optik (Leipzig 1902), Kap. III. 

2) H.C. Sorby, Proc. Roy. Soc. London 26 (1877), p. 384; Miner. Mag. 1 
(1877), p. 97, 194; 2 (1878), p. 1, 103. 
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Liniensystemen anwandte, bemerkte er, daB man das Gitter nicht bei 
emer bestimmten Hinstellung des Mikroskops scharf sah, sondern dab 
es mehrere Hinstellungen gab, bei denen aber im allgemeinen nur je 
emes der beiden Liniensysteme des Gitters deutlich gesehen wurde 
und zwar auch nur bei einer bestimmten Lage der Kristallplatte 
gegen die Gitterlinien. 

Die Erklaérung dieser tiberraschenden Erscheinungen wurde als- 
bald von Stokes') gegeben, welcher zeigte, daB sie durch die 
Kriimmungsverhdltnisse der Strahlenfldche bedingt sind. Hierdurch sind 
sie von besonderem theoretischen Interesse; auch fiir Demonstrationen 
sind sie von Wert, da sie den Unterschied der Gesetze der Lichtfort- 
pflanzung in zweiachsigen und einachsigen Kristallen gleichsam auf 
einen Blick hervortreten lassen. Die allgemeine Erklirung liefert uns 
die folgende Betrachtung. 

Es sei O ein leuchtender Punkt auf der Unterseite der plan- 
parallelen Platte. Die Lage des Bildes bezw. der Bilder von diesem 
Punkte, welche man mittels des senkrecht gegen die Platte gerichte- 
ten Beobachtungsinstrumentes wahrnimmt, wird nach den Ausfiihrungen 
in § 1 abhingen von den Divergenzverhiltnissen desjenigen von O 
ausgegangenen sehr schmalen Strahlenbiindels, dessen Achse (oder 
Zentralstrahl) nach dem Austritt aus der Platte zu letzterer senkrecht 
ist. Die Richtung dieses Zentralstrahles im der Platte erhalt man, 
indem man um O die Strahlen- 
flache des Kristalls in solchem 
MaBstabe konstruiert, daB sie 
die zweite Begrenzungsebene der 
Platte beriihrt, und den Beriih- 
rungspunkt B mit O verbindet 
(siehe Fig. 67). Indem man diese 
Konstruktion sowohl fiir die in- 
nere als fiir die aubere Schale 
der Strahlenfliche ausfiihrt, er- 
halt man zwei verschiedene Beriihrungspunkte und also auch zwei 


verschiedene Strahlenbiindel, deren Zentralstrahlen, als zu derselben 
Wellennormalenrichtung gehdérig, senkrecht zueinander polarisiert sind. 
Wir kénnen uns weiterhin auf die Betrachtung eines derselben be- 
schrinken, weshalb auch in Fig. 67 nur eine Schale der Strahlenflache 
dargestellt ist. 


1) G.G. Stokes, On the Foci of Lines seen through a Crystalline Plate. 
Proc. Roy. Soc. London 26 (1877), p. 386. 
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Fiir die Richtungen, nach welchen die zu OB sehr benachbarten 
Strahlen beim Austritt aus der Platte gebrochen werden, sind nun, wie 
wir aus Kap. IV, §1 wissen, nicht die Richtungen der Strahlen, son- 
dern diejenigen der zugehérigen Wellennormalen, also der Normalen 
des dem Beriihrungspunkte nachstliegenden Stiickes der Strahlenflache %, 
maBgebend. Da in dem isotropen Medium auferhalb der Platte — 
dessen Brechungsindex wir tibrigens = 1 annehmen wollen — die Wellen- 
normalen mit den Strahlen identisch sind, so erhalten wir demnach 
das austretende Strahlenbiindel, indem wir die aus den Normalen 
jenes Stiickes von X nach dem gewoéhnlichen Brechungsgesetz hervor- 
gehenden gebrochenen Wellennormalen konstruieren. Hierbei kénnen 
wir aber, da nur sehr geringe Neigungen gegen die zur Plattenebene 
senkrechte zentrale Wellennormale in Betracht kommen, fiir den 
Brechungsindex durchweg denjenigen Wert » setzen, welchen er ftir 
die letztgenannte Wellennormalenrichtung (4) besitzt; oder, mit 
anderen Worten, wir kénnen das austretende Strahlenbiindel so kon- 
struieren, als ob es aus demjenigen, in einem zsotropen Medium vom 
Brechungsindex n sich fortpflanzenden Strahlenbiindel hervorginge, 
welches von den Normalen des den Beriihrungspunkt Bb nachst um- 
gebenden Stiickes von X gebildet wiirde. Angenommen nun, es sei 
dieses Flichenstiick hinsichtlich seiner Kriimmung durch ein Stiick 
einer Kugelfliche KK vom Radius P = BC ersetzbar, so besiBe jenes 
Strahlenbiindel, riickwiirts verliingert, einen gemeinsamen Konvergenz- 
punkt C, welcher an die Stelle des wirklichen Objektpunktes O treten 
und einen Bildpunkt O, in der Entfernung BO, = es von der oberen 


Plattenfliche ergeben wiirde. Beriicksichtigt man noch, da8 P= Don 
ist, wenn D die Plattendicke und o den Kriimmungsradius der im 
normalen MaSstabe konstruierten (d. h. der Zeiteinheit entsprechen- 
den) Strahlenfliche um O in ihrem Schnittpunkte mit der Geraden 
OB bezeichnet, so erkennt man durch Vergleich mit dem in § 1 ge- 
wonnenen Resultate, da® sich die Kristallplatte in dem vorausgesetzten 
Falle in ihrer Wirkung auf das betrachtete Strahlenbiindel wie eine 
emfach brechende Platte vom Brechungsindex * verhiilt. 

Dieser Fall legt bei einachsigen Kristallen fiir die ordentlichen 
Strahlen natiirlich immer vor, fiir die auBerordentlichen aber nur bei 
einer senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Platte; denn in ihrem 
Pole, und nur in diesem, besitzt die ellipsoidische auBerordentliche 
Strablenfliche gleiche Kriimmung nach allen Richtungen, und zwar 


, Ps bd : e? o : : 
mit dem Kriimmungsradius a hae Man sieht also durch eine solche 
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Platte zwei Bilder: eines, von den ordentlichen Strahlen herriihrend, in 


: 18) : é 
der Tiefe (> Unter der Plattenoberflache und ein zweites, von den 


auferordentlichen Strahlen erzeugtes in der Tiefe 2 8; beide sind un- 


polarisiert, wenn das, das wirksame Strahlenbiindel begrenzende Dia- 
phragma kreisférmig ist, da dann gleichviele Strahlen aller méglichen 
Polarisationsrichtungen zu jedem Bilde beitragen; und in beiden Bildern 
erscheinen Linienelemente jeder beliebigen Richtung gleich deutlich. 

Bei optisch zweiachsigen Kristallen ist die Bedingung, daB die 
Strahlenfliche in der Nachbarschaft des Beriihrungspunktes B hin- 
sichtlich ihrer Kriimmung durch eine Kugel ersetzbar sei, nur fiir 
eine der beiden Schalen dieser Flache bei speziellen Orientierungen 
der Platte erfiillt, wenn diese nimlich senkrecht zur Normale der 
Strahlenfliche in einem der in Kap. I], § 11 (8.45) erwihnten Nabel- 
punkte ist. In allen anderen Fallen aber besitzt die Strahlenflaiche in 
den verschiedenen, durch ihre Normale gelegten Schnittebenen ver- 
schiedene Kriimmung, und das von den benachbarten Normalen ge- 
bildete Strahlenbtindel folglich keinen gemeinsamen Konvergenzpunkt 
— es ist astigmatisch. Es schnetden dann den Zentralstrahl iiberhaupt 
nur diejenigen Strahlen des Biindels, welche in einer der beiden durch 
ersteren gelegten Hauptkriimmungsebenen &, X der Fliche liegen, und die 
Entfernung dieser beiden Schnittpunkte von B ist verschieden, nim- 
lich gleich den beiden Hauptkriimmungsradien P und P’. Die Ge- 
samtheit der Schnittpunkte aller Strahlen des Biindels erfiillt zwei 
Linienelemente — die ,,Brennlinien“ —, welche durch die eben er- 
wiihnten beiden Kriimmungsmittelpunkte hindurchgehen und _ parallel 
za den Tangenten der Kriimmungslinien in B (also senkrecht zu- 
eimander und zum Zentralstrahl) sind. Diese beiden Linienelemente 
sind also jetzt an Stelle der punktférmigen Lichtquelle O zu setzen, 
um dann das austretende Strahlenbiindel wie fiir eine zsotrope Platte 
bestimmen zu kénnen. Das letztere liefert folglich als Bilder von O 
zwei Linienelemente L, L’, die in verschiedenen Tiefen Do bezw. Do’ 
unter der Austrittsfliche liegen, wobei 0, 9 die Haupthriimmungs- 
radien der im normalen Mafstabe konstruierten Strahlenfliche in ihrem 
Bertihrungspunkte mit einer Parallelebene zur Plattenoberflache sind; 
die Richtung von LZ ist | 8, diejenige von L’ | &. Betrachtet man 
durch die Platte statt eines einzelnen Punktes O eine kontinuierliche 
Reihe solcher, welche eine gerade Linie (Objektlinie) bilden, so wird 
man nur dann ein deutliches Bild der letzteren erhalten, wenn die 


Linienelemente, in welche nach dem eben Gesagten die einzelnen 
Pockels, Kristalloptik. 11 
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Punkte auseinandergezogen werden, in die Richtung der Objektlinie 
fallen. Man wird also ein scharfes Bild der Objektlinie in der durch @ 
bestimmten Tiefe erblicken, wenn sie senkrecht zu der Hauptkriimmungs- 
ebene &, oder ein solches in der durch 9’ bestimmten Tiefe, wenn 
sie senkrecht zu §’ ist; bei allen anderen Lagen der Linie erhilt 
man hingegen tiberhaupt kein deutliches Bild. 

Hiernach wird. man bei EHinstellung eines Mikroskops auf ein 
rechtwinkliges Gitter (oder, wie bei Sorbys Versuchsanordnung, auf 
das auf die Plattenunterseite geworfene verkleinerte Bild eines solchen) 
durch eine beliebig orientierte planparallele Platte eines optisch zwei- 
achsigen Kristalls foloende Erscheinungen zu erwarten haben. 

Bei Drehung des Gitters in seiner Ebene findet man nur zwer 
bestimmte Lagen desselben, fiir welche viberhaupt deutliche Bilder seiner 
Liniensysteme zu erhalten sind; es sind diejenigen Lagen, wo die 
Gitterlinien parallel sind» den Hauptkriimmungslinien der beiden 
Schalen Z, und X, der Strahlenfliiche in denjenigen Punkten, wo 
deren Tangentialebene parallel der Plattenebene ist. 

Bei jeder dieser Gitterlagen findet man in emer Einstellungstiefe 
das Bild des einen und in einer zweiten Tiefe dasjenige des anderen 
Liniensystems, und zwar sind die beiden bei der ersten Gitterlage 
sichtbaren Bilder in eimer Richtung, die beiden bei der anderen 
Gitterlage auftretenden in der dazu senkrechten Richtung polarisiert. 
Die Hinstellungstiefen der beiden ersteren Bilder entsprechen den 


: oe ec Ae val z : 
scheinbaren Brechungsindizes Wore der beiden letzteren den- 
1 1 


jenigen . und 2 , Wo 0,,0, die Hauptkriimmungsradien von 2,, 
Ores diejenigen yon x, in dem oben definierten Punkte bezeichnen. 

Ist das Objektgitter durch ein kreisférmiges Diaphragma begrenzt, 
so wird die Begrenzung in jedem der Bilder in der Richtung des 
deutlich sichtbaren Liniensystems verldngert erscheinen, da ja jeder 
Punkt zu einer in dieser Richtune liegenden Linie auseinander- 
gezogen wird. 

Dies sind in der Tat die Erscheinungen, welche man nach Sorby 
an einer beliebigen doppeltbrechenden Kristallplatte wahrnimmt. Wir 
wollen dieselben nun fiir die wichtigsten Spezialfille, wo die Werte 
der @ leicht angebbar sind, naher betrachten. 


3. Sorbysche Erscheinungen an Platten optisch einachsiger 
Kristalle. Bei optisch emachsigen Kristallen erzeugen die ordentlichen 


Strahlen natiirlich stets ez Bild in der Tiefe = unter der Platten- 
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oberfliiche, in welchem bei jeder beliebigen Lage des Gitters immer 
beide Liniensysteme desselben zugleich deutlich erscheinen, welches 
sich aber von dem Bilde, welches man durch eine ‘sotrope Platte 
vom Brechungsindex @ sehen wiirde, doch durch seine Polarisation 
unterscheidet; denn die Strahlen, welche es erzeugen, sind stets im 
Hauptschnitt der Platte polarisiert (auBer in dem schon 8. 160 erwiihn- 
ten Spezialfall, daB letztere gerade senkrecht zur optischen Achse ist). 
Die aupferordentlichen Strahlen erzeugen im allgemeinen zwei Bilder, 
welche beide senkrecht zum Hauptschnitt polarisiert sind; sie er- 
scheinen deutlich, wenn die Liniensysteme des Gitters parallel und 
senkrecht zum Hauptschnitt der Platte sind, da die Kriimmungslinien 
eines Rotationsellipsoids in jedem Punkte parallel und senkrecht zu 
seiner Meridianebene gerichtet sind. Bildet die Plattennormale den 
* Winkel 9 mit der optischen Achse, so sind die reziproken Haupt- 
krtimmungsradien in dem Beriihrungspunkte der auferordentlichen 
Strahlenflache mit der zur Plattenebene parallelen Tangentialebene: 


3 
1 (0? cos? # + e* sin? d)? 
0, ks 02 e2 


? 


(2) 


il 
it (0? cos? & + e? sin? &)? | 


r 2 ; 


Oe é 


ersterer Wert stellt den scheinbaren Brechungsindex dar fiir die Hin- 
stellung auf das zum Hauptschnitt senkrechte, letzterer fiir die Hin- 
stellung auf das demselben parallele Liniensystem. F'tir eine zur opt. 


2 
Achse senkrechte Platte (@ — 0) werden beide Werte = =, fiir eine 
zur opt. Achse parallele (0 = =) der erstere = =, der zweite = 6. 


Da von den Werten ©" und as jedenfalls der eine kleiner als der 
@ 
kleinste, der andere gréBer als der gréfte Hauptbrechungsindex ist, 


so wird — fiir einen bestimmten Winkel &, der gegeben ist durch 
0 
(3) tg? ee ey RE? 


gleich o; fiir eine solche Platte fallt also das eine auferordentliche 
Bild — dasjenige der zum Plattenhauptschnitt senkrechten Linien — 
mit dem ordentlichen zusammen, und man erhilt somit nur cwer 
Kipstellungen des Mikroskops, wie bei einer zur optischen Achse 
senkrechten Platte, aber mit dem Unterschied gegentiber dem Ver- 


halten der. letzteren, daf hier beide Bilder polarisiert sind, und daB 
Wes 
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im auBerordentlichen nur ein Liniensystem deutlich sichtbar ist und 

zwar nur bei einer bestimmten Lage des Gitters gegen die Platte. 
Hinige Beispiele fiir die extremen Werte der scheinbaren aufer- 

ordentlichen Brechungsindizes (fiir Na-Licht) sind folgende: 


Kalkspat Natriumnitrat Quarz*) 
= "133207 1,12395 1,5624, 
© 1,85056 1,88257 1,5352. 


Fiir eine Kalkspatspaltungsplatte (wo & = 44°361/,’) ist 
s = 1,5807; eo = 14103, 


und sind somit fiir die Plattendicke 1 die schembaren Hebungen der 
auBerordentlichen Bilder 

1 — 9, = 0,3674, 1 — 0, = 0,2910, 
wiihrend die Hebung des ordentlichen 1 —o0 = 0,3971 betragt. Man 
sieht, daB hier dag eine auSerordentliche Bild dem ordentlichen schon 
sehr nahe liegt. Hs wiirde genau mit ihm zusammenfallen fiir eine 
Platte vom Neigungswinkel #@ = 53°15’. 


4, Platten optisch zweiachsiger Kristalle. Die Hauptkriimmungs- 
radien der Strahlenfliche optisch zweiachsiger Kristalle in denjenigen 
beiden Punkten, wo die Normale eine gegebene Richtung (nimlich die 
der Plattennormale) hat, bestimmen sich im allgemeinen als die Wurzeln 
je einer quadratischen Gleichung, welche fiir die Schale (1) lautet”): 


oF (qi? — 0°) — 01 = ty Qe? — 2°) (mayt — p — 24,444") 
re Gio ae ay oa +1} (mq,* —p — 29,*9,") 
= GN = Ga) Ge IH) "4 9o°1'4%_ = 9 
und fiir die Schale (2) ebenso nur mit Vertauschung der Indizes , 


und ,. Dabei bedeuten g, und g, die beiden Wellennormalengeschwin- 
digkeiten senkrecht zur Plattenebene, und es ist 


m=@40 40, p—altd, r,=(—a) 0-9) (C—4?- 
Die den beiden Bertihrungspunkten entsprechenden Kriimmungs- 
ebenen und also auch die Richtungen, fiir welche die Gitterlinien 


deutlich sichtbar sind, bilden im allgemeinen einen schiefen Winkel 
miteinander. 


1) Die Abweichung des Quarzes yom Huygensschen Gesetze infolge seines 
Drehungsvermégens kommt hier nicht merklich in Betracht. 
2) B. Hecht, N. Jahrb. f. Miner., Beil.-Bd. 6 (1889), p. 268. 
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Hine wesentliche Vereinfachung tritt ein, wenn die Plattennormale 
in emer optischen Symmetrieebene liegt, also die Platte zw einer optischen 
Symmetrieachse parallel ist. Die letztere sei z. B. die X-Achse. Der 
Schnitt der Strahlenflache mit der zur Plattennormale parallelen 
Symmetrieebene (dem ,,Hauptschnitt der Platte“) besteht dann aus 


dem Kreis y? + 2? =a? und der Ellipse _ oe a =1. Der eine Be- 


riihrungspunkt (B,) der Strahlenfliche mit eimer zur Plattenebene 
parallelen Ebene liegt auf dem Kreise, der andere (2,) auf der Ellipse. 
Die Tangenten der Kriimmungslinien in diesen, Punkten sind nach 
Symmetrie parallel und senkrecht zur Symmetrieebene. Diejenigen 
Hauptkriimmungsradien, welche der Kriimmung im der Symmetrie- 
ebene entsprechen, seien 9,, 0,, diejenigen in den dazu senkrechten 
Ebenen 0,’ und e,. Dann ist zunichst ersichtlich, daf 


; 1 1 1 b? cos? t+ ¢ sin? 9)? 
(6) Ascot Reiter asta nt Eee 
da ja 9, der konstante Kriimmungsradius des Kreises ist, 9, aber derjenige 
der Ellipse, dessen reziproker Wert aus dem ersten Ausdruck in (2) 
durch Vertauschung von o mit b und e mit ¢ abzuleiten ist. Die 
vorstehenden Ausdriicke bestimmen also die scheinbaren Brechungs- 
indizes fiir die beiden Bilder des zur YZ-Ebene senkrechten Linien- 
systems, von denen das erste parallel zu dieser Ebene, das zweite 
senkrecht zu ihr polarisiert ist. Ftir die beiden anderen Hauptkrtim- 
mungsradien gelten wesentlich kompliziertere Ausdriicke, niamlich*): 
1 a | (a® — b?) cos? & + (a? — c*) sin? } 
oe’,  c?(a® — b?) cos? & ++ b? (a? — c’*) sin? 8” 


1 { (a? — b®) cos? @ + (a? — c®) sin? &} Vb? cos? & + c? sin? a 


0. b?(a® — b®) cos? & + c2(a? — c*) sin? & : 


ersterer gibt den scheinbaren Brechungsindex fiir das parallel zur 
Symmetrieebene polarisierte, letzterer fiir das senkrecht dazu polarisierte 
Bild des zur Symmetrieebene parallelen Liniensystems. 

Die Werte von 0, und 9, kémnen einander gleich werden; als 
Bedingung hierfiir ergibt sich 
own Fe 
tg* a aa 


oder wenn man den entsprechenden Winkel der Plattennormale gegen 
4lie Y-Achse (90° — &) mit #,. bezeichnet: 


1) Stokes l.c, p. 39495. 
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B ' (a? — c?) 
(6°) tg" Oss = pa 1) 
Ebenso findet man, da8 auf dem elliptischen Schnitt der Strahlen- 
fiche mit der X Y-Ebene die beiden Hauptkriimmungsradien in den- 
jenigen Punkten einander gleich werden, wo die Normale mit der 
Y-Achse den durch 


(6”) tg" ie = 52g? 


gegebenen Winkel einschlieBt. Die diesen Normalenrichtungen ent- 
sprechenden Punkte der Strahlenfliche sind die Nabelpunkte, welche 
dieselbe in der YZ- und X Y-Ebene besitzt, und fiir welche die Rich- 
tung des Radiusvektors durch die Gl. (17), Kap. I, § 11,. gegeben ist. 

Durch eine Platte, die zu einer der durch (6%) oder (6°) be- 
stimmten Richtungen senkrecht ist, erhilt man nur dre Bilder, von 
denen das eine bei jeder Lage des Gitters beide Liniensysteme deut- 
lich zeigt; sie verhalt sich also in dieser Hinsicht wie eine beliebige 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls, wiirde jedoch von einer 
sulchen dadurch zu unterscheiden sein, dab hier das beide Linien- 
systeme zeigende Bild senkrecht zum Hauptschnitt der Platte, bei einer 
optisch einachsigen Platte hingegen parallel zu diesem polarisiert ist. 
(Der Hauptschnitt witirde in beiden Fallen; wenn er nicht ander- 
weitig schon bekannt ist, als diejenige Richtung, nach welcher die 
verschiedenen Bilder gegeneinander seitlich verschoben sind, erkannt 
werden kénnen.) 

In der ZX-Hbene gibt es, wie schon bemerkt, keine Nabelpunkte 
der Strahlenfliche, dagegen zeigen hier in der Nahe der Binormalen 
und Biradialen die Kriimmungsradien 0,’ und g, singulires Verhalten, 


2 


wihrend 0, stetig bleibt und von zt bis < variiert, wenn der-von der 
Z-Achse an gerechnete Winkel & die Werte von O bis 90° durchliuft. 


Die Anderungen von 9,’ und @,' sind aus den Formeln (5’) abzulesen, 
wenn man darin 6 mit a vertauscht. Man erkennt dann folgendes. 


Wiachst @ von O an, so nimmt o,’, vom Werte - ausgehend, ab, 
dagegen o,, vom Werte a beginnend, zu. 

Fir & = arctg 2 |/%—", oder (nach Il, GL 14) 9 =, dh. 
fiir eme zur Biradiale Mt, senkrechte Platte, ist 9,’ = 0 geworden und 


wird nun negativ mit bis co wachsendem absoluten Wert, bis # den 


be a*— b? = . 
durch & = arctg | p28 — & gegebenen Wert, also die Platten- 
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normale die Binormale A, erreicht hat. Fiir diese Lage hat gleich- 
zeitig g, den Wert-+ co angenommen und springt nun in — co 
tiber, um bei weiter wachsendem ® so lange negativ zu bleiben, bis 
v= 0,, dh. die Platten- 

normale parallel der Normale der Ellipse 
(OC, Fig. 68) in ihrem Schnittpunkte 2, mit 
dem Kreise geworden ist, fiir welche Lage 0, 
Null ist. Von nun an wichst @,’, waihrend 
® weiter bis 90° zunimmt, bis zum End- 
werte c. Inzwischen hat g,’, dessen Wert 


(a 
o = arctg Zs 


bei &=Q von — oo in + ~w iibergesprungen 
ist, bestindig abgenommen bis zum Endwerte 


ihe i ; Fig. 68. 
7 fiir @ = 90°. Man sieht hieraus, da bei 


der Anniherung der Plattennormale*an die Richtungen ® == und 
=O, die reziproken Kriimmungsradien und somit die durch sie 
bestimmten Bildlagen duferst schnelle Anderungen erleiden, was offenbar 
auch dann gilt, wenn die Annaherung an jene Lagen nicht gerade 
in der Symmetrieebene 7 X_ stattfindet. Bei schwacher Doppelbre- 
chung ist aber das Bereich dieser schnellen Anderungen und der 
abnormen Werte der scheinbaren Brechungsindizes so beschriinkt, dai 
ihre Beobachtung Strahlenbiindel von ungemein kleinem Offnungswinkel 
erfordern und daher praktisch schwer realisierbar sein wiirde. 


Wir wollen schlieBlich noch diejenigen Werte der scheinbaren 
Brechungsindizes zusammenstellen, welche man an eimer zu einer 
optischen Symmetrieachse senkrechten Platte findet. Hs sei diese 


Symmetrieachse z. B. die Z-Achse; dann haben wir nach dem Vorher- 
2 


gehenden in der Z-Ebene die Kriimmungsradien e, = a und e, = = 
in der Z X-Ebene 0,’ =< und @, =); erstere bestimmen die Lage 


der Bilder, in denen das zur X-Achse parallele Liniensystem deutlich 
erscheint, 9,’ und 9, diejenige der Bilder des zur Y-Achse parallelen 
Liniensystems; die Schwingungsrichtung ist bei den durch g, und 9,’ 
bestimmten Bildern die Y-Achse, bei den beiden anderen die X-Achse. 
Die entsprechenden Verhiltnisse fiir Platten senkrecht zur X- oder 
Y-Achse sind hieraus leicht mittels zyklischer Buchstabenpermutation 
gbzuleiten. Man erkennt, daf ftir diese drei ausgezeichneten Beobach- 
tungsrichtungen insgesamt mewn verschiedene scheinbare Brechungs- 
indizes (die man also nach der Chaulnesschen Methode statt der 
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wahren Hauptbrechungsindizes finden wiirde) vorkommen. Dieselben 
lassen sich in folgender Weise nach der Richtung des deutlich ge- 
sehenen Liniensystems und der entsprechenden Schwingungsrichtung 
tibersichtlich anordnen. 


Richtung des Liniensystems (L) 

XG 4 Z 

| 2 2 

X | o Li De 

a a 

ee) Schwingungs- . - 

eat ay? a? 

richtung (P) Y 3 B F 
2 2 
VA Pa Se 

7 of ? 


Hierzu ist noch zu bemerken, da die Plattennormale in den 
Fallen, wo die Richtung von ZL und die von P verschieden sind, 
nattirlich die auf beiden senkrechte, dritte Symmetrieachse ist, dagegen 
in den drei Fallen, wo L mit P und der scheinbare Brechungsindex 
mit einem Hauptbrechungsindex iibereinstimmt, irgend eine Rich- 
tung in der zu L und P senkrechten Symmetrieebene haben kann. 

In folgender Tabelle sind die numerischen Werte der schein- 
baren Hauptbrechungsindizes von <Arragonit, Topas und rhombischem 
Schwefel fir Na-Licht zusammengestellt. 


| cepa ree 2 2 ats 2 
eo ea 

| ibeebielinl Alton Sia Gh sds oth gine 
Arragonit /1,5301 | 1,6816 | 1,6859 | 1,3922 | 1,3887 | 1,8481 | 1,6773 | 1,8576 | 1,6902 
Topas 1,6116 | 1,6137  1,6211 | 1,6115 | 1,6041 | 1,6148 | 1,6063 | 1,6296 | 1,6285 
Schwefel 1,9505 | 2,0383 | 2,2405 | 1,8664 1,6980 | 2,1301 | 1,8544 | 2.5737 | 2,4628 


Die scheinbaren Brechungsindizes des rhombischen Schwefels 
fiir die Richtungen der Symmetrieachsen zeigen hiernach sehr groBe 
Unterschiede, so da bei Schwefelplatten die Trennung der vier Bilder 
sehr deutlich wird. 

Die den Nabelpunkten entsprechenden, durch die Formeln (6*) und 
(6”) bestimmten Winkel ,, und ,, haben hier folgende Werte: 


Dep Dro 


4D%S 760825" 
Topas | 55°19" 46°52" 
Rhomb. Schwefel | 51°99’ 4991’ 


Arragonit 
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Beziiglich der Verwendbarkeit der Chaulnes-Sorbyschen Methode 
zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes und Orientierung einer 
doppeltbrechenden Kristallplatte sei auf die Untersuchung von 
B. Hecht’) verwiesen. In der Praxis wird man diese Methode nur 
aushilfsweise benutzen. 


5. Strahlenbiindel in doppeltbrechenden Kristallen; Theorie 
von Kummer. Mit den im vorhergehenden behandelten Erscheinungen 
verwandt, insofern als sie ebenfalls durch die Aviimmungsverhiltnisse 
der Strahlenfliiche bedingt wird, ist die Beschaffenheit der allgemeinsten 
unendlich diimnen Strahlenbiindel, welche sich in einem Kristall fort- 
pflanzen kinnen. In emem isotropen Medium hat ein unendlich diinnes 
Strahlenbiindel im allgemeinsten Falle stets die Higenschaft, welche 
wir im obigen fiir die von einem Punkte aus durch eine planparallele 
Kristallplatte senkrecht hindurchgegangenen Strahlenbiindel kennen ge- 
lernt haben, nimlich daf sich seme Strahlen in zwei zur Achse des 
Biindels und zuemmander senkrechten Linien — den sog. Brennlinien 
oder Fokallinien — schneiden. Man nennt solche Strahlenbiindel 
astigmatische; sie entstehen unter anderem auch bei der Brechung eines 
von einem Punkte aus auf eine ebene oder sphiarische Trennungs- 
fliche zweier isotroper Medien wnter schiefem Winkel auffallenden 
Strahlenbtindels, also z. B. auch bei dem Durchgang eines solchen 
durch eine Sammellinse, deren Achse gegen diejenige des Strahlen- 
biindels geneigt ist, wobei mit der GréBe dieser Neigung der Abstand 
der beiden Brennlinien — die ,,astigmatische Differenz“ — zunimmt. 
Kummer?) hat nun gezeigt, da{ in doppeltbrechenden Medien auch 
unendlich diinne Strahlenbiindel allgemeinerer Art méglich sind, 
niimlich solche, deren Fokallinien zueinander schiefwinklig sind (Biindel 
2. Art), oder solche, die imaginire Fokallinien besitzen (Biindel 3. Art). 

Die gegenseitige Lage der Fokallinien eines Strahlenbiindels hingt 
von der Beschaffenheit der Strahlenflache des Kristalls im Endpunkte 
desjenigen Radiusvektors ab, welcher dem Achsenstrahl des Biindels 
nach Richtung und Fortpflanzungsgeschwindigkeit entspricht, und 
zwar gemiB folgendem Satze, bei dessen Formulerung wir uns die 
Strahlenfliiche um einen Punkt des Achsenstrahls konstruiert denken. 

Die durch die Achse des Strahlenbiindels und dessen Brennlinien 
gelegten beiden Ebenen — die Fokalebenen — erzeugen mit der Tangential- 


“ 4) B. Hecht, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 6 (1889), p. 269—271. 
2) Kummer, Allg. Theorie der geradlinigen Strahlensysteme, Journ. f. Math. 
57 (1860), p- 189. Auch R. Weibauer, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 8 (1863), p. 369. 
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ebene der Strahlenfliiche in deren dem Achsenstrahl entsprechenden Punkte 
Schnittlinien, welche konjugierte Durchmesser des der Strahlenfldche om 
jenem Punkte zukommenden Dupinschen Kegelschnitts sind. 

Der Dupinsche Kegelschnitt (oder die ,,Indikatrix“) einer Flache 
ist nun bekanntlich in allen Punkten, wo diese positive Kriimmung 
(d. h. gleichgerichtete Hauptkriimmungsradien) besitzt, eine Lllipse 
(speziell bei gleichen Hauptkritmmungsradien ein Kreis), dagegen in 
Punkten, wo sie negative Krtimmung (entgegengesetzte Haupt- 
kriimmungsradien) besitzt, eine Hyberbel. Daraus folgt sofort, dab 
Strahlenbiindel 3. Art nur vorkommen kénnen in zweiachsigen Kri- 
stallen fiir Richtungen des Achsenstrahls, welche innerhalb eines der 
Kegel der inneren konischen Refraktion legen. 

In allen anderen Fallen erhilt man Strahlenbtindel 2. oder 1. Art; 
letztere fiir eine gegebene Achsenrichtung im allgemeinen nur dann, 
wenn die eine (zunichst willkiirlich wahlbare) Fokalebene eine von 
zwei bestimmten zueinander senkrechten Lagen hat. Zwischen diesen 
Lagen gibt es zwei andere, fiir welche die Abweichung des von den 
Fokalebenen gebildeten Winkels von einem Rechten ein Maximum 
wird, dessen Wert von der Fortpflanzungs- und Polarisationsrich- 
tung des Achsenstrahls abhingt. 

In optisch eimachsigen Kristallen sind die ordentlichen Strahlen- 
biindel stets, wie in isotropen Medien, von der 1. Art; denn da die 
ordentliche Strahlenfliche eine Kugel ist, so stehen die konjugierten 
Durchmesser des Dupinschen Kegelschnitts stets aufeinander und 
zugleich auf dem Strahl senkrecht, und es gilt folglich gleiches fiir 
die Fokalebenen. Fiir die Biindel auferordentlicher Strahlen ist der 
entsprechende Dupinsche Kegelschnitt eine Ellipse, deren Hauptachsen 
im Hauptschnitt (d. h. der Ebene durch den Achsenstrahl und die 
Hauptachse des Kristalls) und senkrecht zu demselben liegen; folglich 
stehen ihre beiden Fokalebenen dann aufeinander senkrecht, wenn eine 
von ihnen mit dem Hauptschnitt zusammenfiallt. 

Um den von 90° am meisten abweichenden Winkel y zu_be- 
rechnen, welchen die beiden Fokalebenen miteinander bilden kénnen, 
hat man zu _ beriicksichtigen, dafi der Dupinsche Kegelschnitt eines 
Ellipsoids ahnlich ist der Schnittellipse, welche die zur betreffenden 
Tangentialebene parallele Diametralebene erzeugt, also im vorliegenden 
Falle einer Ellipse von den Halbachsen e senkrecht zum Hauptschnitt 
und s’ im Hauptschnitt, wo s’ der zur Strahlengeschwindigkeit s des 
Achsenstrahls konjugierte Halbmesser des Meridianschnitts der Strahlen- 
fliche ist (siehe Fig. 69); ferner, daf der Winkel zwischen den durch 


4 
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irgend zwei konjugierte Durchmesser der Dupinschen Ellipse 1 gehenden 
Fokalebenen gleich ist dem Winkel zwischen den Projektionen jener 
konjugierten Durchmesser auf die zu s senkrechte Ebene , und dab 
diese Projektionen selbst konjugierte Durchmesser der durch Projektion 
der Dupinschen Ellipse auf letztere Ebene entstehenden Ellipse Z’ sind, 


Fig. 69. Fig. 70. 


Die Halbachse der Ellipse ZL’ senkrecht zum Hauptschnitt ist nun 
wieder =e, und diejenige im Hauptschnitt gleich der zu s’ gehirigen 
Normalen n’ (die aber im allgemeinen nicht die zu s’ gehérige Wellen- 
normale ist), und diese letztere steht nach einem bekannten Satze 
tiber den Inhalt der einer Ellipse umschriebenen Parallelogramme zu 
s in der Beziehung 


Hs ist folglich die fiir die Winkel zwischen den Fokalebenen mab- 


gebende Ellipse ahnlich derjenigen von den Halbachsen e und ne 


oder s und o (siehe Fig. 70). Nun ist, wie aus Fig. 69 ersichtlich, 
der spitze Winkel zwischen zwei konjugierten Durchmessern das 
Komplement desjenigen zwischen dem einen von ihnen und der zu- 
gehérigen Normale, und sein kleinster Wert, welcher eintritt, wenn 
die konjugierten Durchmesser symmetrisch zu den Hauptachsen liegen, 
bestimmt sich demnach (wie aus aus Gl. (6), Kap. I folgt) durch 


(8) tg-> =, (falls s>0), beaw. = —(falls s <0). 


Die Abweichung des Winkels 4 von 90° erreicht ihr absolutes 
Maximum fiir ein senkrecht zur optischen Achse sich fortpflanzendes 
Strahlenbiindel, wie auch direkt aus der Uberlegung zu schlieBen ist, 
daB in den Punkten der Aquatorebene der a. o. Strahlenfliche die 
Exzentrizitait der Dupinschen Ellipse am gréften wird. Der betreffende 
Wert von 7 ist 
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(87) 7 = 2 arctg <, 


unterscheidet sich also, zufolge den Formeln (6) und (7) des Kap. I, 5. 24, 
von 90° um den Winkel t,,, d. h. um die maximale Neigung des 
Strahles gegen die Wellennormale; in der Tat ist der Dupinsche 
Kegelschnitt ja im vorliegenden Falle ahnlich dem Meridianschnitt 
der Strahlenfliche, und zwei konjugierte Durchmesser des letzteren 
bilden miteinander einen Winkel, welcher das Komplement der Ab- 


weichung des Strahls von der Wellennormale ist. 


* 


6. Beobachtungen von Quincke. Die im yorstehenden behan- 
delte Kummersche Theorie der Brennlinien diinner Strahlenbiindel in 
kristallinischen Medien hat Quincke*) an planparallelen Platten von 
Kalkspat und Arragonit einer experimentellen Priifung unterzogen, 
indem er es so einrichtete, daf die beiden Brennlinien jedes Strahlen- 
biindels auf die Begrenzungsfldichen der Kristallplatte fielen und dem- 
nach, wenn letztere durch Bestreichen mit einer Harzlésung bezw. 
durch Behauchen matt gemacht waren, objektiv sichtbar waren. Um 
dies zu erreichen, erzeugte Quincke aus einem von einer feinen Offnung 
kommenden gewohnlichen Strahlenbiindel mittels einer gegen dessen 
Achse geneigten Linse ein astigmatisches Biindel 1. Art und lief das- 
selbe horizontal so auf die Kristallplatte fallen, daB seine erste, verti- 
kale Brennlinie auf der Hintrittsfliche lag. Da der Abstand der Brenn- 
linien voneinander mit der Neigung der Linse zunimmt, so konnte 
durch Drehung der letzteren (um eine vertikale Achse) bewirkt werden, 
daB die zweite Brennlinie eines der beiden Strahlenbiindel, welche im 
Kristall aus dem einfallenden Biindel entstehen, auf die Austritts- 
fliche zu legen kam. Ubrigens sind bei nicht sehr dicken 
Platten die Brennlinien beider Strahlenbiindel gleichzeitig auf der 
Austrittsflache sichtbar, so da ihre Neigung gegeneinander direkt 
gemessen werden konnte. Diese Messung geschah mit Hilfe eines, 
parallel zu seiner Achse und zu den einfallenden Strahlen verschieb- 
baren und um seine Achse in meSbarer Weise drehbaren Mikroskops, 
in dessen Okular sich ein Glasmikrometer mit zwei zueinander senk- 
rechten Liniensystemen befand. Indem die erste Brennlinie zuniichst 
(vor Hinschaltung der Kristallplatte) auf einer Glastafel aufgefangen 
und das Mikroskop auf sie eingestellt wurde, konnte auch die 
Neigung der zweiten Brennlinie jedes Strahlenbiindels gegen die erste 
gemessen werden. 


1) G. Quincke, Berliner Akad.-Ber. 1862; Pogg. Ann. 117 (1862), p. 563. 
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Die Beobachtungen an Kalkspat ergaben in Ubereinstimmung mit 
der Theorie, da die zweite Brennlinie 0 des ordentlichen Strahlen- 
biindels stets genau senkrecht zur Brennlinie J auf der Hintritts- 
fliche — also bei der erwihnten Versuchsanordnung horizontal —, 
dagegen die zweite Brennlinie / des auSerordentlichen Strahlenbtindels 
je nach dem Winkel @, den der Hauptschnitt der Platte mit J bildete, 
unter verschiedenen Winkeln gegen 0 
geneigt war, wie nebenstehende Figur fiir 
gy = 0, 45°, 90°, 135°... zeigt. (Die- 
selbe bezieht sich auf eine Spaltungs- 
platte, wo das auBerordentliche Strahlen- 
biindel beim Drehen der Platte um ihre 
Normale um das ordentliche herumwan- 


dert; bei einer zur Hauptachse parallelen 
Platte wiirden die Achsenstrahlen beider 
Biindel zusammentfallen, also die Brenn- 
linien O und F sich stets schneiden.) 
Fiir das Maximum des Neigungswinkels (90° — 7) ergaben die Mes- 
sungen an Spaltungsplatten im Mittel 3°22’, an zur Hauptachse 
parallelen Platten 6°17,4’, wihrend aus der Theorie nach der Formel 
(8*) die Werte 2°55° bezw. 6°14,2" folgen. 

Die Beobachtungen an Arragonitkristallen, wobei der Achsenstrahl 
senkrecht zu den Basisflachen (also parallel zur Halbierungslinie des 
spitzen Winkels der Binormalen oder zur Z-Achse unseres Koordinaten- 
systems) einfiel, zeigten, daB beide auf der Austrittsfliche legende 
Brennlinien im allgemeinen von der zur ersten Brennlinie Senkrechten 


nach entgegengesetzten Seiten abwichen und im Maximum gegen- 
einander um 10°42’ bis 12°36’ geneigt waren. Die Theorie ergibt 
hier fiir die von 90° am imeisten abweichenden Winkel jener Brenn- 
linien gegen diejenige auf der Hintrittsflache: 


os g ; = ¢ a ~09,) 
7 — 2 arctg — — 84°28’, , = 2 arctg = — 95°24, 


woraus fiir ihre gegenseitige Neigung der Wert 10°56’ folet. Hs 
besteht also auch hier, wie beim Kalkspat, befriedigende Uberein- 
stimmung zwischen den Ergebnissen dieser mit erheblichen Schwierig- 
keiten verbundenen Messungen und der Theorie. 

Bei Anniherung der Richtung der Strahlenbiindel an die bi- 
rgdialen mu sich infolge des singulairen Verhaltens der Kriimmung 
der Strahlenfliche auch die Neigung der Brennlinien rapide ‘Andern. 
Da nimlich der Dupinsche Kegelschnitt der fuferen Schale der 
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Strahlenfliche bei Anniherung an einen singuliren Beriihrungskreis 
der Strahlenfliche zuniichst eine sehr gestreckte Ellipse wird und bei 
Uberschreitung derselben in eine Hyperbel iibergeht, so wird in dem 
der fiuBeren Schale entsprechenden Strahlenbiindel die Neigung der 
zweiten Brennlinie gegen die erste alle Werte zwischen 90° und 0 
annehmen kénnen, und innerhalb des Kegels der inneren konischen 
Refraktion wird die zweite Brennlinie ganz verschwinden. Dieses 
abnorme Verhalten wurde ebenfalls yon Quincke nachgewiesen, indem 
er den Arragonitkristall wm eine zur Ebene der Biradialen senkrechte 
Achse drehte, so daB die Richtung der gebrochenen Strahlenbiindel 
in dieser Ebene variierte. 


Siebentes Kapitel. 


, 


Physikalisches Problem der Reflexion und Brechung: 
Intensitits- und Polarisationsverhiltnisse der reflektierten und ge- 
brochenen Wellen. 


1. Grenzbedingungen der elektromagnetischen Lichttheorie. 
Wiahrend bei unseren bisherigen Betrachtungen iiber die Reflexion und 
Brechung an den Grenzflichen kristallinischer Medien, wobei es nur 
auf die Richtungen der reflektierten und gebrochenen Wellen bezw. 
Strahlen ankam, als Grundlage die Huygens-Fresnelschen Gesetze der 
Lichtfortpflanzung in Verbindung mit dem Huygensschen Prinzip 
ausreichten, erfordert die theoretische Untersuchung der Jntensitiits- 
verhdltnisse der reflektierten und gebrochenen Wellen, sowie diejenige 
des Polarisationszustandes derselben in eimem angrenzenden isotropen 
Medium die Heranziehung irgend emer Theorie der Lichthewegung, 
welche gestattet, Grenzbedingungen aufzustellen, denen der Lichtvektor 
an der Trennungsebene zweier Medien geniigen muf. 

Nattirlich kénnen nur solche Theorien in Betracht kommen, deren 
Differentialgleichungen fiir das Innere jedes Mediums in einwandsfreier 
Weise auf die Huygens-Fresnelschen Gesetze fiihren. Da wir aber in 
Kap. III sahen, da dieser Forderung Theorien von sehr verschieden- 
artiger Grundlage geniigen, so wird auch die Behandlung des Reflexions- 
problems eine verschiedene sein kénnen, je nachdem man die eine oder 
andere dieser tiberhaupt zulassigen Lichttheorien zugrunde legt. 
Auch hier, bei Aufstellung der Grenzbedingungen, erweist sich nun 
die elektromagnetische Lichttheorie den mechanischen iiberlegen, inso- 
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fern sie nimlich ein fiir die Lésung des Problems der Reflexion und 
Brechung ausreichendes. System von Grenzbedingungen ohne besondere 
neue Annahmen liefert, wiihrend soleche Annahmen von mehr oder 
weniger bedenklicher Begriindung in den mechanischen Theorien 
notwendig sind. Da iiberdies, wie schon in Kap. III erértert, die 
elektromagnetische Theorie die wichtigsten mechanischen formell in 
sich umfaBt, je nach der elektromagnetischen Zustandsgréfe, die man 
als Lichtvektor deutet, so wollen wir uns hier auf die Behandlung 
des Problems nach der elektromagnetischen Theorie beschrinken. 
Die Grenzbedingungen werden dann durch die beiden Siitze der Theorie 
des elektromagnetischen Feldes geliefert, daf beim Durchgang durch 
die Trennungsfldche zweier verschiedener Medien die der letzteren paral- 
lelen Komponenten sowohl der elektrischen als der magnetischen Feldstdrke 
stetig bleiben (also in unendlich kleinem Abstand beiderseits der Grenz- 
fliche iibereinstimmen). Diese Bedingungen sind auch aus den Haupt- 
gleichungen selbst ableitbar, da diese auch fiir ehomogene Medien 
giiltig sind und daher auf die sehr diinne Ubergangsschicht, durch 
welche man sich die Grenzfliche der beiden Medien jedenfalls ersetzt 
denken kann, angewendet werden diirfen. Zum Zwecke dieser Ableitung 
wollen wir die Z’-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
X’ Y’ Z senkrecht zur Grenzfliche an der gerade betrachteten Stelle 
annehmen. Dann bleiben die Differentialquotienten saimtlicher Ield- 
komponenten nach 2 und y von selbst stetig, wenn man den be- 
trachteten Punkt in die Ubergangsschicht riicken und diese unendlich 
diinn werden laBt. Damit bei diesem Grenziibergang auch samtliche 
Differentialquotienten nach der Zeit endlich bleiben (was: bei periodi- 
schen Zustinden notwendig ist, wenn die Feldkomponenten selbst 
nicht unendlich werden sollen), miissen zufolge den Hauptgleichungen 
(6), Kap. IIL, (S. 78), demnach noch die Bedingungen erfiillt sein, dab 


AYA 


die darin yorkommenden Differentialquotienten nach 2’: 
OY CXC OM. dL 
a2? Of? O@? Oa 
ebenfalls endlich bleiben. Dies ist aber bei unendlich diinner Uber- 
gangsschicht nur dadurch méglich, daf gilt 
(1) ee = tL, = a, = 
d. h. daB die tangential zur Grenzfliche liegenden Komponenten des 
elektrischen und magnetischen Feldes in gegentiberliegenden Punkten mu 
beiden Seiten der Grenzfliiche der Medien (a) und (b) tibereinstimmen, 
wie es in dem oben ausgesprochenen Satze behauptet wird. 


| 
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Wie wir in Kap. HI sahen, ist es fiir die aus den Differential- 
gleichungen der elektromagnetischen Theorie herzuleitenden Gesetze 
der Lichtfortpflanzung gleichgiiltig, ob man aus den urspriinglichen 
sechs Differentialgleichungen drei solche fiir die elektrische Feldstirke 
oder fiir die elektrische Verschiebung oder fiir die magnetische Feldstirke 
ableitet. Analoges gilt natiirlich auch fiir die Grenzbedingungen, und 
man hat also, solange es sich nur um die Higenschaften fortschrectender 
Wellen (aus denen man nicht eindeutig auf die Schwingungsrichtung 
schlieBen kann) handelt, auch beim Reflexionsproblem die entspre- 
chende Auswahl. Wir wollen hier die Betrachtung an die magne- 
tische Feldstirke ankntipfen, weil das Neumannsche Gleichungs- 
system, auf welches man dadurch kommt (siehe Kap. IL, 8. 81), zu- 
erst mit Erfolg zur vollstiindigen Behandlung des Problems der Re- 
flexion und Brechung benutzt worden ist'), und weil sich fiir den 
magnetischen Vektor — den wir, da er in die Polarisationsrichtung 
fallt, den Polarisationsvektor nennen wollen — gewisse besonders 
‘einfache geometrische Beziehungen ergeben. 

Bezeichnen wir die Komponenten des Polarisationsvektors (unter 
Fortlassung des das Koordinatensystem charakterisierenden Index ’) 
mit u,v,w, so haben wir also nach Gl. (1)—(4), Kap. III, die 
Differentialgleichungen: 


9 COOP @ (aP 
. ae — G7(3q) — Bye) 
wobei P= $a, 8 +---+ a.n€+--- und z. B. y= - eee ist. 


Die beiden letzten Grenzbedingungen des Systems (1) lauten 
dann einfach: 4, —=4,, ©, = ,. 


Um auch die beiden ersten Grenzbedingungen in wu und v aus- 


zudriicken, berticksichtigen wir, da nach (10), Kap. HI, (8. 81), 


vad ro r , , r al ap A xe 1 NE 
XO = 68+ &.Y + €198 = way & + AY + a38/) = Ty? oo 


TS. pee te Pip , , ‘és yh 1 (re , / 1 ow 
VRS ee ant a qr (Mae & + M99 Y + a3. 8") = V2 ay” 
wo ‘8 dieselbe quadratische Funktion von %’, 9’, 9’ ist, wie P von 

1) F. Neumann, Theoretische Untersuchungen der Gesetze, nach welchen 
das Licht an der Grenze zweier vollkommen durchsichtiger Medien reflektiert und 
gebrochen wird. Berliner Akad. Abhandl. 1835, Math. Abt., p. 1—160. — Die 
Theorie, auf Grund welcher Mac Cullach wenig spiater das Reflexionsproblem 
behandelte [On the Laws of Crystalline Reflexion and Refraction, Dublin Trans. 
18 (1837), p. 31], stimmt mit der Neumannschen formell tiberein. 
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€,7,6, ferner, da& zufolge dem zweiten Tripel der Maxwellschen 


é co YY’ é : 
Gleichungen (6) "Mera ades a =— Vy wird, und daB aus der 
Gleichheit von (X’), und (X’ ch diejeni mes de 
(Xx) GX”), au lejenige von Gar un (Gall 


folgt und umgekehrt (da nur periodische Bewegungen in Betracht 

kommen). Daraus ergibt sich, da man die Bedingung X/ = X/ 
: oP oP 4. ays ' 

schreiben kann: ().- lead Das vollstiindige System der Grenz- 

bedingungen fiir eine zur Z’-Achse senkrechte Trennungsebene der 

beiden Medien (a) und (6) lautet somit’): 


; oP oP oP oP 
: wy oa (‘ ) * (< ) ( ) sd (=) 
( ) Ug Uy, Vy Vy, a), 6é),? On) a ond» 


Mit Bentitzung der beiden letzten Gleichungen folgt aus der 
dritten Hauptgleichung, wenn man sie anwendet-auf die beiden Seiten 


der Grenzfliche, Ys bs 
Cis), a (Ge), 


und also fiir periodische Schwingungen auch 


0, = ,. 
Diese Bedingung kann daher eine der beiden letzten Grenz- 
bedingungen vertreten, so daf man z. B. auch das System benutzen 
kann: 


(ss “s Ke af oes cs oP oP 
@ ) Weg Mg TU On Wai Wy, (5). ae (4). 
Es sei noch bemerkt, da8 man auch, unter Beibehaltung der 
beiden letzten Bedingungen (1’), eine der beiden ersten durch die aus 


ihnen unmittelbar hervorgehende Gleichung €,=&, ersetzen kénnte. — 
Wenn wir nun die Voraussetzung einfiihren, daB auf die Grenzebene 

eine zur Y’-Achse parallele ebene Welle einfallt, also die 7’ X’- Ebene 
die Hinfallsebene sei, so sind auch die gebrochenen und reflektierten 
Wellen zur Y’-Achse parallel, und folglich alle Komponenten uw, v, w 
unabhingig von y’, wodurch die vierte der Gleichungen (1”), ausfiihrlich 
geschrieben, folgende Gestalt annimmt: 
tay Ov Ow Ou Ov -atlk 
"2 We [ue 5g +3 gape) Us = 
Bei der Anwendung der Grenzbedingungen haben wir zu_be- 


achten, da jede der Komponenten w,,---W, sich aus so vielen 
i aie te = 
1) Diese Form hat G. Kirchhoff (Berl. Akad. Abh. 1876, p. 78) den Grenz- 
bedingungen der Neumannschen Theorie gegeben. 
Pockels, Kristalloptik. 12 


of (eo 53) ne S| 
1A  12\ Ga" Be’ 31 Oar’ |,” 
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Summanden zusammensetzt, als die Anzahl der in dem betrefftenden 
Medium sich fortpflanzenden Wellen betrigt; dies sind, wenn beide 
Medien kristallinisch sind und die einfallende Welle vom Medium (a) 
her kommt, in diesem im allgemeinen drez, nimlich die einfallende 
und zwei reflektierte, im Medium (6) dagegen zwei gebrochene Wellen. 

Die verschiedenen Wellen in demselben Medium mégen, wie in 
Kap. IV, durch untere Indizes unterschieden werden, wobei sich der 
Index , auf die einfallende Welle beziehen soll. Dagegen wollen wir 
weiterhin, um auch darin die Ubereinstimmung mit der Bezeichnungs- 
weise des Kap. IV zu wahren und die Indizes nicht zu sehr zu haufen, 
nur die auf das erste Medium — in welchem das Licht einfallt — 
beztiglichen GréBen mit oberem Index °, die auf das zweite Medium 
beztiglichen dagegen ohne oberen Index schreiben. Dann gilt also z. B. 


adi Fs 0 0 ery 
(3) w=u +u2+4,°, w= u, + Ue, 
und analog sind die beiden anderen Komponenten des Polarisations- 
vektors zusammengesetzt. 


2. Integration der Differentialgleichungen. Berechnung der 
Richtungen und Polarisationsazimute der Wellen. Die Komponenten 
des Polarisationsvektors in fortschreitenden, ebenen Wellen mit kon- 
stanter Amplitude werden, ebenso wie die Schwingungskomponenten 
(vergl. Hinleitung, § 6, 8.11), allgemein durch trigonometrische Funk- 


3 e Qn yp otviy +», 2 
tionen eines Argumentes von der Form a (¢ Bae ) A oder 
qd 


durch den reellen Teil einer Exponentialfunktion, deren Exponent 
dieses Argument multipliziert mit i = /— 1 ist, dargestellt. Soll die 
Welle linear polarisiert sein, so miissen die Konstanten A fiir ihre 
drei Komponenten gleich sem. Man wiirde z. B. fiir die einfallende 
Welle allgemein den Ansatz zu machen haben: 


ef OS NO DUN 0 SE Cama Suthie Ol ee ORG 
Uy = Er oPo> Yo = U3, 0Po, Wo = U3 0Po> 
elt ree se tt) HAS 
q° J 
270i (: _ 02 19°! + 175° *) | 
a, 0 TE Rea Sie 70) va ait oO 
_ [A e ay! ee 3 [> 
worin die uw} die Richtungskosinus und A,° die (stets als absolute 
GréBe gerechnete) Amplitude des Polarisationsvektors, g° die Geschwin- 
Bee eh) Vein dinaMngs eS, 
digkeit, v,°, v,°, v,° die Richtungskosinus der Wellennormale bezeichnen; 
von letzteren ist zufolge der Wahl des Koordinatensystems Ve i0) 
Tbe Ae ‘ Sagat oe , 
und y,°= sin 7, v,°= cos 7, wenn wir die positive Z’-Achse ins zweite 


(4) 
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Medium hineingerichtet annehmen und unter 7, wie friiher, den Hin- 
fallswinkel verstehen. Dieser Ansatz ist nun in die Hauptgleichungen 
(2) fiir das erste Medium einzufiihren, welche hier die spezielle Form 
annehmen: 


oe? u° C 
anda ay ae6 + W327 + 4336), 
OM eee (ad, + Allert 0 C0 ¢ 0 0 
(2") aft A315 + A334 + A336) — De (ai,§ + afen + 43,6), 
07 w? aw 
era ae Wore igo Gea 17 as 6)) 
BOT RAN, PRL NE ty OP Ae 
wobei & ag? PY da Toate Fa? ist. 


Man erhilt dann drei Gleichungen zur Bestimmung von q°® und 

der Verhiiltnisse gw? : 429: W§- Durch Elimination der letzteren er- 
gibt sich fiir g° die quadratische Gleichung: 
(5) (q® —a,) (q® —a®, cos?i—a?, sin?i-+2 a2, sini cos?) = (a2, sini—a®, cos)» 
welche wir tibrigens auch direkt aus der auf das allgemeine Koordi- 
natensystem bezogenen Gleichung der Indexfliche (Gl. (4°) oder (4%, 
Kap. IV, 8. 98) hatten ableiten kénnen. 

Zur Berechnung der Richtung von p® kann man dann usar 
eine der erwiihnten drei Gleichungen wihlen, z. B. die aus der ersten 
der Hauptgleichungen (2’) mit Riticksicht auf die Relation uf, sin ¢ 
+ U3) cos 7 = 0 hervorgehende: 


ae uy o(g” "— ay) = po Bes COs a sin — ieig cos? 4). 


Bezeichnet man gemifi nebenstehender Figur 
(72) das Azimut der Polarisationsebene ‘$ 
der Welle W gegen die Hinfallsebene 7’ X’ 
mit y, und setzt also uf) = — cos? cos y, 
wy —siny, wi, =sinicosy, so ergibt 
vorstehende Gleichung: 


Eee) 
(6) tg a) = —— Mees 


GY. COS i — Ags Sin t 


Auch diese Gleichung sagt nichts aus, 
was nicht schon in den im Kap. II aus der 
Fresnelschen Konstruktion, sowie in Kap. II, § 3 aus den Differential- 
gleichungen der elektromagnetischen Theorie abgeleiteten Gleichungen 
((6), Kap. II, 8. 35) fiir die Richtungskosinus des Schwingungsvektors 
enthalten wiire, nur daB jene auf das optische Symmetrieachsen- 


system bezogen waren. In der Tat dienen ja die Gleichungen (5) 
ley 


Fig. 72. 
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und (6) nur dazu, bei gegebener Fichtung der einfallenden Welle 
deren Geschwindigkeit und Polarisationsazimut zu ermitteln. Wir 
betrachten von nun an diese Bestimmungsstiicke der Welle als ge- 
geben, und zwar, wenn das Medium (0) kristallinisch ist, als eime der 
beiden Lésungen jener Gleichungen, wahrend in dem fiir die spitere 
Anwendung wichtigeren Falle, daB die Welle in einem ‘sotropen Me- 
dium einfillt, ihre Geschwindigkeit von vornherein bekannt ist, ihr 
Polarisationsazimut aber willkiirlich vorgeschrieben werden kann (da 
der Wert von tg p laut Gl. (6) dann unbestimmt wird). 

Wenden wir uns nun wieder zum Problem der Reflexion und Bre- 
chung, so haben wir fiir die Komponenten des Polarisationsvektors jeder 
der reflektierten und gebrochenen Wellen, die aus der gegebenen (linear 
polarisierten) einfallenden Welle hervorgehen, Ansatze von der Form (4) 
zu machen. Aus den Hauptgleichungen fiir jedes Medium folgen dann 
fiir die Geschwindigkeiten g, und Polarisationsazimute ~, der ein- 
zelnen Wellen Gleichungen von der Form (5) und (6), worin aber 
die Konstanten a,, fiir die beiden Medien verschiedene Werte haben, 
und an Stelle von 7 die Winkel r? bezw. r, (h = 1, 2) treten, welche 
die beiden reflektierten und gebrochenen Wellennormalen mit dem 
Hinfallslot (der Z’-Achse) bilden. Diese Winkel sind jetet aber nicht 
gegeben; sie bestimmen sich vielmehr erst mit Hilfe der Gyrenz- 
bedingungen. Damit niamlich diese, also die Gleichungen (1”), 
worin gemaiB (3) uw®° = Zu?,...w=Zu, ete. ist, durch die Ansitze 
von der Form (4) fiir 2 =O und fiir alle Werte von x bestehen 


k6nnen, mu der Quotient es fir alle einzelnen Wellen denselben 
Wert haben, also gleich dem gegebenen, der einfallenden: Welle ent- 
sprechenden Werte Sh sein. Dies ist das schon in Kap. IV, § 2 aus 


dem Huygensschen Prinzip abgeleitete alleemeine Brechungsgesetz der 
Wellennormalen. Fiihren wir nun den hiernach fiir alle vier Quo- 
sin z 
q° 
statt 2 gebildete) Gleichung (5) ein, so geht sie nach einfacher Um- 
formung itiber in 


: sinr ; are aay: 
tienten ~,  gememsamen, durch gegebenen Wert =| in die (fiir + 


(T) [og + (a9 — h) tg? r] [a,, — 2ay, tg r + (agg — h*) tg? | 
= (Gye — Gag tg r)’ (1 + tg? 7), 
wobei ftir das erste Medium die Konstanten a,, mit dem oberen 


Index ° gu versehen wiren. Dies ist aber genau die Gleichung (5), 
welche wir in Kap. IV, 8. 98 aus der Konstruktion der reflektierten 
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und gebrochenen Wellennormalen mit Hilfe der Indexfliche abgeleitet 
hatten. Wir wollen. weiterhin den Fall voraussetzen, dab die 
Gleichung (7) fiir beide Medien lauter reelle Wurzeln hat; dann sind 
r°,7° bezw. r,,7r2 diejenigen von den vier, jedem Medium ent- 
sprechenden Wurzeln, welche fiir unser Problem physikalische Be- 
deutung haben, nimlich die von der Grenzfliche z’ = hinweg in die 
beiden Medien sich fortpflanzenden Wellen liefern. Ferner erhalten 
wir durch Hinsetzen von g—ksinr in (6) (mit Fortlassung des die 
zwei Medien unterscheidenden Index): 


, atk —a,,) ter, = ayy 

©) a (a,.—dy, te) V1 + tg? 7, 

welche Gleichung zur Bestimmung der Polarisationsazimute der reflek- 
tierten und gebrochenen Wellen dient, nachdem deren Richtungen, 
d. h. die Winkel »,, aus (7) berechnet sind. 

Damit ist der geometrische Teil des Problems erledigt, zu dessen 
Lésung wir bereits in Kap. IV ohne Benutzung der Grenzbedingungen 
gelangt waren. Notwendig sind letztere nun aber fiir den noch ~ 
tibrig bleibenden Teil der Aufgabe, d. i. die Berechnung der Ampli- 
tuden -A,°, Az°, A,, Ay der vier entstehenden Wellen, sowie ihrer Phasen 
A,° bezw. A,. 


3. Berechnung der Phasen und Amplituden. Fiihren wir den 
Ansatz (4) und die analogen fir die reflektierten und gebrochenen 
Wellen in die Grenzbedingungen (1”*), (1”"), (1°) und (1°) ein, so 
folet zunachst, da die von ¢ und den Koordinaten abhingigen Teile 
der Argumente des cos nach dem Vorhergehenden fiir alle Wellen 
iibereinstimmen, da dies auch fiir die konstanten Glieder A der Argu- 
mente gelten muB; denn nur dann kénnen sich die von ¢ und @ ab- 
hingigen Faktoren in allen einzelnen Gliedern der Grenzbedingungen 
fortheben. Die Gleichheit der A besagt, daB die bei der Brechung und. 
partiellen Reflexion entstehenden Wellen in der Grenzfliche selbst keine 
Phasendifferenz gegen die einfallende Welle besitzen. Hs folgt hieraus, 
da aus einer einfallenden linear polarisierten Welle auch bei der Re- 
flexion in einem isotropen Medium, wo die beiden reflektierten Wellen 
gleiche Geschwindigkeit haben und sich also zu einer einzigen zusammen- 
setzen (siehe unten), stets wieder eine linear polarisierte hervorgeht.*) 


1) In Wirklichkeit gilt dies in Strenge nur fiir die Reflexion an frischen 
Spfltflaichen; die bei Benutzung anderer Flichen auftretenden Abweichungen sind 
auf fremde Oberfldchenschichten zurtickzufiihren. Vergl. P. Drude, Wied. Ann. 
36 (1888), p..532, 865; 38 (1889), p. 265. 
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Die allen Wellen gemeinsame Konstante A des Ansatzes (4) kann 
nun natiirlich gleich Null gesetzt werden, indem man iiber den Null- 
punkt von ¢ passend verfiigt. 

Nunmehr liefern uns die Grenzbedingungen vier Gleichungen 
zwischen den Amplituden von folgender Form: 


Se A? = tr Ans 


dap Oins N01 ook 
> uh Ay ->! Me An, 


(9) we Ae => bs Any 


Sy INS ; 
pe 0 0 ae aq OV 7% 0 Oi ae oO 0 
> q? | us (ad, cos 7,’ — as, sin r,’) — a, (hi COST, — Ug , SINT; ye 


t 


= An { Uy , (Az, COS 7, — Gg, SIN 7,,) — Ay (Uy , COS 7, — Mg , SIN”,) } 
é q, (2 aWAs h 3, Su, 12 Ud 7, an U3,n a) S? 
U 


worin die Summen auf der linken Seite iiber die einfallende und die 
beiden reflektierten (¢ = 0, 1, 2), diejenigen rechts tiber die gebrochenen 
- Wellen (h = 1, 2) zu erstrecken sind, und r$ mit dem Hinfallswinkel 7 
identisch ist. Fiihren wir die Polarisa- 
tionsazimute der einzelnen Wellen 7,°, w, 
gegen die Hinfallsebene in dem durch 
X' Fig. 72, 8.179 definierten Sinne ein — 
so daB sie fiir die in Fig. 73 gezeichnete 
Lage der Wellennormalen FE, Rk, D und 
Polarisationsrichtungen E, P, A im der 
Hinfallsebene gleich x zu setzen sind —, 
so bestehen (wie aus Fig. 72 abzulesen 


Fig. 73. 


ist) die Relationen: 


Ogee a) 0 0 = nA 0 eee Ones 

Uy, = — cosy, Cosr,, Us;=s8INY;, U2;= cosy; smr;, 
= 1 —q OF 1 . 

Uy ,= — COSY, COST,, Uo, =SMY,, Us, = COS Y, SIN 7, 


und nach Ersetzung der q,°,q, durch die ihnen proportionalen sin 7,°, 
sin 7, kann man die Gleichungen (9) schreiben: 


(oe) >a, cos 7, cos ,)° = A, cosr, COs w,), 
9) H(A, sin w,)° = SIA, sin w,), 
(oo) =i sin 7, COs p,)° = = sin 7", COS w,), 


fee: 


iy Ay 0 > 
— Lani -(sin W, (4, COS 7, — My, Sin 7,) + yy COS |, 


— dy, sin r,) + dy, COs Y; aif 
(9°) 
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wobei der an die Klammern geschriebene obere Index ° den simt- 
lichen einzelnen Gliedern zukommt. 

Aus diesen vier Gleichungen kann man, nachdem die darin vor- 
kommenden Winkel + und ~ mittels der Gleichungen (7) und (8) 
berechnet sind, die vier Amplituden A,°, A,°,A,, A, durch diejenige 
A,’ der einfallenden Welle, welche gegeben sein mu, ausdriicken. 
Damit sind die Polarisationsvektoren der gebrochenen und reflektierten 
Wellen vollstiindig bestimmt. Die Formeln werden aber in dem all- 
gemeinen Fall des Ubergangs iiber die Grenze zweier kristallinischer 
Medien auBerordentlich kompliziert, und Beobachtungen hieriiber legen 
auch nur fiir einen ganz speziellen Fall vor, auf den wir weiter unten 
noch zuriickkommen werden. Zunichst wollen wir den fiir die Be- 
obachtung viel wichtigeren Fall behandeln, daB das Medium (°), in 
welchem das Licht einfallt, csotrop ist. 


4, Reflexion und Brechung an der Grenze eines isotropen 
Mediums gegen einen Kristall. Ist das Medium (°) isotrop, so redu- 
A 5 : 2 
OS 7 ON yO 0 OL ei yO et yO 
ziert sich a®, = a$, = a8, auf die Konstante q, a}, = a3, = a}, auf 0, 
und die beiden reflektierten Wellen fallen zusammen in eine einzige 
von der durch 7,°=7,° = x —7 bestimmten Richtung und vorlaufig 
noch unbestimmtem Polarisationsazimut. Hs gilt also: 
sin 7,°= sin 7,°=sin7,?—sin?, cos7,°=cos 7,° = — cos 7)’ = — Cost. 
Wir wollen jetzt zur tibersichtlicheren Unterscheidung der Wellen 
die Amplituden der einfallenden, reflektierten und der zwei gebrochenen 
Wellen mit E, P, A,, A,, ihre Polarisationsazimute mit ¢, e, 0,, 0, be- 
zeichnen, haben also in den allgemeinen Gleichungen (9) zu setzen 
cs esta ee ms ss 
Ay a A, =P, A, =0, Vi AN A, = A,, 
wre, 2° =0, = 9, = O,. 
; ; : -,8in??  sin?7 
Hierdurch gehen dieselben, wenn die letzte noch mit. = = A 
q h 
multipliziert wird, tiber in folgende: 


d0*) (Ecose—Peose)cosi=A, cosr, cos 0, + A, cos7, cos 0, =A, l, + Agl,, 
Cor) E sine +Psing=A, sind, +A, sind, =A, m, + A, mg, 


(10°) 


(Ecosé +P cose)sint=A, sinr, cos 0, + A, sinr, cosd, =A, n, + Ay 22, 
: Swit ete te : sin7’ ae TALS 

(102) (Esine—Psino)sin¢cosi=A, a > [ (4,1 C087, — 45, Sin’, )sind;+a,, cos 0; | 

; ; 1 


Pa AAS 


sin 1, 


i [ (ay, Cos ry — Ag, SiN 7g ) SIND, + Ay C08 0, | =A, p, + Apps, 


worin U,, m,,”,,p, und l,, m,, Mj, py Abktirzungen sind. 
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An Stelle der vierten Gleichung hat Neumann’) eine von ab- 
weichender Form benutzt, die er aus dem Prinzip der Erhaltung der 
lebendigen Kraft in Verbindung mit einer Beziehung, welche einen 
speziellen Fall der S. 64 abgeleiteten Potierschen Relation darstellt, 
gewonnen hatte. Dieselbe lautet, wenn 1,, 7, die Winkel zwischen 
den gebrochenen Wellennormalen und den zugehérigen Strahlen 
bezeichnen, 


(10’¢) (E sin e—P sin g) sini cosi=A, sin7, (cosr, sind, + sinr, tg t,) 

+ A, sin r, (cos 7, sin 0, + sin 7, tg T2) 
und geht aus (10°) hervor mittels des folgenden, von Kaemmerer’) 
abgeleiteten Ausdruckes fiir die Winkel r,: 


2 LR baas Arp. e . 
(G4, G) 6087, $n 0), — Ag, Sin Tr, Sin 6, + Ay, COS 0), 
= 
> sin 7 
q, 


BS 
h 

In den obigen vier Gleichungen sind E, ¢, 7, a1, d9, G3, als un- 
mittelbar gegeben, ¢,, 4,1, 72, 0,, 02 als mit Hilfe der geometrischen 
Gesetze der Doppelbrechung bekannt anzusehen, und sie reprasentieren 
somit vier lineare Gleichungen fiir die vier Unbekannten P, 9, A,, Ay. 
Von diesen interessieren uns vorwiegend die beiden ersteren: die 
Amplitude und das Polarisationsazimut der reflektierten Welle, welche 
der Beobachtung am leichtesten zuganglich sind. Auf ihre Bestimmung 
ist also die weitere Untersuchung zu richten. 

Bevor wir dazu iibergehen, sei noch bemerkt, da zwischen den 
oben eingefiihrten Faktoren /,, m,,”,, p,, mit welchen die Amplituden 
der gebrochenen Wellen in den Grenzbedingungen auftreten, eine 
einfache Beziehung besteht. Wendet man nimlich die Potiersche Rela- 
tion (Kap. II, Gl. (26)) auf die beiden gebrochenen Wellen an und 
driickt die Koordinaten der ihnen entsprechenden Punkte des Fresnel- 
schen und Indexellipsoids durch die Winkel 7,, 0,, 7, aus, so erhilt 
man die Gleichung *) 


(11) I,m, + ln, + mp, + mp, = 0. 


1) F. EK. Neumann, l.c. p. 103—108. 

2) P. Kaemmerer, Dissertation, p. 45—48. Das doppelte Vorzeichen von 1, 
entspricht den beiden Fallen, da8 der Strahl OS auferhalb oder innerhalb des 
rechten Winkels zwischen der Wellennormale ON und derjenigen Richtung liegt, 
welche ftir einen in der Richtung OWN blickenden Beobachter durch eine Drehung 
von -++ 90° (entgegen dem Uhrzeigersinne) aus der Polarisationsrichtung p, 
hervorgeht. 
3) A. Potier, Journ. de phys. (2) 10 (1891) p. 352; P. Kaemmerer, 
» ¢. p. 49) 
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5. Uniradiale Azimute. Laft man unter sonst unveriinderten 
Bedingungen das Azimut «¢ der einfallenden Welle sich andern, so hat 
dies fiir die gebrochenen Wellen nur eine Anderung der Amplituden 
A,, A, zur Folge, da ja die Azimute derselben durch ihre Normalen- 
richtung nach Gl. (8) schon mitbestimmt sind. Hs wird fiir spezielle 
Werte ¢,,é, von « eintreten, da entweder A, oder A, verschwindet, 
_und zwar gibt es je einen solchen Wert von « und des zugehérigen 0, 
denn die Gleichungen (10) sind linear in den vier Gréfen E sin «, 
E cos ¢, Psin g, P cos 9, welche sich, wenn A, oder A, verschwindet, 
proportional den tibrigen dieser Groen ergeben und somit durch ihr 
Verhiltnis tg «, und tg 0, (wo h=1 oder 2 ist) bestimmen. Man 
findet hierfiir aus (10*), (10°), (10°) und (10°) folgende Ausdrticke’): 


, sin? 7, tor 
te s, = cos(t — r,) ta 0 Se 
Sf ( ») tg 0, + sin (i+ 7,) cos 0,” 


(12) 


: sin? r, te ¢ 
= W Jiescie h 
tg 0;, vy SF cos(t os r,) tg 0, ae 


— sin(i—r,) cos, 

Nach Mac Cullagh nennt man diese Azimute ¢,, ¢, bezw. 0,, 0, die 
uniradialen Azimute der Polarisationsrichtungen der einfallenden und 
reflektierten Welle. Ist ¢—2«,, also A, =O, und zugleich A, = 1, 
so moégen die entsprechenden Amplituden der einfallenden und reflek- 
tierten Wellen, welche aus den so spezialisierten Gleichungen (10*) 


bis (10°) zu berechnen sind, mit EM po bezeichnet werden, ebenso 
fiir A, —0, A, =1 mit ES, PY. Dann ergibt sich im allgemeinen 
Falle, da die Gleichungen (10) in A, und A, linear sind, 
| BS BN a Shy ES a Ss A, = = iy, 
P= ees ‘i Pe ay PF a Py = Baek 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


| | 
(13) | 


: 1 1 1 Lye es 1) 1 
EO — Et? sin «,, Ey, — Epcos e,; PS =P)’ sing,, po” — PY cos @,, 


und also der Index , die zur Hinfallsebene senkrechte, , die zu ihr paral- 
lele Komponente der Amplitude des Polarisationsvektors bezeichnet: 

Sind nun Amplitude und Polarisationsazimut der einfallenden 
Welle, also auch E, und E, gegeben, so gestatten obige Gleichungen 
die Berechnung der entsprechenden Bestimmungsstiicke der reflektierten 
Welle, indem man zuniichst aus den beiden ersten Gleichungen A, 
und A, berechnet und die erhaltenen Werte in das zweite Gleichungs- 
paar einsetzt. Man erhilt: 


1) Mac Cullagh. lc. p. 51; F. Neumann, lc. p. 144. 
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DP, = (PES — PLELHE, (PPE — PPEN)E, 
DPS (Pe — Paes YE, (Px, Ex Po E»,)E,, 
worn D=E yar =F EY ist. 

Aus dem Vorstehenden ist ersichtlich, in welcher Weise die Hin- 
fiihrung der uniradialen Azimute die Rechnung erleichtert. Besonders 
fruchtbar erweist sich dieselbe aber durch die einfache geometrische 


Behandlung des Reflecionsproblems, welche von Mac Cullagh auf die 
uniradialen Azimute gegriindet worden ist, und zu welcher wir uns 


(14) 


jetzt wenden wollen. 

Zuniichst ergibt sich unmittelbar aus den drei ersten Grenz- 
bedingungen der Satz: Ist die cinfallende Welle in einem wniradialen 
Azimute polarisiert, so liegt thre Polarisationsrichtung (IL,) mat derjenigen 
(R,) der reflektierten und (D,) der gebrochenen Welle in einer Ebene, 
und die Amplitude der gebrochenen Welle ist die Resultierende aus den 
Amplituden der einfallenden und der reflektierten Welle. 

In der Tat sagen die drei ersten Grenzbedingungen (1”) hier, wo 
sie sich auf 


0  . On a0 0 oes 
Uy + Uy = Uy, Vt Ui =e, Wy, + Wy, = W,, 
oder 


Uy’ + Ul? = Uy , Uy + 0,9 = Ve, Wy + 0," = W, 
reduzieren, direkt aus, dafi der Polarisationsvektor p, der einzigen 
entstehenden gebrochenen Welle die Diagonale des aus den Polarisations- 
vektoren p,’, p,° der einfallenden und reflektierten Welle gebildeten 
Parallelogramms ist, — und dasselbe gilt fiir die Amplituden der drei 
Wellen, von welchen sich ja die p, in der Grenze nur durch einen 
gemeinsamen periodischen Faktor unterscheiden. 

Da die Polarisationsrichtung der gebrochenen Wellen bekannt ist, 
so ist durch obigen Satz eine Relation zwischen den uniradialen 
Azimuten der einfallenden und reflektierten Welle gegeben, deren 
analytischen Ausdruck man erhilt, indem man die Determinante der 
drei Gleichungen, welche aus (107), (10°), (10°) fiir A, =O oder 
A, =0 hervorgehen, gleich Null setzt, was nach einigen Umfor- 
mungen ergibt: 

(15) sin (i + 7,) tg «, — sin(¢ — r,) tg oe, = sin 27 te 0,. 

(Hine zweite Relation zwischen tg «, und tg @, ergibt sich durch 

Nullsetzen der Determinante der Gleichungen (10°), (10°), (10’2); aus 


der so erhaltenen Gleichung und der vorstehenden sind die Glei- 
chungen (12) abgeleitet.) 
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Die Ebenen ‘8,’, 8,’, welche nach obigem Satz durch die Rich- 
tungen H,, D,, R, bezw. E,, D,, R, hindurchgehen, werden nun niher 
bestimmt durch einen weiteren, von Mac Cullagh gefundenen Satz, 
der sie zu den gebrochenen Strahlen in Beziehung setzt. Da niimlich 
die Ebene ‘$8,’ durch D, hindurchgeht, so steht sie senkrecht auf der 
Schwingungsebene, d.h. der die Wellennormale und den Strahl ent- 
haltenden Ebene; ihre Lage ist demnach vollstindig bestimmt durch 
den Winkel x,, welchen ihre Normale P, mit derjenigen @, der ge- 
brochenen Welle bildet. (Siehe Figur 74, worin die Indizes , an 
@, D, E, S, P fortgelassen sind und Q° die einfallende Wellen- 
normale ist.) Nun ist im spharischen Dreieck PQ @° 


PQ=%, QO =i—r, und XPOM=—F+6,, KPOQ-F— 4, 
(da EH der Pol des Bogens PQ, D derjenige von PQ ist); folelich 
cotg 7, sin(¢ — r,) = tg «, cos 0, — cos(¢ — 7,) sin 0, 

oder mit Benutzung von (12): 


sin? 1, _sin® rf ba %, 


(16) cotgz,—tgr, sin (i + r,) sin(i — r,) tg t sin? ¢ — sin® r, tg qg?—¢ : 


Fig. 75. 


Der hierdurch bestimmte Winkel zy, laf{t sich nun in einfacher 
Weise geometrisch konstruieren. Hs sei (Fig. 75) OS der eine ge- 


brochene Strahl, W die Wellenebene, O@ = gq, die Wellennormale, 

P . Pe vinnt 2 Ne 
ON = as also N der zugehérige Punkt der im Verhiltnis g° = les) 
verkleinerten Indexflache. Dann ist 


02 
Qs aa Th tg Th» QN = en [a Gn» 
algo 


2 


a 


tg (QNS) = — 4 tg, 


Ciaed, 
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und nach (16) 
(GNSS) = > — tai 


folglich ist N S | OP und daher i Schnittlinie der Ebene von 
Strahl und Wellennormale mit der Ebene 3’. 
Die Ebene, welche durch den Endpunkt des Strahles und des 


zugehorigen Radiusvektors der (im Verhiiltnis q®’ verkleinerten) Index- 
flache senkrecht zur Ebene von Strahl und Normale gelegt werden 
kann, nennt MacCullagh!) die Polarebene des Strahls. Mit An- 
wendung dieser Bezeichnung kénnen wir die vorhergehenden Resul- 
tate in den Satz zusammenfassen: 

Die uniradialen Polarisationsrichtungen E,, I, der einfallenden 
und reflektierten Welle liegen in der Polarebene des gebrochenen Strahles, 
sind also die Schnittlinien dieser Ebene mit der einfallenden und reflek- 
tierten Wellenebene. 

Es sei hierzu bemerkt, daB bei zsotropen Medien, da der Winkel 
+ =0 wird, die Polarebene mit der Polarisationsebene des gebrochenen 
Strahles identisch wird, und. der vorstehende Satz —— da hier jedes 
Polarisationsazimut ein ,,uniradiales“ ist, insofern stets nur em ge- 
brochener Strahl entsteht — tibergeht in den folgenden: 

Die Polarisationsrichtungen der einfallenden und der an der Grenze 
zwerer isotroper Medien reflektierten Welle legen in der Polarisations- 
ebene des gebrochenen Strahls ; 
oder in einer zur Bestimmung der Polarisationsazimute der reflek- 
tierten und gebrochenen Welle geeigneten Form: 

De Polarisationsrichtungen der gebrochenen und reflektierten Welle 
liegen im der Ebene, welche die Polarisationsrichtung der einfallenden 
Welle und den gebrochenen Strahl enthalt. 

Beiliufig folgen aus diesem Satz leicht die bekannten Fresnel- 
schen Formeln fiir die Polarisationsazimute der an der Grenze zweier 
isotroper Medien reflektierten und gebrochenen Wellen: 

tg ¢ —t 
cos = r) cos mer =tgo 


6. Polarisationswinkel. Sind die zu einer gegebenen einfallen- 
den Welle gehérenden wniradialen Polarisationsazimute 0,, @, der re- 
flektierten Welle bekannt, so findet man aus dem beliebig gegebenen 
Polarisationsazimut « der einfallenden Welle dasjenige 9 der reflek- 
tierten, indem man den Polarisationsvektor der ersteren nach den 


ib) Is @: 7 BO 
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uniradialen Richtungen «,, ¢ zerlegt, aus den dabei erhaltenen Ampli- 
tuden E,, E, auf Grund der Formel (10) die entsprechenden. der re- 
flektierten. Wellen P,, P, berechnet und letztere, welche in die uni- 
radialen Polarisationsrichtungen 0,, 9, der reflektierten Welle fallen, 
zu ihrer Resultierenden P zusammensetzt. Andert man das Azimut «, 
so werden sich die Komponenten E,, E,, sowie P,, P, und folglich 
auch die Richtung von P, d. h. das Polarisationsazimut o der reflek- 
tierten Welle, ebenfalls andern, ausgenommen in dem Falle, dap die 
Richtungen von P,, P, kownzidieren, d. h. die beiden uniradialen Polari- 
sationsazimute 0,, 0, identisch sind. In diesem besonderen Falle, der 
fiir einen bestimmten Hintallswinkel eintreten wird, andert sich mit 
dem Polarisationsazimut der einfallenden Welle nur die Intensitdt der 
reflektierten, nicht ihre Polarisationsrichtung; die reflektierte Welle 
wird also auch dann in konstanter Richtung polarisiert sein, wenn 
sich die Polarisationsrichtung der einfallenden Welle sehr schnell in 
beliebiger Weise verandert; gemif$ der Vorstellung, die man sich von 
natiirlichem Lichte machen kann (siehe Hinleitung, § 5), wird dann 
also auch: natiirliches Licht durch die Reflexion zw linear polarisiertem. 
Man nennt daher den Hinfallswinkel, fiir welchen 9 von ¢ unabhangig 
wird, den Polarisationswinkel. Wir wollen ihn mit 7*, den zugehGrigen 
Wert 0, =o, mit o* bezeichnen. Letzterer bedeutet die Abwerchung 
der Polarisationsebene des durch Reflexion an der Kristallflache polari- 
sterten Lichtes von der Einfallsebene. 
Die Bedingung 0, = Q,, welche nach vorstehendem den Polari- 
sationswinkel bestimmt, lautet zufolge Gleichung (12): 
(17) cos (#47, )tgo,F Oe" 8% 
sin (7*—r,) cos 0, 


obi 
sin? ry tg, 
gin (t*—r,) Cos 0, 


= cos(i*+7,) tg 0 + 


Als geometrisches Charakteristikum ergibt sich aus dem 8. 188 
bewiesenen Satze, daB fiir einen unter dem Polarisationswinkel ein- 
fallenden Strahl die Polarebenen der beiden gebrochenen Strahlen 
die reflektierte Wellenebene in einer and derselben Geraden schneiden, 
was man auch so aussprechen kann: 

Der unter dem Polarisationswinkel reflektierte Strahl ist senkrecht 
zur Schnittlinie der Polarebenen der beiden gebrochenen Strahlen. 

Der Winkel, den diese Schnittlinie mit der Hinfallsebene bildet, 
ist die Abweichung 0%. 

Man erkennt leicht, daB aus vorstehendem Satze fiir die Reflexion 
ah der Grenze zweier isotroper Medien das bekannte Brewstersche 
Gesetz fiir den Polarisationswinkel folgt; denn, da hier die Polar- 
ebenen durch den gebrochenen Strahl hindurchgehen, so ist letzterer 
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selbst ihre Schnittlinie, und es folet als Bedingung fiir den Polarisa- 
tionswinkel, daB der reflektierte Strahl auf dem gebrochenen senkrecht 
steht, und zugleich ist ersichtlich, dab die Abweichung 9* Null cst. 

Ubrigens wird in der Regel auch bei der Reflexion an nicht 
sehr stark doppeltbrechenden Kristallen der unter dem Polarisations- 
winkel reflektierte Strahl anndhernd senkrecht auf den gebrochenen 
Wellennormalen oder Strahlen, und die Abweichung seiner Polari- 
sationsebene von der Hinfallsebene nur gering sein; denn aus der 
S. 188 gegebenen Definition der Polarebenen ist ersichtlich, daB deren 
Neigung gegen die Strahlen, zu denen sie gehéren, im allgemeinen 
von der GréBenordnung der kleinen Winkel zwischen Strahl und 
Wellennormale ist, und somit auch die Neigung ihrer Schnittlinie 
gegen die gebrochenen Strahlen selbst nur gering sein kann. Nur 
wenn das isotrope Medium, in dem das Licht einfallt, einen von den 
Brechungsindizes des Kristalls wenig verschiedenen Brechungsindex be- 
sitzt, werden zufolge Fig. 75 die Neigungen der Polarebenen gegen 
ihre Strahlen betrachtlich und kann infolgedessen dann auch die fiir 
die Kristallreflexion charakteristische Abweichung 0* der Polarisa- 
tionsebene des reflektierten Lichtes von der Hinfallsebene auffallig 
groBe Werte erreichen. Auf diesbeziigliche Beobachtungen werden 
wir unten noch zuriickkommen. 

Hs braucht kaum bemerkt zu werden, dafi die Abweichung o* 
in Strenge verschwindet, wenn die Hinfallsebene eine optische Sym- 
metrieebene des Kristalls ist; in der Tat wird dann die Polarebene 
des einen (,,ordentlichen“) Strahls parallel zur Hinfallsebene, die des 
anderen senkrecht zu derselben, und ihre Schnittlinie legt in der 
Hinfallsebene (ohne jedoch mit einem von beiden Strahlen zusammen- 
zufallen). Hs kann jedoch, wie Neumann (1. ¢. § 20) gezeigt hat, 
auBer dem Hauptschnitt der reflektierenden Flache auch noch andere 
Hinfallsebenen geben, fiir welche die Ablenkung 0* verschwindet. 

Man gelangt zur Definition des Polarisationswinkels auch auf Grund 
der Gleichungen (14), indem man die Bedingung dafiir aufstellt, daB 


das Verhialtnis p.» Welches das Polarisationsazimut der reflektierten 
p 


Welle bestimmt, von = unabhingig wird. Diese Bedingung ist: 
(PO EPS POEM) (POEs Py E\”) es. (pe es p) E) (Pe Eo) Po EM) 
wee Sd 8p 89S] 1 2 Po “Pi 81 Ps 82 Pr pi =3) ee Wps =s; 
oder 

(Pet — ePeD) (PPL — PLPL) <0. 
Der erste Faktor (das D der Gl. (14)) kann nicht verschwinden, da 
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dies Identitit der uniradialen Azimute der einfallenden Welle bedeuten 
wiirde; folglich ergibt sich die Bedingung fiir den Polarisationswinkel: 


(17) Pr Pa — Pe Pa = 0 

Dy" 89 VRS aes oe) 
welche wieder aussagt, daf die uniradialen Azimute 0,, 0, iiberein- 
stimmen. 


7. Beziehung zwischen den korrespondierenden Polarisations-- 
azimuten der einfallenden und refiektierten Welle. Aus den Glei- 
chungen (10) und (10°) erhiilt man, wenn man einmal A,, dann 
A, = 0 setzt; 


~ sin@-7,) sin (7, — 2) 
E; cos «, = A, cos 0, —.~——", P, cos a, = +... 
1 1 1 Hara forge a 1 0, = A, cos 0, mre ant 
sin (¢ + 1.) sin (7, — 2) 
Ex cosres——7A\~ coss0n- BN COSLOs = L\o.C ppm it EO 
¢ 2 2 Wsincty 1,2 Via Rpa Par Oz £08 0; sin 27 


Folglich 
E, cose, P,cosg,  sin(@i-+ 7), sin(@¢—1)_ 
E, cose, P, cose, sin(@@+r,) ° sin (@ —7r,) 


Es seien nun E,, E, die nach den uniradialen Azimuten genom- 
menen Komponenten der nach einem beliebigen Azimute ¢ gerichteten 
Amplitude E der einfallenden Welle, und ebenso P,, P, die Kompo- 
nenten der Amplituden der entsprechenden reflek- 
tierten Wellen. Dann gilt (siehe Fig. 76) 


E, sin(e—s,) P, _ sin(e — @) 


E, ‘sins, — 8)’ “P, sin (e, — @) 


und - 
E, cos ¢, tge—tge, P, cose, tgo—tgo. 
E,coss, tge,—tge’ P, cose, tge, —tge 


Fig. 76. 


Durch Einsetzen dieser Werte in die oben gefundene Proportion er- 
gibt sich nun folgende Beziehung') zwischen den korrespondierenden 
Werten von « und g: 

Btge+ D 


worin A, B, C, D bei gegebener Orientierung der spiegelnden Flache 
und Richtung der einfallenden Welle Konstanten sind, die nach- 
stehende Werte haben: 
A=M—WN, B=Nigo,—Migo,, C=—Migy+Niga, 
D= Mtg «, tg o, — N tg & tg o, 
wobei gesetzt ist: 
- ee ee 


~ gin(@g + r,)? sin (i — 1) 


1) F. Neumann, l.c. p. 51, 142. 
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Die Gleichung (18) hat die geometrische Bedeutung, dap die 
stimtlichen korrespondierenden Polarisationsebenen der einfallenden und 
der reflektierten Welle, welche man durch die einfallende und reflekteerte 
Wellennormale legen kann, zwei projektivische Ebenenbiischel bilden. 

Hieraus folgt unmittelbar, da die Durchschnittslinien korrespon- 
dierender Polarisationsebenen der einfallenden und reflektierten Welle 
einen Kegel zweiten Grades erfiillen, der durch die einfallende und 
‘reflektierte Wellennormale hindurchgeht'); ferner der Satz, dab es 
zwei zueinander senkrechte Polarisationsazimute der einfallenden Welle 
von der Art gibt, da die ihnen entsprechenden Polarisationsazimute 
der reflektierten Welle ebenfalls aufeinander senkrecht stehen. (,,Haupt- 
azimute* Cornus.) Ist der Hinfallswinkel gleich dem Polarisations- 
winkel, so artet der erwihnte Kegel in zwei Hbenen aus, von denen 
die eine durch den einfallenden, die andere durch den reflektierten 
Strahl hindurchgeht. 

Es wiirde hier zu weit fiihren, ausfiihrlicher auf die analytischen 
Entwicklungen Neumanns und die geometrischen Siatze Mac Cullaghs 
und Cornus iiber das Problem der Kristallreflexion einzugehen. Doch 
sei noch auf zwei Folgerungen hingewiesen, welche charakteristische 
Unterschiede der Kristallreflexion gegeniiber der Reflexion an isotropen 
Medien betreffen. 

Bei letzteren verschwindet die bei der (nicht senkrechten) Reflexion 
eines linear polarisierten Strahls im allgemeinen stattfindende Drehung 
der Polarisationsebene (9 — €) immer dann, wenn der einfallende Strahl 
parallel oder senkrecht zur Hinfallsebene polarisiert (¢ = 0 oder 90°) ist. 
Dies ist bei der Reflexion an Kristallen im allgemeinen nicht der Fall ; 
denn zufolge der Gl. (18) wird o nicht =O oder 90°, wenn ¢=O bez. 
90° ist. Es gibt jedoch bei einer gegebenen Kristallfliche gewisse 
Richtungen des einfallenden Strahls, fiir welche, wenn ¢=0 oder 90° 
ist, keme Drehung der Polarisationsebene eintritt; dieselben erfiillen, 
wie F. Neumann (in § 21 der mehrerwihnten Abhandlung) gezeigt 
hat, zwei Kegel dritter Ordnung. 

Zweitens findet auch bei der Refleaion unter senkrechter Inzidenz 
ee Drehung der Polarisationsebene statt; denn wenn man in diesem 
Falle die Azimute « und @ von einer der beiden zueinander senk- 
rechten Polarisationsebenen der gebrochenen Wellen an rechnet (so 
daB z. B. & = 9, = 0, & = 0, = 90° wird) und die den letzteren ent- 


1) Dieser Kegel ist eingehend untersucht von A. Cornu, Ann. Chim. Phys. 
(4) 11 (1867), p. 329 ff. 
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sprechenden Brechungsindizes mit »,, m, bezeichnet, so reduziert sich 
die Relation (18) auf: 
era) 0 
(18’) tego =tge- lim (57) = say Biko a 
ey 


welche Formel sich auch direkt daraus er eibt, da = C daa Schwd- 


My a 
chungsverhdltmis der Amplitude der Welle vom Speamaninal n, bei 
senkrechter Reflexion ist. Die gré&te Drehung tritt ein fiir tg « = as 
und hat den Betrag ite 

“o , fr _ ke 
(18") Cea Schacter ot 
Diese Drehung der Polarisationsebene bei senkrechter Inzidenz ist 
zuerst von Senarmont’) am Kalkspat beobachtet worden. Ferner 
liegen Messungen derselben von Cornu”) an einer Spaltungsfliche 
von Kalkspat und einer Pyramidenfliche von rhombischem Schwefel 
vor. Derselbe fand fiir (9 — é)max. an ersterer den Wert 3°17’, an 
letzterer 3°41’, wihrend die Berechnung die Werte 3°18’ bezw. 3°48’ 
ergibt. 


8. Spezialisierung fiir optisch einachsige Kristalle. Die Lage 
der optischen Achse gegen die Grenzfliche des Kristalls und die Hin- 
fallsebene sei durch die Winkel (7’7)=9% und das Azimut € der 
Ebene 7’Z gegen die Hinfallsebene in derselben Weise festgelegt, wie 
in Kap. IV, § 5, IL B, $8. 105. Setzt man die dort angegebenen Werte 
der Richtungskosinus @,, @--- in die Ausdriicke (30), Kap. I, § 19, 
fiir die Parameter a,, ein und setzt in diesen zugleich a=—b=o, c=e, 
so erhilt man fiir die in der Grenzbedingung (10°) vorkommenden 
GréBen ,,, %,, G4, folgende Werte: 


a,, = 0? + (e? — 0”) sin? & cos? €, 
(19) as, = (e? — 0”) sin & cos cos €, 
(yg = (e? — 0”) sin? & sin € cos &. 


Der Faktor von ae in (10°) wird also: 


h 
(20) o? cos r, sin 0, + (e? — 0”) sin & cos € - (sin & cos § cos r, sin 0, 
+ sin # sin £ cos 0, — cos # sin r, sin 0,). 


Beziehen wir den Index , auf den ordentlichen Strahl, so ist 0, der 
Winkel zwischen der Hinfallsebene und der durch den gebrochenen 
@é 


1) De Senarmont, Ann. Chim. Phys. (3) 20 (1847), p. 428. 
2) A. Cornu, Ann. Chim. Phys. (4) Il (1867), p. 384—385. 
Pockels, Kristalloptik. 13 
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ordentlichen Strahl Q, und die optische Achse Z gelegten Ebene, und 
man erhilt aus dem sphiarischen Dreieck 7’Q,Z (Fig. 77), wenn 
(Q,Z) = g, gesetzt wird, 


cos # = cos r, cos m, + sin 7, sin g, Cos 0,, | 
sin # sin ¢ 
sin 0, 


cos gy, = cos F cos7, + sin P sin, cos f, sin yy = 
(21) cotg # sin 7, = cos 7, cos € + sin § cotg 0,, 


? 


woraus ersichtlich ist, daB der mit 

(e? — 0?) sin # cos § 
multiplizierte Klammerausdruck verschwin- 
det. Somit reduziert sich der Ausdruck 
(20) auf o? cosr, sin 0,, oder der Faktor 
von A, in (10°) auf 


(22) *p, = sin 7, Cos 7, sin O,, 


was auch aus (10’°) folgt, wenn man darin, 
der Koinzidenz des ordentlichen Strahls mit 
Fig. 77. seiner Wellennormale entsprechend, t, = 0 


setzt. 
Fiir den Faktor von A, erhalt man zunichst: 


0? : : (Goma OE 5 
Py = es COS 7, SIN 7, SIN 05 oS re sin 7, Sin & cos €- 
2 2 


-{(sin # cos £ cos 7, — cos & sin r,) sin 0, + sin sin £ cos 0,}; 
beriicksichtigt man aber, dab 4g,” = 0? + (e? — 0?) sin? g,, ferner 
dy — - der Winkel Z’Q,Z (Fig. 77) ist, und daB daher aus dem 
Dreieck Z7’Q,Z (analog wie (20) aus Z’@,Z) die Relation folet: 
(21’) cotg # sin 7, = cos 7, cos § — sin £ te 0,, 


so li®t sich vorstehender Ausdruck zusammenziehen zu 


2 2 = 2 Mf 
; eS e*> — o* /sin* # sin € cos € ; ; j 
Pz =S1N7, COST, SN 0, + i ( Sept oe sin? pm, Cos 7, sin 0s) sins 
2 2 


. ; : 02 ene ; ' : : 
(22") =sinr, cos, sind, + q? nee (sin Fcos f+ sing, cos7, sind, )sin”, 


es asin hee DAN 
= sin 7, Cos 7, sin 0, + —s— Sin , Cos pp, sin? 75. 


Da nach Kap. I, § 4, GL. (5‘), in unseren jetzigen Bezeichnungen 
o?—e* . 
+g t, = ~q,? 81D Pe COS Hs 
12 
ist, so kann man schlieBlich auch schreiben 
(22”) Dy = SiN Tz (COS 7, sin J, + sin 7, tg T,), 


woraus die Ubereinstimmung mit (10’*) ersichtlich ist. 
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Fiir die uniradialen Azimute ¢,, y, der ordentlichen Welle erhalt 
man nun, indem man in (12) t, = 0 setzt, die Gleichungen: 
(23°) tg ¢, = cos (i — 7,) te Oy, 
(23°) tg 0, = — cos (7 + 7,) tg d,. 
Hierm kann man noch mit Hilfe der aus dem Dreieck 7Q,Z’ fol- 


genden Gleichung (21) tg 0, durch die unmittelbar gegebenen Gréfen 
v,, §, ® ausdriicken und erhilt: 


+ e 
23'* tg «, = cos (@— 7 ae 
( ) et ( i) sin 7, cotg # — cos 1, cos £’ 


ce tg 0, = — cos (7 + 7,) = sin ¢ 


sin r, cotg # — cosr, cos 


In den Ausdriicken, welche die Formeln (12) fiir tg «, und tg 0, lefern: 


0” 2 
tg s, = cos (i — ry) tg 0, ae o —* sin @, cos @. 
ine S 2 1) g 2 ay RRR Tare aR P2 S Qo; 
sin? r, 0? — e? 


lig 0, =— cos (i + 7,) tg 0, + — SIN @, COS Gy , 


sin(é—r,)Cosd, q.2 
kann man tg 0, mittels der Relation (21’) durch 


cos 7, cos § — cotg # sin r, 
sin £ 


ersetzen und ferner unter Benutzung der Beziehungen 


9 2 ° . . 
OR we he 0” sin 7", sin (r, —7,) sin (r. r 
— sin? gy, =—;—1= (= ‘y 1 (my — 7) sin ("% FT) 
qo Es qd sin 7 


2p 
sin? r, 


cote g, = — ois : (cotg # cos r, + cos § sin 7) 


auch in dem zweiten Gliede alles durch 7,7,,7,, 9, § ausdriicken, und 
gelangt so zu den Formeln: 
cos 7, cos £ — cote # sin r, 

sin ¢ 


(24'*) tg « = cos @ — 7) 


sin (r, — 2) sin (7; + 12) 
sin (7+ 7,) sin § sin & 


(cos # cos r, + sin # sin 7, cos §), 


nay. : cos r, cos £ — cotg # sin r, 
(24°) tg 99 =— cos (¢ + 79) - oy a 


sin (r; — 1.) sin (r, + 7.) : : 
a ee os sin 0 sin 7, cos £). 
sin (i — 7,) sin sin & (con cos 7 +p g) 


9. Beobachtungen. Uber wniradiale Polarisationsazimute hat 
zuerst F. Neumann’) an einer frischen, sorgfiltig rein erhaltenen 
Suid von Kalkspat Beobachtungen sdspefiikicty und zwar in der 


1) F. Neumann, Pogg. Ann. 42 (1837), p. 9. 
eye 
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Weise, daB er parallele Strahlen durch ein drehbares Nicol unter ver- 
schiedenen Hinfallswinkeln und Azimuten der Hinfallsebenen auf die 
Spaltfliiche fallen lieB und jedesmal diejenigen Stellungen des Nicols 
bestimmte, fiir welche entweder der auferordentliche oder der ordent- 
liche gebrochene Strahl verschwand. Um letztere getrennt beobachten 
za konnen, hatte er an den Kalkspat eine unter etwa 20° gegen die 
Spaltfliche geneigte Fliche angeschliffen und das so gebildete Prisma 
durch ein kleines Glasprisma méglichst achromatisiert (die Beobach- 
tungen wurden mit weiSem Licht angestellt). 

Fir eine Spaltungsfliche des Kalkspates ist ® = 44°36,5’, also 
cotg @ nahe gleich 1. Fiir nicht sehr grofe Hinfallswinkel nimmt 
daher nach (23’*) tg e,, wenn € von 0° an wachst, zunichst kleine 
negative Werte an, welche schnell wachsen und fiir das durch 

cos € cos r, = cotg O sin 7, 

bestimmte Azimut — oo erreichen; von da an ist tg, positiv und 
nimmt ab von + oo bis 0, wihrend € bis 180° wichst. (Hs ist zu 
bemerken, daf fiir =O der im Hauptschnitt einfallende Strahl gleich- 
sinnig mit der optischen Achse, fiir § = 180° im entgegengesetzten 
Sinne geneigt ist.) tg e, nimmt von + c bis — oo ab, wiahrend ¢ 
yon 0 bis 180° wiichst. Nachstehende Tabelle gibt fiir einige Azimute 
und fiir den Hinfallswinkel 7 = 45° die von Neumann beobachteten 
und berechneten Azimute ¢, und ¢, an, um den Gang ihrer Veriinde- 
yung zu veranschaulichen und die Ubereinstimmung der Beobachtungen 
mit der Theorie zu zeigen: 


ey & 
& L = — ast et ea = 
beobachtet | berechnet || beobachtet | berechnet 
= | u! =e 
a ] 

0 || — 90° | + 90° 
45° | — 72°38 | — 72°36’ || + 15°28’ | -+ 15°26’ 
90° | + 65°25’ | + 65°20,5' || — 22°28" | — 99933’ 
136° || -1°31°58/ 819527 5887 be | = bb Si: 

180° 0 I — 90° 


Auch die tibrigen Messungen Neumanns bestatigten die Theorie in 
ausgezeichneter Weise. Weniger vollkommen war die Ubereinstim- 
mung bei den umfangreichen spiiteren Beobachtungen von Glazebrook, 
welche an polierten Flachen angestellt wurden und daher wahrschein- 
lich durch fremde Oberflichenschichten beeinfluft waren. ') 

1) R. T. Glazebrook, Phil. Trans. 173 (1882), p. 595. Vergl. dazu C. Spurge, 


Proc. Roy. Soc. 41 (1886), p. 463; 42 (1887), p. 242, sowie die S. 181 zitierten 
Abhandlungen yon P. Drude. 
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Uber den Polarisationswinkel und die Ablenkung der Polarisations- 
ebene des unter diesem Winkel reflektierten Lichtes lagen bereits vor 
Erscheimen der Neumannschen Theorie zahlreiche sorgfiltige Beobach- 
tungen von Seebeck’) an natiirlichen und kiinstlichen Kalkspatflichen 
vor, welche Neumann zu einer Priifung seiner theoretischen Folge- 
rungen verwerten konnte. Die durch Gleichsetzen von tg g, und tg @, 
zu gewinnende Gleichung, welche den Polarisationswinkel ¢* definiert 
(siehe S. 189), ist auch fiir einachsige Kristalle im allgemeinen Falle 
zu kompliziert, um eine strenge Berechnung desselben zu gestatten. 
Doch lft sich, wenn man hidhere Potenzen von ¢? — 02, als die erste, 
vernachlassigt, die Niherungsformel gewinnen?): 


2 0 0 0370) —“sin* cos? © 


s . 4 iL 
Dd ihe kes a eye 
( ) i to. 1 — of 152 


Wie dieselbe zeigt und sich tibrigens auch aus der strengen Gleichung 
beweisen lift, ist der Polarisationswinkel der gleiche fiir je vier Azi- 
mute +§, 7+, die symmetrisch zum Hauptschnitt und zu der zu ihm 
senkrechten Ebene liegen, ein Satz, der schon aus den ersten Beobach- 
tungen tiber Kristallreflexion von Brewster*) hervorging. Es geniigt 
daher die Untersuchung von 7* in einem Quadranten. Die Beobachtungen 
von Seebeck an einer Kalkspatspaltungsflache und ihre Berechnung 
durch Neumann fiihrten zu folgenden, die Theorie wieder in aus- 
gezeichneter Weise bestiitigenden Resultaten: 


13 a® beobachtet v* berechnet 

0 Bm oe Gio2 Oete 
pane 57°45,9" 57°42,4° 
45° 58°33,9' 58°34,9° 
674° 59°29,1' 59°30,1' 
90° || —59°50,9" 59°538,4’ 


Auf eine sehr einfache Form JaBt sich die Gleichung fiir den 
Polarisationswinkel ohne Vernachlissigungen (jedoch durch eine ziem- 
lich umstindliche Rechnung) reduzieren, wenn das Azimut € = 0 oder 
= 180° ist, d. h. wenn die Einfallsebene dem Hauptschnitt der reflektie- 
renden Fliche parallel ist, namlich (fiir den allgemeineren Fall, dab 
die Lichtgeschwindigkeit im iuBeren Medium nicht 1, sondern q° ist): 

- 1) A. Seebeck, Pogg. Ann. 2] (1831), p. 290; 22 (1831), p. 126. Ferner 
Pogg. Ann. 38 (1836), p. 276; 40 (1837), p. 462. 


2) F. Neumann, l.c. p. 43. 
3) D. Brewster, Phil. Trans. 1819, p. 145. 
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: bes (92? — 0? 2a 0? __ 62) gin? 92 
(25°) Bina ee ee ) cos? & + (q°" ) q®?. 


2,2 


qo" — 0262 
Diese Formel wurde schon von Seebeck aufgestellt und durch seine 
Beobachtungen an verschieden orientierten Flachen bestitigt gefunden. 
Geometrisch ist der Polarisationswinkel fiir diesen Fall definiert als 
derjenige Einfallswinkel, fiir den 
der reflektierte Strahl] senkrecht 
zur Schnittlinie der Polarebene 
des auBerordentlichen Strahls mit 
der Hinfallsebene ist (SV in 
Fig. 78), da hier die Polarebene 
des ordentlichen Strahls mit der 
Finfallsebene zusammenfallt. 
Endlich hat Neumann die 
von Seebeck fiir das Azimut 
€= 90° angestellten Messungen 
zur Priifung der allgemeinen 
Formel benutzt und ebenfalls befriedigende Ubereinstimmung gefunden. 
Die Abweichung o* der Polarisationsebene des durch Reflexion 
yollstindig polarisierten Lichtes yon der Einfallsebene kann aus der 
Formel 25° oder 23’” berechnet werden, indem man darin 7=7* setzt. 


Fig. 78. 


Sie verschwindet, wie schon die Symmetrie verlangt, wenn ¢ = 0 oder 
180° ist, d. h. fiir Hinfall im Hauptschnitt, auBerdem aber, wie die 
nahere Untersuchung zeigt, fiir die durch die Bedingung 


cos (= — i cotg 


bestimmten Azimute. Solche existieren indessen offenbar nur fiir 
Flachen, deren Normale gegen die optische Achse einen den Wert 
arcte . iiberschreitenden Neigungswinkel besitzt. Beim Kalkspat be- 
triigt dieser Wert in Luft 31°5’, die Bedingung ist also fiir die Spal- 
tungsfliche erfiillt. Das Maximum der Abweichung betriigt hier bei 
Reflexion in Luft nicht ganz 4°. An einer zur Achse parallelen Fliche 
verschwindet 0* auch fiir €—90°; einige der fiir diesen Fall von See- 
beck beobachteten Werte nebst den von Neumann berechneten sind: 


g ! o* beobachtet | 9* berechnet 
Var | 0 | 0 
2240 | 2948" | 9945.5’ 
45° || 3°57 497.5 
674° | 2°46 | 802.5 
202ee 0 0 
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Weitere Beobachtungen von 0* an Spaltflachen von Kalkspat haben 
Cornu (1. ¢ p. 96), Conroy") und Drude?®) ausgefiihrt. Wahrend 
die Abweichung o* bei der Reflexion in Luft immer sehr gering ist, 
kann sie, wie schon 8. 190 erliiutert wurde, in stark brechenden 
Fliissigkeiten sehr groBe Betrige, ja sogar 90° erreichen. In der Tat 
entdeckte auch Brewster die in Rede stehende Erscheinung dadurch, 
daB er die Reflexion an einer Kalkspatfliche in Cassiaél beobachtete. 
Diese Beobachtungen sind von Neumann einer eingehenden theore- 
tischen Diskussion unterzogen worden und auch im wesentlichen, d. h. 
soweit bei der noch unvollkommenen Versuchsanordnung zu erwarten 
war, mit der Theorie im Hinklang gefunden worden. F. Neumann 
hat bei dieser Untersuchung besonders den eigentiimlichen Fall her- 
vorgehoben, daf der Brechungsindex des fuBeren Mediums genau 
gleich dem des ordentlichen Strahls im Kristall ist, und hat gezeigt, 
daB dann unter jedem Einfallswinkel vollstdndig polarisiertes Licht re- 
flektiert wird, einerlei ob das einfallende Licht polarisiertes oder natiir- 
liches ist. Es ist also in diesem Falle der Polarisationswinkel vollig 
unbestimmt. Dieses Resultat — welches schon in Kap. IV, 8. 118, 
erwahnt wurde — wird verstindlich durch die Hrwigung, daf, wenn 
das einfallende Licht im uniradialen Azimut ¢, des ordentlichen Strahls 
polarisiert ist, so daf im Kristall nur letzterer entsteht, der Strahl 
ungebrochen eintritt und gar keine Reflexion zustande kommt, woraus 
folet, da die Intensitdit der im uniradialen Azimut 0, polarisierten 
Komponente des reflektierten Lichtes unter allen Umstinden ver- 
schwindet, und letzteres somit stets im Azimut o, vollstiindig polari- 
siert ist, welches in diesem Falle identisch ist mit demjenigen der 
auBerordentlichen Welle, die im Kristall in der Richtung des reflek- 
tierten Strahls fortschreiten wiirde.*) 


10. Polarisation einer aus einem Kristall in ein isotropes 
Medium austretenden Welle. Wir wollen jetzt den Fall betrachten, 
daB das Medium, in welchem die gegebene Welle einfallt, doppelt- 
brechend, das zweite Medium dagegen einfach brechend ist. Zu 
untersuchen ist insbesondere der Polarisationszustand der in letzteres 
Medium austretenden Welle. Wiul man die Voraussetzung nur emer 
im Kristall auf die Austrittsflache einfallenden Welle etwa mittels 
einer planparallelen Platte oder eines Prismas realisieren, so muS man 


yf RE 
1) J. Conroy, Proc. Roy. Soe. 40 (1886), p. 173. 
2) P. Drude, Wied. Ann. 38 (1889), p. 265. 
3) F. E. Neumann, l. c. p. 56. 
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auf dessen andere Grenzfliche eine in einem wniradialen Azimut po- 
larisierte Welle auffallen lassen; eine beliebige einfallende. Welle wiirde 
zwei Wellen im Kristall erzeugen, auf deren jede die folgende Be- 
trachtung anzuwenden wire. 

Die einfallende Welle erzeugt an der Austrittsfliiche im allgemeinen 
zwei im Kristall reflektierte Wellen und eine in das isotrope Aufen- 
medium gebrochene Welle, deren Normalenrichtungen sich mittels der 
S. 94 erérterten Mac Cullaghschen Konstruktion bestimmen; in Fig. 32 
wiire im vorliegenden Fall die Grenzkurve C ein Kreis. Sollen beide 
reflektierte Wellen zustande kommen, so muf die Normale der ein- 
fallenden Welle, falls diese die schnellere ist, innerhalb des in Kap. IV, 
§ 3 betrachteten ,,Kegels der einfachen inneren Reflexion“ liegen; dies 
wollen wir jetzt voraussetzen, und auBerdem beziiglich des Brechungs- 
index des auBeren Mediums, dab er grof genug ist, um bei dem ge- 
gebenen Hinfallswinkel an der gegebenen Grenzfliche iiberhaupt eine 
Welle austreten zu lassen. Dann sind in die allgemeinen Grenz- 
bedingungen (9) oder (9’) vier Wellen einzufiihren und zwar eine ein- 
fallende und zwei reflektierte im Kristall (auf den sich jetzt der Index ° 
bezieht), eine gebrochene im isotropen Medium. Ihre Amplituden 
seien bezw. E’,P,,P,, A’, die Polarisationsazimute «', 0,,0,,0, die 
Winkel der Wellennormalen mit dem vom Kristall nach auBen ge- 
richteten Hinfallslot 7’, 7,,7,, 7. Fiihren wir noch Abkiirzungen 
l,m,n,p ein fiir die Faktoren, die denen von A, und A, in den 
Gleichungen (10) analog gebildet sind, so lauten jetzt die Grenz- 
bedingungen: 

Be Pi LAO Psi SU cosy cos 16", 
(26) E’m’ + P,m, + P,m,= A’ sin 0’, 
: | E'n’ + Pym, + Pon, = A’ sin r cos 0, 

| E’p’ + Pyp, + Pap, = A’ sin r cos r sin 0”. 

Bekannt sind E’, 7’, er, 7,, 7, 0, 02, wobei zu bemerken ist, daB letztere 
sechs GréBen bei gegebener Richtung der einfallenden Welle noch 
verschiedene Werte haben, je nachdem letztere die schnellere oder 
langsamere Welle ist; zu berechnen sind P,,P,, A’ und 0’. 

Das Hauptinteresse kniipft sich wieder an das der Beobachtung 
leicht zugingliche Polarisationsazimut der austretenden Welle 6’, und 
dieses laBt sich in folgender Weise durch wiederholte Benutzung der 
Potierschen Relation in der Form (11), 8. 184, leicht berechnen. Wir 
ftthren hierzu noch diejenigen Gréfen 1 =U’, m=m",n=n", p=p" 
ein, welche sich auf die zur einfallenden Welle gehérende Hilfswelle 
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(siehe S: 95) beziehen und als bekannt anzusehen sind, da der Hin- 
fallswinkel 7” und die Geschwindigkeit q” der Hilfswelle und damit 
dann auch ihr Polarisationsazimut «” durch die gegebene einfallende 
Welle mit bestimmt sind. Mit diesen GréBen in der Reihenfolge 
n’, p’,U’, m” multiplizieren wir die vier Gleichungen (26) und addieren 
sie sodann. Dabei wird die linke Seite Null; denn die Potiersche 
Relation, angewandt auf die Hilfswelle in Kombination erstens mit 
der einfallenden, zweitens und drittens mit je einer der beiden reflek- 
tierten Wellen, ergibt: 

n+ pm + Un’ + mp’ = 0, 

nl, + pm, + Un, + mp, = 0, 

nl, + pm, + Un, + mp, = 0. 
Somit erhalten wir das Resultat 
0 =A’ {n’ cos r cos 0’ + p” sind’ + I’ sinr cos 6’+ m” sinr cos r sin 0’} 
oder (da A’ nicht = 0 ist) 

. n’ cosr-+l” sinr 
“0  m’ sine _ r+p’? 
was durch Hinsetzen der Werte von J’, m”, n”, p” (welche unter 
entsprechender Anderung der Indizes aus den Formeln (10% 3°) und 
(10’*) abgelesen werden kénnen) tibergeht in 
cod r =— COS & Sim (7 7 

21 2 tg o sin ¢” sin (r +7”) cos m RL RRIT tec” 

Ist die einfallende Welle die bisherige (durch den Index ” be- 
zeichnete) Hilfswelle — also jene zweite Welle im Kristall, welche die 
gleichen reflektierten Wellen erzeugt —, so ist die Richtung der ge- 
brochenen Welle dieselbe, aber ihr Polarisationsazimut 6” ein anderes, 
und zwar wird es durch bloBe Vertauschung der Indizes ‘ und ” erhalten, 
ist also gegeben durch: 


— cos & sin(r + 7’) 
sin é sin(7-+-2’) cos(r—2’) + sin?” tg 7’ 

Wir wollen nun den Weg des Lichtes wmgekehrt denken, d. h. 
annehmen, daf eine Welle W, aus dem isotropen fuSeren Medium 
kommend, unter dem Winkel + auf die Grenzfliche des Kristalls 
auffallt. Dieselbe erzeugt dann im Kristall im allgemeinen zwei ge- 
brochene Wellen W,, W,, welche, abgesehen von den Amplituden und 
der gerade entgegengesetzten Fortpflanzungsrichtung, mit der zuvor 
betrachteten einfallenden Welle W’ und ihrer Hilfswelle W” identisch 
sind. Wie wir in § 5 sahen, gibt es dann zwei ,uniradiale“ Polari- 
sationsazimute ¢,, ¢, dieser einfallenden Welle, fiir welche entweder 


(27°) fg. Oc p= 
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nur W, oder nur W, entsteht. Dieselben bestimmen sich durch die 
erste der Formeln (12), S. 185, worin jetzt aber zu setzen ist 


Sf St ve 7 / pin ta 
t=7T, 7ET> A=, OLS, Oy et Ot 


Der Vergleich der so erhaltenen Ausdriicke mit (27*) und (20>) 

zeigt nun, daf gilt: 

(28) tg e, = — cotg 0”, te é, = — cote 0’, 

also 6’ sich von & und 0” sich von & um 90° unterscheidet. Dieses 
von Potier!) abgeleitete Gesetz besagt, in Worten ausgedriickt, 
folgendes: 

Eine aus einem Kristall in ein angrenzendes isotropes Medium 
austretende Welle, welche aus einer im Kristall einfallenden Welle W° 
erzeugt wird, ist senkrecht zu derjenigen Welle polarisiert, welche, im 
entgegengesetater Richtung aus dem isotropen Medium einfallend, im 
Kristall nur die zu W’ gehirige Hilfswelle W” erzeugen wiirde. 

Mit Benutzung der in § 5 (S. 188) abgeleiteten Beziehung des uni- 
radialen Azimuts zu der Polarebene der gebrochenen Welle laBt sich 
dieser Satz auch kiirzer so aussprechen: 

Die Schwingungsrichtung der austretenden Welle ist die Schnittlinie 
ihrer Wellenebene mit der Polarebene der zur eimfallenden Welle im 
Kristall gehorigen Hilfswelle, 
in welcher Form er zur Konstruktion des Polarisationsazimuts der aus- 
tretenden Welle dienen kann”). 

Beobachtungen tiber das Polarisationsazimut legen vor fiir die- 
jenige aus einem Kristall in ein stirker brechendes isotropes Medium 
austretende Welle, welche aus einer schnelleren Welle entsteht, deren 
Strahl streitend einfallt. In diesem Falle legen die austretenden Wellen- 
normalen auf dem zneren Kegel der Grenzstrahlen der totalen Re- 
flexion, von dem in Kap. IV die Rede war, und ihr Polarisationsazimut 
kann, wie dort in § 10 gezeigt wurde, dadurch leicht bestimmt wer- 
den, dafi man mittels eines vorgehaltenen Analysators den Intensitiats- 
sprung an der Grenzkurve zum Verschwinden bringt. Die Formeln 
(27), angewandt auf den streifend einfallenden schnelleren Strahl — 
wobei r gleich dem kleineren Grenzwinkel der Totalreflexion wird —, 
enthalten also auch die Antwort auf die schon 8. 116 erwihnte 
Frage nach der ,,Polarisation der inneren Grenzkurve“ bei der Grenz- 
brechung. Speziell fiir mnegativ einachsige Kristalle liefern die 


1) A. Potier, Journ. de phys. (2) 10, p. 354. 
2) Vergl. P. Kaemmerer l. c. p. 86. 
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Gleichungen (27) fiir das Polarisationsazimut des streifend gebrochenen 
auBerordentlichen Strahls, da ftir den ordentlichen + = 0 ist, die ein- 
fache Formel: 


(29) tg §, —— —20'8 £0. 


Nach derselben hat Kaemmerer') die Beobachtungen Norrenbergs”) 
an einer zur optischen Achse parallelen Platte aus Kalkspat in Schwefel- 
kohlenstoff, Athylenbromid und Benzol berechnet, wobei sich befriedi- 
gende Ubereinstimmung ergab. 

Besondere Erwihnung verdient auch hier der durch Kalkspat in 
Monobromnaphthalin (bei Beleuchtung mit Na-Licht) realisierte Fall 
eines negativ einachsigen Kristalls, dessen ordentlicher Brechungsindex 
mit dem des fuBeren Mediums iibereinstimmt. Hier wiirde die zu 
einer einfallenden auBerordentlichen Welle gehérige Hilfswelle unver- 
findert durch die Grenzfliche austreten, woraus folgt, daB diejenige 
aus dem isotropen Medium einfallende Welle, welche nur diese ordent- 
liche Hilfswelle erzeugen wiirde, auch ebenso polarisiert ist wie die 
letztere, also in der durch ihre Normale und die optische Achse ge- 
legten Ebene. Der Potiersche Satz ergibt daher hier das einfache 
Resultat, daB ein durch Brechung eines auBerordentlichen Strahls ent- 
standener austretender Strahl senkrecht zu der durch seine Eichtung und 
die optische Achse bestimmten Ebene polarisiert ist, also ebenso, wie 
nach der Bemerkung am Schluf von § 9 ein im duB8eren Medium in der 
gleichen Richtung reflektierter Strahl. Dies gilt insbesondere auch von den 
streifend gebrochenen auferordentlichen Strahlen, tiber deren Polari- 
sationsazimut ebenfalls Beobachtungen von Norrenberg an einer Spal- 
tungsplatte und einer zur optischen Achse parallelen Platte von Kalk- 
spat vorliegen®). Fiir die letztere liegen die in allen méglichen Einfalls- 
ebenen streifend gebrochenen Strahlen selbst siimtlich in zwei durch 
die optische Achse hindurchgehenden Ebenen (die in diesem Falle den 
,imneren Grenzstrahlenkegel“ ausmachen, vergl. 8.97); folglich ist das 
Polarisationsazimut auf der Grenzkurve iiberall zu leteterer selbst senk- 
recht, was auch die Beobachtung (wenigstens fiir nicht zu kleine Nei- 
eung der Hinfallsebene gegen die optische Achse) bestitigt hat. 


11. Reflexion und Brechung an Zwillingsflichen. Sehr eigen- 
artige Verhiltnisse bietet der Ubergang des Lichtes tiber die Trennungs- 
is ew 2 

1) P. Kaemmerer, l. c. p. 112. 

2) J. Norrenberg, Wied. Ann. 34 (1888), p. 843. 

3) Vergl. Kaemmerer, l.c. p. 117, 118. 
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ebene zweier gleichartiger Kristalle, die sich in Bezug auf diese Ebene 
in Zwillingsstellung befinden. In diesem Falle handelt es sich um die 
Reflexion und Brechung an der Grenze zweier kristallinischer Medien, 
die sich nur durch ihre Orientierung unterscheiden, und zwar in der 
Weise, da ihre Wellenflichen symmetrisch gegen die Grenzfliche 
liegen. Dies hat zur Folge, daf bei Annahme des im vorhergehenden 
benutzten Koordinatensystems X’Y’Z’ (dessen Z-Achse senkrecht zur 
Grenzfliche ist) zufolge den Gl. (30), Kap. II, zwischen den optischen 
Parametern a®, und a,, der -beiden Medien die Relationen bestehen: 


BY 
yee gies (eens ee 
hi, = Gz) Mag = Wag, Ugg = Ugg, yg = Ua y 
in at ieee 
Got se mle aces amen ee 


Das Problem ist zuerst fiir optisch einachsige Kristalle, besonders 
im Hinblick auf die Zwillingskristalle des Kalkspats, von Grailich!') 
behandelt worden, spater unter der Voraussetzung, dab die Zwillings- 
flache zu einer Symmetrieebene senkrecht steht und da die Hinfalls- 
ebene zu letzterer entweder parallel oder senkrecht ist, von Lord 
Rayleigh’). Neuerdings hat H. Osthoff die Resultate Grailichs in 
tibersichtlicherer Weise abgeleitet und teilweise berichtigt und ergiinzt®). 
Wir miissen uns darauf beschriinken, eine kurze Ubersicht einiger der 
interessantesten Resultate dieser Untersuchungen zu geben. 

An eimer Zwillingsebene eines optisch einachsigen Kristalles ent- 
stehen aus einer einfallenden Welle im allgemeinen zwei gebrochene 
und zwei reflektierte Wellen. Beziiglich ihrer Richtungen, beaw. der- 
_jenigen der zugehérigen Strahlen, gilt folgendes. Die gebrochene 
ordentliche Welle oder der ordentliche Strahl tritt stets ohne Richtungs- 
dnderung in den zweiten Kristall ein. Die reflektierte und gebrochene 
auferordentliche Welle bilden gleiche Winkel mit der Grenzfliche. 
Allgemein kann man also den Satz formulieren: [ir die gleichnamigen, 
an der Zwillingsfldche entstehenden Wellen ist der Reflexionswinkel gleich 
dem Brechungswinkel; und der gleiche Satz gilt auch fiir die entspre- 
chenden Strahlen. Ubrigens ist derselbe auch fiir optisch zweiachsige 
Kristalle giiltig, wie man aus der allgemeinen, in Kap. IV, § 3 er- 
lauterten Konstruktion der gebrochenen und reflektierten Wellen mit 


1) J. Grailich, Wien. Sitzungsber. (I) Il (1853) p. 817; 12 (1854), p. 230; 15 
(1855), p. 311; 19 (1856), p. 226; Denkschr. Math.-naturw. Kl. 9 (1855), p. 57; Il 
(1856), p. 41; Pogg. Ann. 98 (1856), p. 205. 

2) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 26 (1888), p. 241. 

3) A. Osthoff, Uber die Reflexion und Brechung des Lichtes an Zwillings- 
ebenen vollkommen durchsichtiger, inaktiver, einachsiger Kristalle. Dissertation 
Gottingen 1904; 1228. N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 20. 
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Hilfe der Indexfliichen beider Medien leicht erkennen kann. Fir die 
Brechung der auperordentlichen Strahlen gelten folgende Sitze. 

Der einfallende und der aus ihm entstehende gebrochene auper- 
ordentliche Strahl liegen in einer Ebene mit der Projektion der optischen 
Achsen auf die Zwillingsebene. Kis kann fiir hinreichend kleine Hinfalls- 
winkel eintreten, daB der einfallende und gebrochene auSerordentliche 
Strahl auf derselben Seite der zu jener Projektion (der X’-Achse) senk- 
rechten Ebene (der ,,Querschnittsebene“ des Zwillings) hegen. Fir 
den Fall, da der einfallende 
und folglich auch der reflek- 
tierte Strahl im Hauptschnitt 
hegen, laBt Fig. 79 dies erken- 
nen, welche den Hauptschnitt 
der auferordentlichen Schalen 
der Indexflichen fiir einen Zwil- 
ling eines negativ einachsigen 
Kristalls darstellt. Ist die ein- 
fallende auBerordentliche Wellen- 
ebene parallel zur Zwillings- 
grenze, so bilden der einfallende 
und gebrochene auferordentliche 
Strahl HO, OF, mit dem Hin- 
fallslot auf derselben Seite den 
gleichen Winkel w, welchen Grailich den charakteristischen Winkel 
des Zwillings nennt, und der sich bestimmt aus 


Fig. 79. 


(1 = *) sin a COS a 
(30) em ae Berens, 
il —(1 — 5) sin? o 


wo « die Neigung der optischen Achsen OZ° bez. OZ gegen die 
Zwillingsgrenze bezeichnet. Fiir Kalkspat betriigt dieser Winkel, wenn 
die Zwillingsebene die Gleitfliche (Flache des die Polkanten des Grund- 
rhomboéders abstumpfenden Rhomboéders) ist, 5° 18’ (fiir Na-Licht). 

Die Winkel »,, v,, welche die durch den einfallenden bezw. ge- 
brochenen auferordentlichen Strahl senkrecht zum Hauptschnitt ge- 
legten Ebenen mit dem Querschnitt bilden, sind miteinander durch die 
Relation verbunden 


(3f) tg v, = tg, — 2tgu, 


welche in Kombination mit dem ersten der vorstehenden Siitze die 
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Konstruktion des gebrochenen auferordentlichen Strahles ermdg- 
licht’). 

Totale Reflexion kann an einer Zwillingsgrenze nicht eintreten 
wegen der Gleichheit der Reflexions- und Brechungswinkel. Dagegen 
kann der Fall vorkommen, daf die ordentliche einfallende Welle nur 
eine ordentliche, oder die auferordentliche nur eine auBerordentliche 
gebrochene und reflektierte Welle liefert, und zwar ersterer Fall bei 
negativem, letzterer bei positivem Charakter der Doppelbrechung; die 
Richtungen der Normalen der einfallenden langsameren Wellen, welche 
einfach reflektiert und gebrochen werden, liegen innerhalb des schon 
in Kap. IV, § 2, 8S. 96—97 behandelten ,Grenzkegels der einfachen 
inneren Reflexion”). 

Beziiglich der Intensitdtsverhdltnisse der reflektierten und ge- 
brochenen Wellen, die hier im allgemeinen sehr komplizierten Gesetzen 
folgen, ergeben sich folgende bemerkenswerte Siitze. 

Die ordentliche Welle erleidet, obwohl sie unabgelenkt in das 
zweite Medium iibergeht, dennoch eine Intensititsiinderung, da sie ja 
im allgemeinen noch eine gebrochene auBerordentliche und zwei reflek- 
tierte Wellen erzeugt. Hine im Hawptschnitt einfallende ordentliche 
Welle geht jedoch ohne Intensitiitsinderung durch die Grenze; da sie 
nimlich in diesem Falle senkrecht zur Hinfallsebene schwingt, so findet 
auch keine Zerlegung ihrer Schwingungen statt, und es fallt damit der 
Anla8 zur Entstehung reflektierter Wellen und einer zweiten gebrochenen 
Welle fort. Aber auch eine im Hauptschnitt einfallende auferordent- 
lache Welle erleidet an der Grenze keine Intensitiitsiinderung, — was 
nicht ohne Rechnung vorherzusehen ist, da sie doch eine Richtungs- 
anderung erfahrt; man hat hier also den Fall einer Brechung ohne 
ftefleccon. Wenn Licht im Hauptschnitt auf die Zwillingsfliche fallt, 
so verschwinden also auf alle Palle beide reflektierte Wellen. Die griBte 
Intensitiit erreichen dieselben, wenn die Hinfallsebene senkrecht zum 
Hauptschnitt ist; im iibrigen hingt die Intensitiit der reflektierten 
Wellen in komplizierter Weise vom Hinfallswinkel ab und wichst 
stark mit der Stirke der Doppelbrechung. 

Fir die zur Gleitfliiche parallele Zwillingsebene des Kalkspats 
hat Osthoff (I. ¢. p. 83) die Amplitudenquadrate der reflektierten und 
gebrochenen Wellen numerisch berechnet und als Funktion des Hin- 
fallswinkels graphisch dargestellt; es ergibt sich dabei, da die In- 


1) Vgl. Osthoff 1. c. p. 58. 
2) Vergl. auch A. Osthoff, 1. ¢ p. 54—65. 
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tensitét der reflektierten Wellen selbst bei einem so stark doppelt- 
brechenden Kristall wie Kalkspat im allgemeinen sehr klein ist und 
erst bei Anniherung der einfallenden Wellennormale an den Grenz- 
kegel der einfachen Reflexion erheblich anwichst. Auch die Abhingig- 
keit der Intensititen von dem Azimut der Hinfallsebene gegen den 
Hauptschnitt hat Osthoff theoretisch untersucht und dureh Kurven 
dargestellt; letztere lassen durch ihre Symmetrie erkennen, da8 man 
fiir gleichartige einfallende Wellennormalen, die zum Querschnitt sym- 
metrisch legen, auch stets gleiche Intensitiiten der reflektierten bezw. 
gebrochenen Wellen erhalt. Ferner gilt allgemein der Satz‘): Hine 
ordentliche und eine auferordentliche Welle W, bez. W, von gleichen 
Amplituden, die durch Reflexion und Brechung gleichgerichtete Wellen 
erzeugen, haben die Higenschaft, daB auch die Amplituden der durch 
Reflexion oder Brechung aus W, entstehenden ordentlichen und der 
aus JW’, entstehenden auferordentlichen Welle gleich sind. 
Rayleigh hat unter der Voraussetzung schwacher Doppel- 
brechung nachgewiesen, da natiirliches Licht, welches auf eine 
Platte, deren Begrenzungsebenen zur Zwillingsebene parallel sind, in 
der zum Hauptschnitt senkrechten Ebene einfallt, durch die Reflexion 
an der Zwillingsgrenze nicht polarisiert wird; ferner, da fiir kleine 
Einfallswinkel und fiir Strahlen, die urspriinglich parallel oder senk- 
recht zur Hinfallsebene polarisiert sind, die Polarisation nach der Re- 
flexion die entgegengesetzte ist. — 
Einige Beobachtungen hat Grailich an den hiufig vorkommenden 
und auch leicht ktinstlich zu erzeugenden Kalkspatzwillingen nach der 
Gleitflache (siehe oben) angestellt und dabei die oben angefiihrten, 
aus der Theorie erschlossenen Higentiimlichkeiten des an der Zwillings- 
fliche reflektierten und gebrochenen Lichts qualitativ bestatigt gefunden. 
Auf die Reflexion an Zwillingsflichen hat Lord Rayleigh”) eine 
merkwiirdige Hrscheinung zuriickgefiihrt, welche an manchen Kristallen 
yon Kaliwmchlorat zu beobachten ist und von Stokes*) genau be- 
schrieben worden ist. Diese Erscheinung besteht in einer sehr in- 
tensiven und, wenn weibes Licht einfallt, farbigen Reflexion im Innern 
jener Kristallblittchen, welche aber, wie die Reflexion an einer 
Zwillingsgrenze, fiir parallel zur Symmetrieebene der (monoklinen) 
Kristalle einfallendes Licht verschwindet und auch hinsichtlich der 


1) A. Osthoff, 1. c. p. 89. 

2) G. Stokes, Proc. Roy. Soc. 1885, 25. Febr. 

3) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 26 (1888), p. 256; ,,[ridescent Crystals‘, 
Royal Inst. Lecture 12 April 1889. 
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Polarisation das Verhalten der Reflexion an einer Zwillingsflaiche 
zeigt. Besonderer Erklarung bedarf jedoch die grofe Intensitit und 
die Farbung des reflektierten Lichtes; letztere ist oft eine fast reine 
Spektralfarbe, d. h. das Spektrum des reflektierten Lichts besteht 
nur aus einem schmalen Band und variiert mit dem Hinfallswinkel 
in dem Sinne, da sich das Spektralband bei wachsendem Einfalls- 
winkel nach kleineren Wellenlingen verschiebt. Dies erklirt sich 
nun alles durch die Annahme, daf die Reflexion nicht an einer ein- 
zelnen Zwillingsgrenze, sondern an einem System von vielen Zwillings- 
lamellen von nahezu gleicher, sehr kleiner Dicke stattfindet. Dann wird 
nimlich, obgleich der an einer einzigen Grenze reflektierte Bruchteil 
sehr gering ist, die gesamte reflektierte Lichtmenge sehr betrachtlich, 
ja bei groBer Zahl der Lamellen fast gleich der einfallenden sein 
kénnen. Diese Verstirkung findet aber nur fiir diejenigen reflektierten 
Wellen in vollem Mae statt, welche einen Gangunterschied yon einer 
ganzen Anzahl Wellenlangen besitzen, und dies wird bei gegebener 
Dicke der Lamellen und gegebenem Hinfallswinkel nur fiir Licht von 
bestimmter Wellenlinge der Fall sein, so daB in der Tat durch die 
Reflexion nur schmale Spektralbereiche aus dem einfallenden weiven 
Lichte ausgesondert werden. Zugleich ergibt sich, daB die reflektierte 
Farbe mit dem Hinfallswinkel in demselben Sinne variieren mu, wie 
bei den gewohnlichen Farben diinner Blaittchen, was nach der erwahn- 
ten Beobachtung auch zutrifft. — Wie Madan') bemerkt hat, kann 
man an urspriinglich einfachen Kristallen die charakteristische Reflexion, 
abgesehen von der Farbe, durch Erhitzen hervorrufen. Es bildet sich 
hierdurch also offenbar ein System von Zwillingslamellen, welches 
weniger regelmifio ist als das bei der Kristallisation von selbst ent- 
standene, und daher nur eine Addition der reflektierten Intensitiiten 
ohne Bevorzugung einer bestimmten Farbe veranlabt. 


12. Reflexion oder Brechung unter Einfallswinkeln, wobei im 
Kristall nur eine gebrochene bezw. refiektierte Welle gewohnlicher 
Art entsteht. Hs ist noch die Frage zu erledigen, in welcher Weise 
die Grenzbedingungen in solchen Fallen erfiillt werden, wo nach der 
Mac Cullaghschen Konstruktion die eine gebrochene oder reflektierte 
Welle im Kristall unméglich wird. Beschranken wir uns auf die 
Reflexion an der Grenze eines doppeltbrechenden Kristalls gegen ein 
isotropes Medium, so handelt es sich also um die beiden Fille, daB 


1) Madan, Nature 20. Mai 1886. 
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das Licht entweder im letzteren auBerhalb des inneren Grenzkegels 
der totalen Reflexion, oder im Kristall als langsamere Welle auBer- 
halb des Grenzkegels der einfachen inneren Reflexion einfallt; im 
ersteren Falle verschwindet die eine gebrochene Welle (oder eventuell 
— im Gebiete der Totalreflexion beider Strahlen — beide), im letz- 
teren Falle die eine im Kristall reflektierte. Es scheint also, daf in 
diesen Fallen nur drei Unbekannte — niimlich die Amplituden der 
gebrochenen und reflektierten Welle und das Polarisationsazimut der- 
jenigen von ihnen, die im isotropen Medium verliuft — zur Verfiigung 
stinden, durch welche die vier Grenzbedingungen iiberhaupt nicht be- 
friedigt werden kénnten. Dieser Widerspruch lést sich aber dadurch, 
da an Stelle der nach der Konstruktion von Mac Cullagh in Weegfall 
kommenden Welle gewéhnlicher Art (d. h. von konstanter Amplitude) 
eine andersartige Lichtbewegung auftritt, namlich eme Welle, deren 
Amplitude in der Wellenebene nicht konstant ist und in sehr geringer 
Entfernung von der reflektierenden Grenzebene erlischt. 

Tn der Tat ergibt sich das Auftreten einer solchen_,,inhomogenen“ 
Welle von selbst aus der rein analytischen Behandlung des Problems. 
Diese kann nimlich in den in Rede stehenden Fallen formell die- 
selbe bleiben, wie sie in §§ 2 und 3 angegeben wurde, wenn man zu- 
nichst von der geometrischen Bedeutung der benutzten Lésungen ab- 
sieht. Nur entspricht jetzt dem durch a =< fiir alle entstehen- 
den Wellen iibereinstimmend gegebenen (reellen) Werte ane bei der 
einen der im Kristall entstehenden Wellen ein Wert v, > i also hein 
reeller Wert des Winkels 7,, oder es ist die dieser Welle entsprechende 
Wurzel der Gl. (7), S. 180, fiir tg r komplex. Dies hat zur Folge, dab 
im Exponenten der Hxponentialfunktion, deren reeller Teil, analog der 
Formel (4), 5. 178, den Polarisationsvektor p, der betreffenden Welle 
darstellt, der Faktor von 2 eine komplexe GréBe wird; der reelle 
Ausdruck fiir den Polarisationsvektor enthilt daher einen reellen Ex- 
ponentialfaktor, dessen Exponent mit 2’ proportional und im Kristall, 
wo diese Lichtbewegung iiberhaupt nur existiert, stets negativ ist, was 
bedeutet, daB die Amplitude in Ebenen parallel zur Grenzebene (2° =0) 
konstant ist und mit der Entfernung von dieser sehr schnell abnimmt. 
Was die durch den imaginiren Teil des Exponenten bestimmte Rechtung 
der Wellennormale — worunter jetzt die Normale der Hbenen gleicher 
Phase aa verstehen ist — anbetrifft, so ergibt sich fiir dieselbe diejenige 
Richtung, welche sie in dem Grenzfalle besitzt, wo der einfallende Strahl 
auf dem Grenzkegel der einfachen inneren Reflexion bezw. totalen Re- 

Pockels, Kristalloptik. 14. 
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flexion liegt, und zu welcher also ein streifend reflektierter bezw. ge- 
brochener Strahl gehért. Diese Wellennormalenrichtung ist im allgemei- 
nen (wie die Konstruktion an der Indexfliche leicht erkennen laBt) ge- 
neigt gegen die reflektierende Grenzebene, in gewissen besonderen Fallen 
(wie z. B. fiir die Reflexion an der Grenze zweier isotroper Medien) 
ihr parallel; jedenfalls steht also die Richtung, in welcher sich die 
Amplitude andert, nicht senkrecht zur Wellenebene’), wie es bei ge- 
wohnlichen (,,homogenen“) Wellen in einem absorbierenden Medium der 
Fall ist. Da die Fortpflanzungsrichtung der Energie einer Welle all- 
gemein diejenige des Strahles ist, und da dieser hier nach dem Vor- 
stehenden stets parallel zur Grenzebene liegt, so findet in der in Rede 
stehenden inhomogenen Welle eine Lnergiestromung nur parallel zur 
Grenzebene statt, und dieselbe nimmt daher auch keine Energie aus 
der einfallenden Welle auf, wodurch es verstindlich wird, dai trotz 
der Existenz dieser Welle im Falle der gewohnlichen Totalreflexion 
die volle Intensitat reflektiert wird. 

Der aus sin7, > 1 folgende imaginiire Wert von cos r, (und der 
komplex werdende Wert von tg 0 bezw. tg o) fiir die entstehende in- 
homogene Welle hat nun weiter zur Folge, daB in den Grenzbe- 
dingungen (10) bezw. (26) die dieser Welle entsprechenden Glieder 
komplex werden, und da8 sich somit aus den Grenzbedingungen auch 
bei reellen E und « fiir tg 9 bezw. tg 0, d.h. fiir das Verhiltnis der zur 
Einfallsebene senkrechten und parallelen Amplitudenkomponenten der 
in das isotrope Medium reflektierten bezw. gebrochenen Welle, ein kom- 
plexer Wert ergibt. Hin solcher bedeutet aber, wie wir in § 6 der 
Hinleitung sahen, ee Phasendifferenz der betreffenden Schwingungs- 
komponenten, durch welche im allgemeinen eine elliptische Schwingung 
bedingt ist. Wir wollen jedoch auf die Berechnung dieser Phasen- 
differenz (wie auch der Parameter der inhomogenen Welle) hier nicht 
eingehen”), da Beobachtungen dariiber an Kristallen noch fehlen®). 

Dagegen kénnen wir aus dem Vorstehenden sogleich einige quali- 
tative Folgerungen in betreff der Polarisation des bei den beiden Ver- 
suchsanordnungen der Totalreflektometer in das isotrope Medium ge- 


1) Hiermit hangt auch zusammen, da in dieser Welle die sonst auch in 
Kristallen geltende Transversalitét des Polarisations-(magnetischen) Vektors nicht 
besteht. 

2) Uber den Gang der allgemeinen Rechnung vergl. Kaemmerer, l.c. Kap. IV. 

3) Die Phasenverzégerung bei der Totalreflexion an isotropen Korpern ist 
von Jamin und Quincke gemessen und mit der Theorie in Ubereinstimmung 
gefunden worden. Siehe z. B. Drudes Optik in Winkelmanns Handbuch 1. Aufl., 
2, p. 779. 


AWGN hs Interferenzerscheinungen im homogenen parallelen Licht. 91] 


brochenen bezw. reflektierten Lichtes ziehen. Bei der Methode des 
streifenden Einfalls gelangen im stiirker brechenden isotropen Medium 
zwischen den beiden Grenzstrahlenkegeln nur Strahlen zum Austritt, 
welche aus solchen im Kristall einfallenden langsameren Strahlen 
hervorgegangen sind, die an der Grenzebene die einfache innere Re- 
flexion erleiden. Diese austretenden Strahlen sind also nach obigem 
Ergebnis im allgemeinen elliptisch polarisiert, und nur in den beson- 
deren Fallen, von denen schon in Kap. IV, § 10 die Rede war, linear 
polarisiert. Auf dem inneren Grenzstrahlenkegel selbst geht jedoch 
die elliptische Polarisation in lineare tiber, so daf die a. a. O. ange- 
stellten Uberlegungen iiber die Bestimmung der Polarisation der inneren 
Grenzstrahlen mittels eines Analysators auch im allgemeinen Falle 
gtiltig bleiben; nur eine vollstindige Ausléschung des gebrochenen 
Lichts neben der duferen Grenzkurve wiirde jetzt mittels Analysators 
nicht méglich sein. Bei der Beobachtungsmethode der totalen Reflexion 
wiirde, wenn das einfallende Licht linear polarisiert wire, das reflek- 
tierte zwischen den beiden Grenzkurven ebenfalls elliptisch polarisiert 
sein, ebenso auch, aber mit anderer Schwingungsellipse, das total re- 
flektierte Licht auBerhalb der auBeren Grenzkurve. Wenn man aber, 
wie gewohnlich, natiirliches Licht einfallen lat, so wird das Licht im 
Gebiete zwischen den Grenzkurven teilweise linear, dasjenige im Ge- 
biete vollstiindiger Totalreflexion wnpolarisiert sein. Das Polarisations- 
azimut kann jedoch auch hier in der friiher erdrterten Weise mittels 
eines Analysators bestimmt werden. 


Achtes Kapitel. 


Interferenzerscheinungen an Kristallplatten im parallelstrahligen 
polarisierten Licht. 


1. Interferenzerscheinungen im homogenen parallelen Licht. 
Die einfachsten Interferenzerscheinungen, zu welchen der Durchgang 
polarisierten Lichtes durch planparallele Kristallplatten AnlaB gibt, 
nimlich diejenigen, welche im senkrecht zur Oberflache einer solchen 
Platte einfallenden Licht auftreten, wurden von Arago') 1811 ent- 
deckt und, nachdem sie von Biot®) eingehender untersucht worden 


<2 

1) F. Arago, Mém. Cl. d. se. math. et phys. de l’inst. de France (1811) 

12 (1812), p. 93; Gilberts Ann. d. Phys. 40 (1812) p. 145. 
2) Vergl. B. Biot, Traité de physique 4 (1816). 
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waren, von Fresnel‘) auf Grund der schon in § 8 der Hinleitung er- 
wiihnten, von ihm in Gemeinschaft mit Arago ausgefiihrten Versuche 
erklirt. — Nach dem a.a.O. Gesagten findet Interferenz der beiden, 
sich in der Kristallplatte in derselben Richtung fortpflanzenden und 
somit senkrecht zueinander polarisierten Wellen nur dann statt, wenn 
sie aus einer, mittels eines ,,Polarisators“ linear polarisierten Welle 
hervorgegangen sind und nach dem Austritt aus dem Kristall mittels 
einer zweiten polarisierenden Vorrichtung, des ,,Analysators“, auf eine 
gemeinsame Polarisationsrichtung zuriickgefiihrt werden. 

Wir wollen zunichst annehmen, das einfallende Licht sei homo- 
genes. Dann handelt es sich nur um die Berechnung der Jntensitdt, 
welche das aus dem Analysator austretende Licht besitzt. Sehen wir 
von den unerheblichen Schwichungen ab, welche durch die Reflexionen 
an den Oberflachen der Platte und denen der Polarisatoren, sowie 
durch Absorption (die wir fiir die Kristallplatte hier als unmerklich 
voraussetzen) bedingt werden, so findet hierfiir unmittelbar die For- 
mel (14) der Hinleitung (S. 16) Anwendung. Die darin auftretende 
Phasendifferenz A ist hier diejenige, welche die beiden Wellen beim 
senkrechten Durchgang durch die Kristallplatte erhalten haben, und 
lat sich somit durch die Geschwindigkeiten q,, q, oder die Brechungs- 
indizes ,, %, dieser beiden Wellen, sowie durch die ihrer Schwin- 
gungsdauer 7’ entsprechende Wellenlinge A im leeren Raume und die 
Dicke d der Kristallplatte wie folgt ausdriicken: 


Q2u/d d d 
= ie — <| = 2 ty — My). 
Demnach lautet die vollstiindige Formel fiir die Intensitit des aus 
dem Analysator austretenden Lichtes: 


Guy de J°| cos? (a — B) — sin 2e@ sin 26 sin? [x Z (nm, — n) |} 


Ist die Kristallplatte, also auch d und n,—»,, 
sowie die Wellenliinge 4 des angewandten Lichtes 
gegeben, so ist J noch eine Funktion der beiden 
Winkel @ und £, welche die Schwingungsrich- 
tungen des Polarisators (P) und Analysators (A) 
mit derjenigen (H,) der einen Welle im Kristall 
bilden (vergl Fig. 80). Diese Abhingigkeit 
wollen wir zunachst betrachten. 


& 


1) A. Fresnel, Ann. chim. phys. (2) 17 (1821), p. 102, 167; Pogg. Ann. 12 
(1828), p. 366) 
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Dreht man die Platte.in threr Ebene bei festgehaltenen Stellungen 
des Polarisators und Analysators, so bleibt « — 6 konstant, wihrend 
sich « und 6 um den entgegengesetzten Drehungswinkel der Platte 
aindern. Bei einer vollen Umdrehung gibt es acht Lagen der Platte, 
fiir welche sich die Intensitit auf das erste Glied: J° cos? (« — p) re- 
duziert, d. h. dieselbe ist, als ob die Platte gar nicht vorhanden ware, 
also auch die gleiche, wie sie das Gesichtsfeld im Polarisationsapparat 
neben der Platte aufweist; diese Lagen sind bestimmt durch « = 0, 
3, X, =u und B = 0, +z, x, 3a. Zwischen diesen acht Lagen tritt 
abwechselnd je ein Maximum oder Minimum der Intensitit ein. 

Ist speziell « —B=+42, dh. die Polarisationsebene des Analy- 
sators senkrecht zu der des Polarisators, so ist 


(L*) J = J sin* 2a sin*| x £ (ng — m,) | 


und es reduzieren sich jene acht Lagen der Platte auf vier (um je 
90° verschiedene), welchen zugleich das Minimum der Intensitit und 
zwar J—Q entspricht; also: die Platte erscheint zwischen gekreuzten 
Polarisatoren ganz dunkel, wenn eine ihrer Schwingungsrichtungen H,, H, 
mut derjenigen des Polarisators oder Analysators zusammenfallt. Dies 
gilt unabhiingig von der Wellenlinge, also auch fiir weipes Licht, 
vyorausgesetzt allerdings, dafi die Lage der Schwingungsrichtungen 
H,, H, von der Farbe unabhingig ist, was fiir beliebige Kristallplatten 
nur insoweit zutrifft, als die Hrscheinungen der Dispersion, von denen 
in Kap. Il, § 20 die Rede war, zu vernachlissigen sind. 

Auf dem vorstehenden Satze iiber das Verschwinden der Inten- 
sitit bei gekreuzten Polarisatoren beruht die einfachste Methode zur 
Bestimmung der Schwingungsrichtungen in Kristallplatten; man nennt 
dieselben daher auch oft ,,dusléschungsrichtungen“. Genauere Mittel 
zur experimentellen Bestimmung dieser Richtungen werden wir spiiter 
noch kennen lernen. 

Bei parallelen Polarisatoren (d. h. parallelen Schwingungsrich- 
tungen derselben) ist die Intensitat 


(1°) T=I(1 — sin? 2 sin? 5), 


erreicht also ihre Maxima fiir «=0,}2,2,3x und Minima fiir 
21 3 ba 4 
Oa 4e , TH EN, LW 
Die extremen Werte, welche die Intensitiit bei beliebiger Stellung 
der~Polarisatoren annehmen kann, hingen von der Phasendifferenz A 
ab. In dem besonderen Falle, dab diese ein ganzes Vielfaches von 


2a ist, also 
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werden die extremen Werte von J einander gleich und wird folglich J 
iiberhaupt unabhéngig von der Lage der Platte = J° cos*(« — B), ah. 
gleich dem Werte, der ohne die Kristallplatte oder bei isotroper Platte 
herrschen wiirde. Es kann also bei der Beobachtung in homogenem, 
parallelem, polarisiertem Lichte ausnahmsweise der Fall vorkommen, 
daB eine Platte eines doppeltbrechenden Kristalls, auch wenn sie nicht 
senkrecht zu einer Achse der Isotropie ist, sich wie eime ¢sofrope 
Platte verlilt, d.h. in keiner Lage auf das senkrecht einfallende po- 
larisierte Licht einzuwirken scheint. Da aber die oben hierfiir ge- 
fundene Bedingung nur fiir eine bestimmte Wellenldnge erfiillt sein kann, 
so wiirde schon die Beobachtung mit irgend einer anderen Farbe oder 
mit weiBem Licht die Tiiuschung aufkliiren (ebenso wiirde eine 
Neigung der Platte gegen das einfallende Licht hierzu dienen kénnen). 

Dreht man bei festliegender Platte den Analysator, indert also 8 
allein, so findet man immer vier, um je 90° auseinanderliegende 
Stellungen des letzteren, fiir welche die Intensitit dieselbe wird, wie 
ohne die Platte; es sind dies die Analysatorstellungen B =0, $2, 2, $2. 
Der Wechsel der Intensitiit, welcher beim Drehen des Analysators 
stattfindet, ist am gréBten, niimlich das Maximum = J° und das Mini- 
mum = 0, fir A=haz; ist dabei h eine gerade Zahl, so hat man den 
Fall, daB die Platte das polarisierte Licht gar nicht beeinfluit; ist 
dagegen h ungerade, so ist das austretende Licht zwar ebenfalls linear 
polarisiert, aber mit veriindertem Azimut, welches zu dem des ein- 
fallenden symmetrisch liegt in bezug auf die Richtungen Hy, oder H,, 
so daB dann also vollstindige Dunkelheit eintritt fiir B = — « + $2, 
(denn es wird J = J° cos*(« + p)). Bemerkenswert ist noch der Fall, 
daB A= (h+4)a und « =+ 4m ist, in welchem J = $J°, also un- 
abhiingig von 8 wird, d.h. sich beim Drehen des Analysators tber- 
haupt nicht dndert; das aus der Platte austretende Licht ist dann 
zirkular polarisiert (vergl. Hinleitung, 5. 8). 

Die Abhdngigkeit der Intensitdit von der Dicke d der Platte unter 
sonst unveriinderten Umstiinden ]iBt sich unmittelbar zur Anschauung 
bringen, indem man der Platte die Gestalt eines Aezles yon so spitzem 
Winkel gibt, dai die Ablenkung der senkrecht auf seine eine Fliche 
auffallenden Strahlen nicht merklich in Betracht kommt. Dann wird 
man niimlich die verschiedenen Intensitiiten, welche man bei wachsen- 
dem d erhalt, nebenetnander erblicken. Da nun das yon der Dicke 
abhiingige Glied von J periodisch ist, so gilt dies auch von J selbst, 
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und im Falle des Keiles wird man abwechselnd hellere und dunklere 
aquidistante Streifen parallel zu seiner Kante wahrnehmen; der Ab- 


; : : A : 
stand correspondierender Streifen ist no Cote &, wenn «é der Keil- 
ee 41 


winkel ist. Speziell bei gekreuzten Polarisatoren treten ganz dunkle 


Streifen auf in den Abstinden h - ‘ Akt von der (idealen) Kante des 


Keils, und zwar behalten dieselben diese Lage, gleichgiiltig wie man 
den Keil in seiner Ebene dreht (wihrend bei beliebiger Stellung der 
Polarisatoren itiberhaupt nur bei ganz bestimmten Lagen des Keils 
vollig dunkle Streifen erscheinen). Diese schwarzen Streifen werden 
am schiirfsten heryortreten, wenn die Schwingungsrichtungen des Keils 
Winkel von 45° mit denen der Polarisatoren bilden, weil dann die 
maximale zwischen ihnen auftretende Helligkeit am gréften ist. 
Zum Verstiindnis der beschriebenen Erscheinungen wird es niitz- 


lich sein, wenn wir uns noch den Polarisations- oder Schwingungs- 
zustand des an verschiedenen Stellen aus dem Keil austretenden 
Lichtes (vor seinem Durchgang durch den Analysator) veranschau- 
lichen. Wir wollen dabei den zuletzt erwahnten, praktisch wichtigsten 
Fall voraussetzen, daB nimlich der Winkel «, den die Schwingungs- 
richtung (P) der aus dem Polarisator austretenden Welle mit der- 
jenigen der schnelleren Welle in der Kristallplatte (#7,) bildet, 4 45° 
betrigt (Fig. 81). Dann haben die Kom- 


ponenten der Schwingung nach H, und H, ae 

stets gleiche Amplitude, einerlei welche Phasen- 

differenz sie erhalten haben, und die durch 5 ip 
ihre Zusammensetzung resultierende Schwin- 

gung mu folglich immer dem gleichen Quadrat 

(mit der Seite “-, wenn a die Amplitude H 

y2 Fig. a 


nach Austritt aus dem Polarisator ist) em- 
beschrieben sein. LiBt man die Phasenverzégerung der zu H, paral- 
lelen Schwingungskomponente gegen die erste von Null an bis ¢2 
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wachsen, so geht die urspriinglich geradlinige Bahn der resultierenden 
Schwingung durch eine linksherum durchlaufene Ellipse in eimen 
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Kreis iiber; bei weiter bis x wachsender Verzégerung wird der Kreis 
bei gleichbleibendem Umlaufssinn zu einer Ellipse, deren groBe Achse 
za P senkrecht liegt, und die schlieBlich (fiir A =z) in eine Gerade 
von dieser Lage degeneriert; durchliuft dann A das Intervall von x 
bis 22, so erhalt man rechts rotierende elliptische Schwingungen, die 
wieder zu der urspriinglichen geradlinigen Schwingungsrichtung. zu- 
riickleiten. Fig. 82 zeigt diese Reihenfolge der Schwingungsformen, 
wie sie in dem aus den verschieden dicken Stellen eines Keiles aus- 
tretenden Licht nebeneinander vorhanden sind. 


2. Interferenzerscheinungen im weiBen parallelen Licht. Wie 
in §9 der EHinleitung begriindet wurde, erhilt man, wenn im ein- 
fallenden Licht Strahlen verschiedener Wellenlinge (oder Farbe) vor- 
handen sind, bei der Interferenz als resultierende Intensitat die Summe 
der den einzelnen Farben zufolge der Formel (1) entsprechenden 
Intensititen, also 


(2) T= >!J,{ cos*(a — B) — sin 2a sin 28 sin’| x Sm, — n,) |} ‘ 


oder, wenn im einfallenden Licht alle médglichen . Wellenlangen 
zwischen zwei Grenzen 4,, 4, vertreten sind (also sein Spektrum ein 
kontinuierliches ist) 

Ay 


(2") t= i,da|cos*(«—p)—sin 2c sin 28 sin’) » ote m) ||, 


Ay 


wo 7,dA die Gesamtintensitat der Strahlen, deren Wellenlingen zwischen 
4 und 2+ dd liegen, bedeutet. 

Ist die Intensititsverteilung im Spektrum des einfallenden Lichtes 
eine solche, wie sie dem Eindruck des Wei entspricht, so wird sie 
dies in dem aus dem Analysator austretenden Lichte im allgemeinen 
nicht mehr sem, da der Faktor, mit welchem in obigen Ausdriicken 
J, bezw. 7,d4 multipliziert ist, von 2 abhiingt; das austretende Licht 
erscheint daher farbig. Die hierhergehérigen Erscheinungen wurden 
daher von ihrem Entdecker Arago als ,,chromatische Polarisation“ be- 
zeichnet. Das erste Glied des Ausdruckes (2) stellt Licht von der- 
selben Mischfarbe dar, wie das einfallende; ist letzteres weiB, so ist 
also das austretende Licht die Superposition von weiBem Licht von 
der Intensitit J° cos*(@ — 6) und von farbigem Licht von der Inten- 


ae te 2 é : d(n, — 
sitit — > J, sin 2@ sin 26 sin? [x en). Streng genommen sind 


nun zwar bei Platten optisch zweiachsiger Kristalle, deren Normale 
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nicht in einer kristallographischen Symmetrieebene liegt, auch die 
Schwingungsrichtungen, folglich die Winkel « und f, von der Farbe 
abhingig. Diese Abhiingigkeit, welche durch die in Kap. II, § 20 
besprochene Dispersion der Binormalen bedingt und im allgemeinen 
nur gering ist, wollen wir aber hier, ebenso wie auch die Abhingig- 
keit der Differenz n, —m, von 4, vernachlissigen. Indem wir somit 
den Einflug der Dispersion von der gegenwiirtigen Betrachtung aus- 
schlieBen, begehen wir nur einen Fehler, der bei der qualitativen Be- 
stimmung der Farbenerscheinungen praktisch héchstens in seltenen 
Ausnahmefillen merklich in Betracht kommt. 

Dann verschwindet der farbige Lichtanteil, wenn « oder 6 = 0, 
3%, w, oder 3 ist, also bei denjenigen acht Lagen der Platte, wo 
dieselbe im homogenen Lichte die Intensitit nicht beeinfluBt. Dreht 
man die Platte in ihrer Ebene bei festbleibender Stellung der Polari- 
satoren, so mu sie also in jenen acht Lagen farblos erscheinen, und die 
in den Zwischenlagen auftretende Farbung mu8 beim Durchgang durch 
eime jener Lagen in die komplementdre iibergehen, da dabei jedesmal 
das Produkt sin 2a sin 28, also auch die Intensitaét des farbigen An- 
teils des Lichtes, das Vorzeichen wechselt. Dreht man einen der 
Polarisatoren, wahrend der andere und die Platte fest bleiben, so tritt 
der Farbenwechsel wihrend der vollen Umdrehung nur wermal ein, 
nimlich dann, wenn der Hauptschnitt des gedrehten Polarisators mit 
einer der Schwingungsrichtungen zusammenfallt. 

Sind die Schwingungsebenen des Polarisators und Analysators 
zueinander senkrecht oder parallel, so zeigt die Platte beim Drehen in 
ihrer Ebene keinen Farbenwechsel. Denn es wird 


: l 
(2%) im Falle «— B= = = sin? 2 - > J, sin? reese a 


(2°) im Falle «—p—0 he sin? _ Hm) 


Im ersten Falle aindert sich mit « nur die Intensitdt des aus- 
tretenden farbigen Lichtes, im zweiten die Intensitaét des am urspriing- 
lichen weifen Licht fehlenden farbigen Bestandteiles und somit nur 
die Séttigung der auftretenden Farbung, welche fiir « = {a oder {x 
am gréRten ist. Da J, + J, =J) ist, also weibes isehe ergibt, so 
sind die Firbungen bet parallelen und gekreuzten Polarisatoren zu- 
eimander komplementar. 

“ Was nun diese Farbungen anbelangt, so sind sie in derjenigen 
Anniherung, welche der Vernachlissigung der Dispersion entspricht, 


identisch mit den Interferenzfarben diinner Blittchen im reflektierten 
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bezw. durchgehenden Lichte. In der Tat ist z. B. die an den Be- 
grenzungsebenen einer Laftschicht von der Dicke / senkrecht reflektierte 
Lichtintensitiit sehr anniihernd gegeben durch 


F 21 
Q Sih sin? x =, 


und die durchgehende durch 
7 oe J, sin? a", 

wo 9 ein von dem Reflexionsvermégen abhiingiger konstanter Faktor 
ist’). Aus der Vergleichung dieser Ausdriicke mit (2*) und (2”) folgt 
aber der Satz: Die Interferenzfarbe einer Kristallplatte von der Dicke d 
zwischen gekreuzten (bezw. parallelen) Polarisatoren stimmt (niherumgs- 
weise) iiberein mit der Interferenzfarbe einer Luftschicht im senkrecht 
reflektierten (bezw. durchgehenden) Lichte, wenn deren Dicke gleich ast 
dem Produkte aus der halben Dicke der Kristallplatte und der Differenz 
der Brechungsindizes der in der Richtung der Plattennormale sich fort- 
pflanzenden beiden Wellen. 

Nachstehende Tabelle gibt nach G. Quincke*) diese Interferenz- 
farben fiir eine Reihe von Werten von 21=—d(n,—,) an. Man 
teilt dieselben herkémmlicher Weise in verschiedene Ordnungen ein 
deren jede ein Wertintervall von 2/7 gleich der Wellenlinge 551 wu 
der im Sonnenlicht die gréfte Intensitaét entspricht, umfabt, weil sich 
in diesen Intervallen, namentlich denen héherer Ordnung, ‘hnliche 
Farbenfolgen wiederholen. Hin Keil zeigt natiirlich die ganze Farben- 
folge dieser Tabelle nebeneinander, sofern er wirklich in eine scharfe 
Kante ausliuft. 

In den hodheren Ordnungen wiederholen sich die mattroten und 
-griinen Farbenténe immer blasser werdend, bis sie schlieBlich nicht mehr 
von wei zu unterscheiden sind. Daf aber die Zusammensetzung dieses 
Weif hoherer Ordnung, welches dicke Kristallplatten im polarisierten 
Licht (bei beliebiger Stellung der Polarisatoren) zeigen, tatsiichlich 
doch verschieden ist von der des einfallenden weiben Lichtes, erkennt 
man mittels der spektralen Zerlegung*). Ist nimlich, wie wir voraus- 


1) Vergl. z.B. F. Neumanns Vorl. tib. theoret. Optik, Vorl. III, oder 
Drude, Lehrb. d. Optik, p. 284. 

2) G. Quincke, Pogg. Ann. 129 (1869), p. 180. Vergl. auch HE. Briicke, 
Pogg. Ann. 74 (1848), p. 582; A. Rollet, Wien. Ber. 77 (1878), p. 117. Hine 
Wiedergabe der Farbenfolge findet sich z. B. in Mascarts Traité d’Optique III, 
Taf. IV, Fig. 1. 

3) Uber einen hierzu bei mikroskopischer Beobachtung dienenden Apparat 
vergl. Liebisch, Physikalische Kristallographie, p. 469. 


‘ 
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21 Interferenzfarbe Interferenzfarbe 
= (ts — 0) 4 bei bei al bei bei 
in gekreuzten parallelen (% — n,)d gekreuzten parallelen 
uu = mm- 10~° Polarisatoren Polarisatoren 
1. Ordnung 3. Ordnune 
0 schwarz | weil 1128 wu hell bléulich | gelblichgriin 
AO eisengrau | wei violett 
97 lavendelgrau | gelblichweif 1151 indigo unrein gelb 
158 graublau bréunl.-wei 1258 ertinlichblau | fleischfarben 
218 grau | gelbbraun 1334 meerertin braunrot 
234 ertinlichweib | braun 1376 elainzend violett 
259 fast reinweif8 | klar rot ertin 
267 gelblichweif | karminrot 1426 griinlichgelb | graublau 
275 | blass stroh- | dunkel rot- 1495 fleischfarben | meergriin 
gelb braun 1534 karminrot schon grtin 
281 strohgelb | dunkelviolett 1621 matt purpur | matt meer- 
306 klar gelb indigo | griin 
332 lebhaft gelb | blau 1652 violettgrau gelblichgriin 
430 braungelb graublau 
505 rotl. orange | blaulicheriin 4, Ordnung 
eee lee peeiinamany 2 "Dage) aeekiene graublan | griinlichgelb 
| 15 Oia 1711 matt meer-  gelbgrau 
| 2. Ordnung grin | 
ee ! par pr oleae 1744 | negate | graurot 
ce Weep ermetcels 1811 nue hell- = karminrot 
589 indigo _ goldgelb oun 
aa | himmelblau | orange 1927 hell Batis graurot 
728 _griinlichblau | braunl.orang. A bets t ; 
ae tan egies 2007 grau, fast eraublau 
826 heller griin | purpur en 4 
843 gelblichgrtin | violettpurpur ae MeL aee Sue 
866 | griinlichgelb | violett 
910 rein gelb _— indigo 5. Ordnung 
948 orange dunkelblau 2338 matt blau- matt fleisch- 
998 rétl. orange | griinlichblau ertin rot 
1101 dunkel | griin 2668 matt fleisch- matt blau- 
violettrot rot grin 


setzen, das Spektrum des einfallenden Lichtes kontinuierlich, so zeigt 
sich dasjenige des austretenden von einer mehr oder weniger groBen 
Anzahl dunklerer Streifen durchzogen. Bei gekreuzten Polarisatoren 


sind dieselben ganz 


an ss 
i, = - 1) 


schwarz 


und liegen bei 


den 


Wellenlangen 


(wo h eine ganze Zahl bedeutet). Bei beiiebiger — nicht 
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gekreuzter — Stellung der Polarisatoren treten bei derjenigen speziellen 
Lage der Platte, wo «+6—=-+42m ist, ebenfalls ganz dunkle Streifen 
auf, aber an denjenigen Stellen des Spektrums, welche den Wellen- 
2d (Nn. — M,) 
2h 
das sichtbare Spektrum durchziehenden Streifen mit der Plattendicke 
wachst; betragt sie neun oder mehr, so ruft das unzerlegte Licht die 
Empfindung von Weif hervor. Von Fizeau und Foucault wurden 
die Streifen aber noch nachgewiesen, wenn ihre Anzahl im sichtbaren 
Spektrum etwa 1000 betrug'). Die Anzahl der dunklen Streifen, 
welche zwischen zwei bestimmten Spektrallinien liegt und bei An- 
wendung von Sonnenlicht direkt durch Vergleich mit den Fraunhofer- 
schen Linien, sonst durch Benutzung eines Spektroskops mit Skala 
beobachtet werden kann, gibt ein anniherndes Maf fiir (n, — n,) d, 
also bei bekannter Plattendicke fiir die Starke der Doppelbrechung 
in der Beobachtungsrichtung. Wie sich die Streifen im Spektrum 
verschieben und vermehren, wenn man die Plattendicke wachsen laft, 
also z. B. einen Keil, dessen Kante dem Spektrometerspalt parallel ist, 
vor letzterem verschiebt, kann man sich durch folgende einfache Kon- 
struktion veranschaulichen. Man trage als Abszissen die Wellen- 
langen 2 (wobei etwa die Punkte H und B den Grenzen des sicht- 
baren Spektrums entsprechen mégen) und als Ordinaten die Dicken d 


langen entsprechen. — Man erkennt, da die Anzahl der 


auf (siehe Fig. 83). Dann entsprechen den Relationen 


Aime Bh ANS 


gerade Linien G,, G,, die vom Null- 
punkte ausstrahlen. Die Schnitt- 
punkte dieses Strahlenbiischels mit 
einer Parallelen PP’ zur Abszissen- 
achse im Abstande gleich der ge- 
gebenen Dicke d haben dann zu 
Abszissen diejenigen Wellenlingen, 
bei denen bei gekreuzten Polarisa- 


B “ 
(violett) (rot) 
Fig. 83. toren die schwarzen Streifen im 


Spektrum liegen. Man” tibersieht 
hiernach leicht, wie beim Wachsen der Dicke d, dem in der gra- 
phischen Darstellung ein Hinaufriicken der Geraden PP’ entspricht, 
zunachst em dunkler Streifen (J) vom Violett in das Spektrum eintritt 


1) Fizeau u. Foucault, Ann. chim. phys. (3) 26 (1849), p. 138; 30 (1850), 
p. 146. 
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und gegen das rote Ende hin wandert, wie dann ein zweiter Streifen 
(IZ) im Violett erscheint und ebenfalls gegen das Rot vorriickt, und 
so fort. Dabei ist nur zu beriicksichtigen, daf die Abstiinde der den 
einzelnen Wellenlingen entsprechenden Stellen des Spektrums, wenn 
dieses durch ein Prisma oder Prismensystem erzeugt wird, nicht den 
‘Wellenliingen proportional sind, sondern nach dem Violett hin relativ 
gréBer werden, weshalb die Streifen dann gekriimmt erscheinen. In 
einem (ritterspektrum dagegen, wo die Ablenkungen den Wellenlingen 
proportional sind, wiirden die Geraden OG,, OG,--- unserer Figur 
direkt als dunkle Linien, die das zwischen den Vertikalen in H und 
B ausgebreitete Spektrum schriig durchziehen, sichtbar werden, wenn 
man den Kristallkeil mit der Kante senkrecht zum Spektrometerspalt 
vor diesem aufstellen wiirde‘*). 


3. Anwendungen zur optischen Erkennung von Mineral- 
schliffen. Die unter 1. und 2. behandelten Hrscheinungen finden 
mannigfache Anwendung, so z. B. zur Bestimmung des optischen 
Charakters von Kristallschliffen, welcher ein wichtiges Erkennungs- 
merkmal der Mineralien in Gesteinen bildet. 

Zuniichst gewahrt das Verhalten eines Schliffes hinsichthch seiner 
Auslischung beim Drehen zwischen gekreuzten Polarisatoren einen 
Anhaltspunkt fiir die Beurteilung des Kristallsystems. Hrscheinen alle 
Durchschnitte eines Minerals in jeder Lage dunkel, so ist dasselbe 
optisch isotrop, also entweder amorph (ein ,,Glas“), oder dem reguldren 


Kristallsystem angehérig — zwischen welchen heiden Méglichkeiten 
meist nach der Begrenzung der Durchschnitte oder nach dem Vor- 
handensein von Spaltrissen entschieden werden kann. — Finden sich 


unter zahlreichen Durchschnitten eines und desselben Minerals einzelne 
— yon meist quadratischem oder sechseckigem UmriB —, welche 
beim Drehen dunkel bleiben, wiahrend die Mehrzahl mehr oder 
weniger intensiv doppeltbrechend ist, so ist das Mineral optisch eim- 
achsig, also tetragonal, hexagonal oder rhomboédrisch kristallisiert. 
Theoretisch miiBte allerdings auch eine zu einer Binormale senkrechte 
Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls zwischen gekreuzten Polari- 
satoren in jeder Lage dunkel erscheinen, weil fiir eine solche ja eben- 
falls Ms — & = 0 ist und somit nach (1*) J fiir jedes « verschwinden 


~ 1) Ausgezeichnete photographische Darstellungen dieser Erscheinung, welche 
den Unterschied des durch Prismen und durch Gitter erzeugten Spektrums augen- 
fillig zeigen, finden sich in H. Hauswaldts Tafelwerk fiber Interferenzerschei- 
nungen im polarisierten Licht, Neue Folge (Magdeburg 1904), Tafel 26 und 27. 
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miiBte. In Wirklichkeit verursachen aber solche Platten in jeder Lage 
Aufhellung des Gesichtsfeldes des Polarisationsapparates bei gekreuzten 
Polarisatoren, sowohl im weiBen als im homogenen Licht. Man konnte 
versucht sein, dieses Verhalten der inneren konischen Refraktion aazu- 
schreiben, welche ja bewirkt, daB ein in der Richtung einer Binormale 
einfallendes schmales Biindel von Parallelstrahlen als ein Hohlzylinder 
austritt, der durch den Analysator nie ganz ausgeléscht wird (siehe 8. 60). 
Allein die nahere Betrachtung zeigt, dai, wenn eine ausgedehnte ebene 
Welle einfallt, die konische Refraktion keinen merklichen Hinflu® auf 
die Polarisationsverhiltnisse hat'). Wenn eine zur Binormale senk- 
rechte Platte dennoch zwischen gekreuzten Polarisatoren nicht dunkel 
erscheint, so ist dies vielmehr dem Umstande zuzuschreiben, da wir 
in praxi nie mit vollkommen parallelem Licht beobachten, und dab 
sich die beiden Schalen der Normalenfliche auf emer Binormale nicht 
(wie diejenigen einachsiger Kristalle auf der optischen Achse) beriihren, 
sondern durchdringen, weshalb schon bei einer geringen Abweichung 
der Normalenrichtung von den Binormalen ein merklicher Gang- 
unterschied auftritt. In weiem Licht kommt hinzu, dali die Platten- 
normale nur fiir eee Farbe mit der Binormale zusammenfallen kann. 

Irgendwelche andere Schnitte eines optisch zweiachsigen Kristalls 
zeigen, wenigstens im homogenen Lichte, bestimmte Ausléschungs- 
richtungen. Hrweisen sich dieselben parallel zu gewissen Begrenzungs- 
elementen oder Spaltrissen (gerade Auslischung“), so kann man auf 
rhombische (oder eventuell monokline) Symmetrie schlieBen. 

Hine annihernde Schiatzung der Stdérke der Doppelbrechung ge- 
stattet mit Hilfe der 5.219 wiedergegebenen Tabelie schon die Beob- 
achtung der Interferenzfarbe im weifen Lichte zwischen gekreuzten 
Polarisatoren, sofern man die Dicke des Schliffes kennt. Ist letztere 
nicht gut meBbar, wie etwa bei Gesteinsdiinnschliffen, so kann man 
sie aus der Interferenzfarbe eines auf gleiche Dicke mit abgeschliffenen 
Minerals von bekannter Doppelbrechung und Orientierung, z. B. Quarz, 
berechnen. In Gesteinsschliffen werden sehr haufig bereits Quarzkérner 
enthalten sein, jedoch in regelloser Orientierung; diejenigen von ihnen, 
welche die héchste Interferenzfarbe aufweisen, werden derjenigen Lage, 
wo die optische Achse parallel zur Schliffebene ist, am niichsten 
kommen, und man wird also die Dicke annihernd finden, indem man 
aus der Tabelle 8. 219 den ihrer Interferenzfarbe entsprechenden Wert 
von 2/ entnimmt und durch die Differenz der Hauptbrechungsindizes 


1) A. Beer, Pogg. Ann. 85 (1852), p. 67. Vergl. auch E. Kalkowsky, 
Zeitschr. f. Krist. 9 (1884), p. 486. 
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a4 


des Quarzes'): ¢ — om =0,0091 dividiert. Sind nun in einem Diinn- 
schliff zahlreiche Durchschnitte von regellos orientierten Kristallen eines 
anderen Minerals vorhanden, so wird man fiir dieses die Differenz y— « 
des gréBten und kleinsten Hauptbrechungsindex ermitteln kénnen, in- 
dem man ebenfalls diejenigen Durchschnitte aufsucht, welche die héchste 
Interferenzfarbe zeigen, und die dieser letzteren entsprechende GriBe 
21 durch die, wie angegeben, bestimmte Dicke des Schliffes dividiert. 
Der Wert von y—e gibt in vielen Fallen schon ein wichtiges 
Erkennungsmerkmal gesteinsbildender Mineralien. In nachstehender 
Tabelle stellen wir fiir die schon friiher als Beispiele gewihlten 
kristallisierten Substanzen und einige andere diese Werte (giiltig fiir 
Na-Licht) zusammen; die zweite Kolumne gibt die kleinsten Dicken 
d’ an, bei welchen Platten dieser Kristalle das Rot erster Ordnung 


: : , 0,000551 
zeigen, und welche bestimmt sind durch d’ = ~——— 
ef ne : 
Optisch einachsige Kristalle. Optisch zweiachsige Kristalle. 
NhiMacek Sant) Goh | y—e d 
Aen | = : pact tilts RP 9B ee |< = zl Pd at 
l] r TI iz. 7 as 
Hg, Cl, 0,64 0,00086 Schwefel —-0,29005 =~ -:0,00190 
NaNO, | 02504 0,00220 Cerussit | 0,27435 | 0,00201 
Kalkspat 0/1721 0,00321 Arragonit 0,15576 | 0,00354 
Zirkon |} 0,05 0,0110 Weinsiure | 0,1103 0,0045 
Turmalin  —  0,0173 0,03185 Anhydrit -0,0440-=— 00,0125 
Quarz | 0,0091 0,06055 Glimmer 0,0388 0,01420 
Beryll 0,0064 0,08569 Olivin | 0,036 =| 0,01531 
Apatit | 0,0043 | 0,12667 Diopsid 00,0299 ——:0,01843 
Baryt |, 0,01167 | 0,04722 
Andalusit | | 
Lee |} 0,014 0,05009 
Cordiérit | ‘ ip 
Gips 0,00977 | 0,05642 
Topas | 0,00948 0,05812 
Adular | 0,0054 0,1020 
Sanidin | 0,0047 0,1172 


Um an sehr diinnen Schliffen den Charakter der Doppelbrechung 
(d. h. die Lage von H,) zu ermitteln, oder um sehr schwache Doppel- 
brechung tiberhaupt zu erkennen, bedient man sich haufig der Super- 
position einer Gips- oder Glimmerplatte, welche im weifen Licht eime 
sog. empfindliche Farbe zeigt, d.h. eine Interferenzfarbe, welche bei 
eeringer Vergréferung oder Verringerung des Gangunterschiedes schon 

1) Das optische Drehungsvermégen des Quarzes, wegen dessen wir ihn 


friiher nicht unter den Beispielen optisch einachsiger Kristalle aufgezithlt haben, 
kommt fiir Richtungen senkrecht zur Hauptachse nicht merklich in Betracht. 
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starke Verinderungen erfihrt*). Hine solche ist z. B., wie die Tabelle 
S. 219 erkennen liBt, bei parallelen Polarisatoren das Violett erster 
Ordnung, oder bei gekreuzten Polarisatoren dasjenige zweiter Ordnung, 
welche auftreten, wenn die Phasendifferenz fiir mittleres gelbes Licht 
x bezw. 2x betriigt, also das Licht, welches im Sonnenspektrum die 
ordBte Intensitiit besitzt, ausgeldscht wird; denn dieses Violett geht durch 
eine sehr geringe Verringerung des Gangunterschiedes in Rot, durch eine 
ebenso geringe VergréBerung desselben in Blau iiber. Auch das Rot 
erster Ordnung ist als empfindliche Firbung geeignet. Legt man ein 
solches Blittchen B so auf die zu untersuchende Platte P, da die 
Ausléschungsrichtungen beider zusammenfallen, so erkennt man also 
an dem auftretenden Farbenwechsel, ob die Schwingungsrichtung der 
langsameren Welle in P zu derjenigen in B parallel oder senkrecht 
ist. Ebenso machen sich Spuren von Doppelbrechung, die vielleicht 
aus der Aufhellung des Gesichtsfeldes zwischen gekreuzten Polari- 
satoren, wenn man nicht sehr intensives Licht zur Verfiigung hat, 
nicht mehr sicher erkennbar wiiren, dann noch durch eine Farben- 
anderung bemerkbar. Noch auffilliger werden die Farbenanderungen, 
wenn man ein Blaittchen anwendet, welches aus zwei Halften zusammen- 
gesetzt ist, in denen die entsprechenden Polarisationsrichtungen zu- 
einander senkrecht stehen (Bravaissche Doppelplatte)”); denn hier er- 
fahren die Farben der beiden Hiilften bei Uberlagerung einer anderen 
schwach doppeltbrechenden Platte entgegengesetzte Verdinderungen, so 
daB der Kontrast deutlicher wird, als bei der einfachen Platte von 
empfindlicher Farbung. 

Kin Mittel, um die Ordnung der Interferenzfarbe festzustellen und 
die Schwingungsrichtungen der schnelleren und langsameren Welle 
zu unterscheiden, besteht in der Kombination der zu untersuchenden 
Platte mit einer schwach heilformigen (etwa aus Quarz), welche man 
so auf die erstere legt, dai die Schwingungsrichtungen in beiden zu- 
sammenfallen (was man leicht daran erkennt, daB die Kombination 
beider Platten sich hinsichtlich der Ausléschung zwischen gekreuzten 
Polarisatoren wie eine einzige Platte verhilt). Wir werden das 
Verhalten yon Plattenkombinationen an spiiterer Stelle unter all- 
gemeinerem Gesichtspunkte behandeln; fiir den jetzt vorausgesetzten 
speziellen Fall ist aber unmittelbar einzusehen, daf sich die Ver- 
zogerungen A und A’, welche jede einzelne Platte fiir sich erzeugen wiirde, 
eimfach addieren oder subtrahieren, je nachdem die Schwingungsrichtungen 


1) Vergl. z. B. C. Klein, Berl. Ber. 1893, p. 221. 
2) A. Bravais, Ann. chim. phys. (3) 43 (1855), p. 129. 
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H, wnd HH, der langsameren Welle in den beiden Platten zusammen- 
fallen oder aufeinander senkrecht stehen. Im ersteren Falle wird daher 
die Interferenzfarbe steigen, im letzteren sinken, wenn man den Keil 
tiber der zu untersuchenden Platte P im Sinne wachsender Dicke ver- 
schiebt. Kennt man nun die Lage von H,’ im Keil, so ist hiernach 
diejenige von H, in P leicht zu ermitteln'). Ist die Doppelbrechung 
und Dicke der Platte nicht zu grof, bezw. der Keil hinreichend 
dick, so wird man bei derjenigen Lage, wo H, und H,’ gekreuzt 
sind, es erreichen kénnen, da der Gangunterschied im Keil denjenigen 
in der Platte an einer Stelle gerade kompensiert, so daB dort ein 
schwarzer Streifen erscheint?). La8t man den Keil seitlich tiber die 
Platte hinausragen, so zeigt er neben dieser in der Verlingerung des 
schwarzen Streifens gerade die Interferenzfarbe, welche die Platte fiir 
sich allein aufweist, und es kann nunmehr am Keil deren Ordnung 
direkt erkannt werden, wenn derselbe in eine scharfe Kante ausliauft 
und somit die ganze Reihenfolge der Interferenzfarben nebeneinander 
zeigt. Ist der Keil mit einer mikrometrischen Verschiebungs- 
vorrichtung versehen, so kann man auf diese Weise den Gangunter- 
schied in der zu untersuchenden Platte auch messen, nachdem einmal 
die einem Gangunterschied von einer Wellenlinge entsprechende Ver- 
schiebungseréBe ermittelt worden ist. Hinen solchen, an einem Polari- 
sationsmikroskop anzubringenden Quarzkeil-Kompensator hat Michel- 
Lévy vorgeschlagen’®). 


4, Kompensatoren. Zu genaueren Messungen des Gangunter- 
schiedes benutzt man meist den Babinetschen Kompensator, welcher aus 
zwei Quarzkeilen von gleichem Winkel besteht, die mit entgegengesetzt 
gerichteten Keilwinkeln tibereinanderliegen, so da sie zusammen eine 
planparallele Platte bilden. An beiden Keilen ist eme Fliche parallel 
zur optischen Achse geschliffen, aber die letztere lieet in einem parallel, 
im anderen senkrecht zu seiner Kante. Der Gangunterschied, den die 
Kombination beider Keile den senkrecht zu ihren Begrenzungsflaichen 
hindurchgehenden Wellen erteilt, ist daher proportional der Dijferenz 

1) Uber die Anwendung eines Keiles zu diesem Zweck vergl. z. B. C. Klein, 
Berl. Ber. 1893, p. 221, und G. Cesaro, Ann. soe. géol. Belg. Mém. 20 (1893), p. 87. 

2) Vollstindige Kompensation im weiSen Licht ist allerdings streng ge- 
nommen nur durch einen Keil von gleicher Dispersion zu erreichen, doch wird 
die Verschiedenheit der Dispersion praktisch meist nicht bemerklich. 

~ 3) A. Michel-Lévy, Bull. soc. min. de France 6 (1883), p. 143. [Abanderung 
yon R. FueB siehe N. Jahrb. f. Min., Beil.-Bd. 7 (1890), p. 23, | G. Césaro [ Bull. 
Acad. de Belg. (3) 26 (1893), p. 208] schligt vor, statt auf Ausléschung auf eine 
bestimmte empfindliche Interferenzfarbe einzustellen. 

Pockels, Kristalloptik. 15 
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ihrer Dicken d,, d, an der betreffenden Stelle, niimlich = (d, — d,) (e— @) 
Wellenlangen'). Bei Betrachtung im weifen Licht zwischen gekreuzten 
Polarisatoren sieht man also dort, wo die Keile gleich dick sind, einen 
schwarzen Streifen, und von diesem aus nach beiden Seiten hin die 
steigenden Interferenzfarben, die aber auf der einen Seite Gangunter- 
schieden von entgegengesetztem Vorzeichen entsprechen, wie auf der 
anderen. Indem nun der eine Keil in der Richtung senkrecht zu 
seiner Kante mittels einer Mikrometerschraube verschiebbar gemacht 
ist, kann man an einer bestimmten Stelle der Kombination den Gang- 
unterschied um eine meBbare Gréfe andern, nimlich um (¢— o)v te a, 
wenn v die Verschiebung, « den Keilwinkel bezeichnet. Hat man 
einmal diejenige Verschiebung v, ermittelt, welche einem Gangunter- 
schied von einer ganzen Wellenlange fiir eine bestimmte Farbe ent- 
spricht, so ergibt sich bei Beobachtung mit der gleichen homogenen 
Lichtsorte der durch irgend eine andere Verschiebung v erzeugte Gang- 


. : 2) . . . . . : 
unterschied einfach als —--4, wobei v und v, in einer beliebigen Ein- 
‘1 


heit, etwa Trommelteilen der Mikrometerschraube, ausgedriickt sein 
kénnen. Die Bestimmung von v, kann in der Weise geschehen, dah 
man durch Verschiebung des beweglichen Keiles nacheinander zwei 
der schwarzen Streifen, welche der Kompensator im homogenen 
Lichte zwischen gekreuzten Polarisatoren zeigt, an dieselbe Stelle des 
festen Keiles bringt. Um diese Hinstellung genau ausfiihren zu kénnen, 
ist am Gehiuse des Kompensators ein Fadenkreuz oder ein verstellbarer 
Spalt — auf dessen Mitte dann der schwarze Streifen eingestellt wird — 
angebracht. Ist die Konstante v, so fiir eine Wellenlange gemessen 
worden, so kann sie fiir irgend eine andere mit Hilfe der bekannten 
Abhingigkeit der Differenz der Brechungsindizes des Quarzes von der 
Farbe berechnet werden*). Um nun den Gangunterschied in einer gege- 
benen Platte mittels des Kompensators zu messen, bringt man zunichst 
diesen so zwischen die gekreuzten Polarisatoren, daB seine Polarisations- 
richtungen mit denen der letzteren Winkel von 45° bilden, und stellt 
einen schwarzen Streifen auf den Schnittpunkt des Fadenkreuzes bezw. 
die Mitte des Spaltes ein; dann schaltet man die zu untersuchende 
Platte in solcher Lage ein, daB ihre Polarisationsrichtungen mit denen 
des Kompensators zusammenfallen, und bringt nun den schwarzen 
Streifen durch die Verschiebung v wieder zur Hinstellung. Natiirlich 


1) Uber den Einflu8 der Reflexion an den Grenzflachen der Keile auf den 
Gangunterschied vergl. W. Voigt, Wied. Ann. 22 (1884), p. 234. 
2) Vergl. W. Kénig, Wied. Ann. 17 (1882), p. 1018. 
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a 


konnen wegen der beschriinkten Ausdehnung der Keile nur Gang- 
unterschiede von wenigen Wellenliingen in dieser Weise gemessen 
werden. Beobachtet man, wie es zu genauen Bestimmungen not- 
wendig ist, mit Si soeana Licht, so bleibt die im Gun ean ivragiied 
enthaltene ganze Zahl von Wellenlingen zunichst unbestimmt und 
muB anderweitig, etwa durch eine annihernde Bestimmung mit weifem 
Licht oder aus der Interferenzfarbe, ermittelt werden. Ubrigens findet 
der Babinetsche Kompensator hauptsichlich zur Messung von so 
kleinen Gangunterschieden Anwendung, daf man tiber die ganze Zahl 
von Wellenlingen von vornherein nicht im Zweifel ist. 

Bei manchen Untersuchungen, z. B. denen iiber die Phaseninderung 
bei der Reflexion an stark absorbierenden Substanzen (siehe Teil IV, 
Kap. V), verdient eine von Biot herriihrende abgeinderte Konstruktion 
den Vorzug, welche die Anwendung streng parallelen Lichtes (also 
Beobachtung mit Kollimator und Fernrohr) voraussetzt'). Hierbei ist 
die optische Achse in beiden Keilen gleich orientiert, so daB dieselben 
zusammen einer einfachen Planplatte von verdnderlicher Dicke aquivalent 
sind. Diese ist kombiniert mit einer anderen, einfachen planparallelen 
Platte in solcher Lage, daf ihre optische Achse senkrecht zu der- 
jenigen in den Keilen ist, und von solcher Dicke, daB bei der Null- 
stellung des Kompensators vollstiindige Kompensation des Gangunter- 
schiedes stattfindet. Hine Verschiebung des einen Keiles bewirkt dann 
eine gleichmiBige Anderung des Gangunterschiedes im ganzen Ge- 
sichtsfelde des Kompensators. Ein gegebener Gangunterschied der 
beiden nach den Schwingungsrichtungen des Kompensators genommenen 
Schwingungskomponenten des einfallenden Lichtes wird dann voll- 
stindig kompensiert sein, wenn man mittels des Analysators voll- 
stindige Auslischung herbeifitihren kann, da dann das urspriinglich 
elliptisch polarisierte Licht in linear polarisiertes verwandelt ist. 
Zugleich liefert dann die Tangente des Schwingungsazimuts des aus- 
tretenden Lichtes das Amplitudenverhdltnis der erwahnten Komponenten 
des einfallenden Lichtes. 

Ein anderes Prinzip der Messung von Gangunterschieden, welches 
yon Senarmont?) herriihrt und z. B. von E. Wiedemann®) zur An- 


1) Vergl. Mascart, Traité d’Optique LI, p. 61, Paris 1890. 
2) H. de Senarmont, Ann. chim. phys. (2) 73 (1840), p. 337; Pogg. Ann. 
Erg.-Bd. 1 (1842), p. 451. 
~ 3) E. Wiedemann, Pogg. Ann. 15] (1874), p.1. Auch G. Friedel, C. R. 
116 (1893), p. 272; Bull. soc. Gane: d. minér. 16-( (1893), p. 19. Eine ausfiihrliche 
Theorie des Glimmerkompensators, wobei u. a. der unvermeidlichen Abweichung 
des Gangunterschiedes im Glimmer von +2 Rechnung getragen ist, haben G. Horn 
i 
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wendung gebracht worden ist, beruht auf der Hinschaltung eines 
Glimmerblittchens von solcher Dicke, daB es einen Gangunterschied 
yon 1 Wellenlinge der angewandten Lichtart (meist Na-Licht) her- 
vorruft (eines sog. +/-Blattchens). Befindet sich die zu untersuchende 
Kristallplatte in der Diagonalstellung, d.h. ist der Winkel « = + 45°, 
so erfolgt die Schwingung des aus ihr austretenden Lichtes in einer 
Ellipse, deren Hauptachsen a, b, wie S. 215 gezeigt, parallel und senk- 


recht zu P liegen und das Verhiltnis = = tg S besitzen, wie leicht 


aus der fiir A = B spezialisierten Ellipsengleichung (3) der Einleitung 
folot, wenn man sie auf ihre Hauptachsen bezieht. Diese elliptische 
Schwingung wird durch ein {4-Blittchen, dessen eine Schwingungs- 
richtung zu P parallel ist, in eine geradlinige vom Neigungswinkel 


arctg io = $A gegen P iibergefiihrt, welcher am drehbaren Analysator 


direkt abgelesen werden kann, indem man denselben auf Ausléschung 
einstellt. Natiirlich kann man mittels dieses ,,Glimmerkompensators“ 
den Gangunterschied nur bis auf ein ganzes Vielfaches der Wellen- 
lange bestimmen. — Da die beschriebene Vorrichtung, bestehend aus 
drehbarem 44A-Blittchen und drehbarem Analysator, nach Vorstehen- 
dem zur vollstiindigen Bestimmung einer elliptischen Schwingung 
dienen kann, so wird sie auch wohl als elliptischer Analysator be- 
zeichnet ‘). 


Neuntes Kapitel. 


Interferenzerscheinungen im konvergenten polarisierten Licht. 


1. Prinzipien der Beobachtung im konvergenten Licht. Die 
Beobachtung im ,,konvergenten Licht“ hat den Zweck, die Anderungen 
der bei der Interferenz resultierenden Lichtintensitit mit der Richtung 
der Fortpflanzung im Kristall, von welcher ja im allgemeinen sowohl 
der Gangunterschied als die Lage der Schwingungsrichtungen abhingig 
sind, in einem Gesamtbilde tibersichtlich hervortreten zu lassen. Um 
dies zu erzielen, wird die zu untersuchende Kristallplatte K in der 
Mitte zwischen zwei gleichen Sammellinsen oder Systemen von. solchen 


[Dissertation Géttingen; N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 12 (1899), p. 273] und 
K. C. Miller [Dissertation Géttingen 1903; N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 17 
(1903), p. 197] entwickelt. 

1) Siehe z. B. Mascart, Traité d’Optique IT, p. 28. 
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(L, L’ in Fig. 84) angebracht, deren Abstand voneinander etwas kleiner 
als die Summe ihrer Brennweiten ist. Als Lichtquelle dient eine 
Flamme oder ausgedehnte leuchtende Fliche. Wir betrachten die- 
jenigen von derselben ausgesandten Strahlen, welche nach dem Durch- 
gang durch den Polarisator nach einem be- 
stimmten Punkte P der vorderen Brennebene 
(8) des Linsensystems Z hin konvergieren. 
Dieselben werden zwischen L und L’ als ein 
Parallelstrahlenbiindel verlaufen, dessen Nei- 
gungswinkel gegen die gemeinsame Achse der 
Linsensysteme nach einem von Abbe ge- 
fundenen Satze der geometrischen Optik be- 
stimmt ist durch 

(1) sini = 


me. 

Maas 

wo #° den Brechungsindex des zwischen Z und 
L’ pbefindlichen Mediums, f die Aquivalent- 
brennweite des Linsensystems Z, und a den 
Abstand des Punktes P von der Achse _ be- 
zeichnet. Nach dem Durchgang durch LI’ wer- Fig. 84. 

den alle diese Strahlen in demjenigen Punkte P’ 

der hinteren Brennebene W von L’ wiedervereinigt, welcher dem Punkte 
P als Bildpunkt entspricht und ebenfalls den Abstand a@ von der 
Achse besitzt. Wird nun das Auge (bei OQ), oder eine Lupe bezw. 
ein Mikroskop, auf die Brennebene 8’ eingestellt und oberhalb %’ ein 
Analysator eingeschaltet, so sieht man den Punkt P’ mit derjenigen 
Intensitiit bezw. Farbe beleuchtet, welche der unter dem Winkel 7 
einfallenden, polarisierten ebenen Welle nach Durchgang durch die 
Kristallplatte und den Analysator zukommt. Diese Intensitit hangt 


aber von der Orientierung der Wellenebene gegen die Kristallplatte 
und der letzteren gegen die Polarisationsebenen des Polarisators und 
Analysators ab, und folglich erblickt man in der Ebene W’ eine von 
Stelle zu Stelle wechselnde Helligkeit bezw. Farbe, — das Interferenz- 
bild der Kristallplatte, wie wir kurz sagen wollen. 

Niheres tiber die Einrichtung der gebriuchlichen Polarisations- 
apparate fiir konvergentes Licht findet man zB. in Th. Liebischs 
»Physikal. Kristallographie“, p. 450,489, oder dessen ,,Grundrif der 
phys. Krist.“, p. 301—3808. 


2. Intensitéat von schrag durch eine planparallele Kristallplatte 
hindurehgegangenen ebenen Wellen. Nach dem Gesagten kommt 
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es bei der theoretischen Ableitung der Interferenzbilder im konvergenten 
Licht zuniichst darauf an, die Intensitit zu berechnen, welche eine 
linear polarisierte, schief gegen die Plattennormale einfallende ebene 
Welle homogenen Lichtes nach Durchgang durch die Platte und den 
Analysator besitzt. Dabei wollen wir alle Intensitiétsverluste durch 
Reflexion und Absorption vernachlissigen, was zulissig ist, wenn wir 
nur eine angendherte, das fiir die Beobachtung Wesentliche wieder- 
gebende Berechnung der Erscheinungen anstreben. Da wir namlich, 
wie immer in diesem Teil, eine merkliche Absorption im Ayistall aus- 
schlieBen, so bewirken die iibrigen Lichtverluste nur solche Intensitats- 
schwiichungen, die fiir alle in Betracht kommenden Fortpflanzungs- 
richtungen sehr nahe gleich sind und daher das Interferenzbild nicht 
augenfallie andern. — 

Die einfallende Wellennormale AB (Fig. 85) liefert in der Kristall- 
platte zwei, in der Hinfallsebene liegende gebrochene Wellennormalen 
BC und BE, welche in den zu AB paral- 
lelen Richtungen CD und LF’ wieder aus- 
treten. Diese Parallelstrahlen werden in 
emem Punkt der Brennebene 8’ vereinict 
und gelangen dort zur Interferenz mit dem- 


jenigen Gangunterschiede, den sie in irgend 
einer zu ihrer gemeinsamen Richtung senk- 
rechten Ebene besitzen, z. B. in der durch C 
gelegten Wellenebene, deren Schnittpunkt 
mit HI’ G sei. Dieser Gangunterschied, 
ausgedriickt in Wellenlingen, ist aber, wenn 
¢ den Hinfallswinkel, 7,, 7, die Brechungs- 
winkel, 4,, 4, die Wellenlingen auf BC und BE im Kristall, 2° die 
Wellenlinge im aiuBeren Medium, d die Dicke der Platte bezeichnet: 


pa BY iG BC d d d (tg r, — tg r,) sina 


Sika S = Se | 
Ap me ie Ay Coste J, cosa. ae 


r 


Benutzt man, da8 nach dem Brechungsgesetz gilt 


sing  sin7, sin 7’, 


ee ee i fies a st 


2 


so kann man auch schreiben 


(2) ea (on __ COs “1) 


a v 


oder nach Hinfiihrung der Brechungsindizes »,, , des Kristalls fiir 
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die Richtungen BC und BE und desjenigen n° des aiuBeren Mediums, 
sowie der Wellenlinge 2 im Vakuum‘): 


d d /n n 
9 i 2 He. IA as 
(2) r= = (N COS 7 — nN, Cos 7,) = (a3 COs 1. — —) COS r;) 
d 5) 2 RG, Sar 
=. -sin?- De Cuan is) 
2 sin 7, Sin 7, 


Bei gegebener Orientierung der Plattenebene und Hinfallsebene 
k6énnen die Brechungswinkel nach dem in Kap. IV, § 4, 8. 97 erérterten 
Verfahren aus den Parametern des Kristalls und dem Hinfallswinkel 
berechnet werden. Man erhilt aus der Gleichung der Indexfliche 
(Kap. IV, (4%) oder (4°)), bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen 
Z-Achse in die Plattennormale und dessen 7’ X’-Hbene in die Ein- 
fallsebene fallt, indem man w = n° sin7, 2 =n sini cotgr=ncosr 
setzt, eine Gleichung vierten Grades fiir » cos, deren beide gréBte 
Wurzeln die gesuchten Werte n, cos7r, und n, cos7, sind. Der Gang- 


unterschied ist also bis auf den Faktor “ direkt durch die Differenz 


dieser beiden Wurzeln gegeben. Da die Koeffizienten der Gleichung 
vierten Grades Funktionen von n° sin 7 sind, so kann man jene Differenz 
nach Potenzen dieser Gréfe entwickeln; wie dies mit jedem gewiinschten 
Anniherungsegrade ausgefiihrt werden kann, hat Walker”) gezeiet. 
Wir wollen uns aber, wie es bei den Anwendungen fast immer ge- 
schehen kann, auf diejenige Anndherung beschranken, welche sich bei 


ee m° sin 1) 4 : ; 
Vernachlassigung von ( ) — unter »,, een mittleren Brechungs- 
m 
index des Kristalls verstanden — ergibt, also um so besser zutrifft, 
je kleiner der Hinfallswinkel ist. Man erhalt dann: 
LEN > (22) sin? i 
4, = 1-——(— a0 os r, = 1 —(—) sin?2 
cos 7, = 1 : (5) Sin7|t, “COS! 75 eee ; 
LS EE oe ag 
My COS Ty — M, COS Ty = (M, — %)(1 +> 7 sin? 1), 
eG LE 


oder, wenn man ”, n, =>, setzt und durch 


: Tine Meee 
sin 7, = 7, ~ sin ¢ 


‘mm 


einen mittleren (zwischen 1, und r, liegenden) Brechungswinkel einfiihrt, 


(NM, —n,)d 
(3) laa Mi coaris 7 
Da ie die mittlere Weglinge 0 der beiden gebrochenen Wellen 
Pa m 


1) F. Neumann, Pogg. Ann. 33 (1834), p. 265. 
2) J. Walker, Proc. Roy. Soc. London 63 (1898), p. 79. 
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normalen in der Kristallplatte bedeutet, so kommt diese Anniherung 
darauf hinaus, daB man den Unterschied ihrer Wege vernachlissigt 
und nur denjenigen ihrer Geschwindigkeiten beriicksichtigt. Daher . 
wird obige Nitherungsformel bei sey schwacher Doppelbrechung auch 
fiir beliebig groBe Kinfallswinkel anwendbar sein. In der Tat findet 


man, wenn. man (”, — ”,)” vernachlassigt, 


, é cos r é Pin? aaah 
COS 1, = COS 1, + (MM. — 4) = cos 7, + (Mm, —N,) a 1— i sin i) ; 


on 
DN Bigs 
nm sin a 1 ) 
, 


2 - 
Mm cos? m 


N, COS Ty — M, COS 17, = (My — My) (cos r+ 


oder, wenn man noch cos, durch cos 7,, ersetzt, 
Ny —= 2, 
PaPCOR L gh Ag CORN a, eae 
also fiir [ wieder den Ausdruck (3). 

Nach dieser Formel ist der Gangunterschied nur abhingig von 
der Richtung der beiden, als zusammenfallend anzusehenden gebroche- 
nen Wellennormalen im Kristall und yon ihrer gemeinsamen Weglinge, 
dagegen nicht von der Orientierung der Begrenzungsflichen der Platte 
und von der Natur des fiuBeren Mediums. Daher kann man zur Ver- 
anschaulichung des Gesetzes, nach dem sich der Gangunterschied [ 
(oder die Phasendifferenz A —2zaT) der zur Interferenz gelangenden 
Strahlen mit ihrer Richtung andert, ere fiir den Kristall charakteristische 
Fliche benutzen — die von Bertin’) in die Betrachtung eingefiihrte 
»tlaiche gleichen Gangunterschiedes“ —, welche wir im folgenden niher 
betrachten wollen. 


3. Oberfliche gleichen Gangunterschiedes. Dieselbe ist der 
geometrische Ort der Endpunkte derjenigen, von einem festen Punkt 
O im Kristall aus nach allen Richtungen gezogenen Strecken 9, fiir 
welche der Gangunterschied denselben, gegebenen Wert hat. Ihre 
Gleichung ist also [T = Const. oder (n, — n,)-@ = Const., wobei der 
Wert der Konstanten nur die absoluten Dimensionen der Flache be- 
stimmt. Wir haben nun hierin die Differenz der Brechungsindizes 
durch die, die Fortpflanzungsrichtung bestimmenden Winkel auszu- 
driicken. Als solehe wihlen wir bei einachsigen Kristallen den 
Winkel g gegen die Hauptachse (optische Achse), bei zweiachsigen 
die Winkel g,, py, gegen die Binormalen. Dann ist nach Kap. I, 


Gl. (3°) und Kap. II, Gl. (9) 


1) Bertin, Ann. chim. phys. (3) 63 (1861), p. 57. Modelle der Oberfliiche 
gleichen Gangunterschiedes sind z.B. von Dr. Steeg u. Reuter zu beziehen. 
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% — 97 = (0? — e”) sin’ g, 
=a = age c*) sin p, Sin pp. 

Um die Analogie beider Formeln besser hervortreten zu lassen, 
wollen wir bei einachsigen Kristallen die schnellere Welle durch den 
Index ,, die langsamere durch den Index , und die Hauptlicht- 
geschwindigkeiten dementsprechend mit a und c bezeichnen; dann geht 
der erste Ausdruck aus dem zweiten hervor, indem g,=g,=g wird. 

Beriicksichtigen wir nun, dai 
Let G1" — 4s" 

Ye d % I (% + 4)’ 

und daB wir hier den Nenner mit dem im Vorhergehenden inne- 
gehaltenen Grade der Annaherung (unter Voraussetzung schwacher 
Doppelbrechung) durch den konstanten Wert 


Nig 1 


2 
ersetzen kénnen, so erhalten wir aus (3): 
(4) f=kosin?g bezw. =ko sing, sn gy, 


wo fk einen konstanten Faktor bezeichnet, namlich 


(4) a-( z i -+(4-4). 
*. k Bh Gre oder LNG a 


Fiir optisch einachsige Kristalle ist also die Flaiche gleichen 
Gangunterschiedes gegeben durch 


(4°) o sin? m = Const. = @,; 
sie ist eine Rotationsflache, deren Meridiankurve vorstehende Gleichung 
in Polarkoordinaten, oder die Gleichung 

= (22+ 2%) - 0,2 
in rechtwinkligen Koordinaten (z parallel zur optischen Achse, # senk- 
recht dazu) besitzt. 

Man erkennt ohne weiteres, daf o sein Minimum = 9, in den 
Richtungen senkrecht zur Hauptachse erreicht und parallel der Haupt- 
achse unendlich groB wird. Fiir sehr groBe Werte von 2 verhalt sich 
die Fliiche annihernd wie ein Rotationsparaboloid von der Gleichung 


in der Nahe des Aquators (z = 0) dagegen wie das durch Umdrehung 
einér gleichseitigen Hyperbel um die Z-Achse entstehende Rotations- 
hyperbolord 
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Die Meridiankurve mu8 demgemif in jedem Quadranten einen 
Wendepunkt besitzen. Man kann dieselbe leicht in folgender Weise 
konstruieren (siehe Fig. 86). Man zeichne 


: ae : c r 
um QO einen Kreis mit dem Radius 9) =~, 


lege an diesen in seinem Schnittpunkt S 
mit dem unter dem Winkel p gegen die 
Z-Achse gezogenen Radiusvektor die Tan- 
gente S7' und durch deren Schnittpunkt 
T mit der X-Achse eine Parallele zur 
Z-Achse; der Punkt P, in welchem diese 
die Verlingerung von OS trifft, ist dann 
SPE ach ein Punkt der gesuchten Kurve. In der 
Tat ist sofort zu sehen, daf fiir jeden so 
konstruierten Punkt OP sin?q@ den kon- 
stanten Wert OS =, besitzt, wie es 
die Gleichung (4*) verlangt. 

Fiir optisch zweiachsige Kristalle lautet 
die Gleichung der Oberfliiche gleichen Gang- 


Fig. 86. 


es 0) gesetzt wird, 


unterschiedes, wenn wieder ~ 
kc 


ee @ SIN GP, SIN Py = Op- 


Dabei ist 9, wieder der kleinste Wert von 0, welcher hier in der zur 
Ebene der Binormalen senkrechten Richtung erreicht wird. Der 
Radiusvektor @ wird hier unendlich grof fiir die durch gy, = 0 bezw. 
%, =0 gegebenen Richtungen der Binormalen A,, Ay. Dabei kon- 
vergiert aber 0 sin gm, bei Anniherung an die Richtung 4, gegen den 


konstanten Grenzwert oe wo 2Q den Winkel zwischen den Bi- 
normalen bezeichnet. Da nun 0 sing, den Abstand des betreffenden 
Flachenpunktes von der Binormale A, bedeutet, so besagt dies, daw 
die Fliche gleichen Gangunterschiedes in sehr grofer Entfernung von 
ihrem Zentrum sich wie zwei Kreiszylinder mit den beiden Binormalen 
als Achsen verhilt. (Siehe Fig. 89, welche die durch eine zur Z- 
Achse senkrechte Ebene geschnittene Fliche in schiefer Parallelpro- 
jektion auf die 7 X-Ebene darstellt.) 

Natiirlich sind die drei optischen Symmetrieebenen YZ, 7X, X Y 
auch solche der Fliche gleichen Gangunterschiedes. Wir wollen, um 
die Vorstellung von der Gestalt der Fiche zu verdeutlichen, ihre 
Schnittkurven mit diesen Symmetrieebenen bestimmen. In der YZ-Ebene 
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erhalten wir, da hier, wenn wir den Winkel (0, Z ) mit # bezeichnen, 
YP, = PY, und cos yp, = cos cos Q wird, 


o=- Co f 
1 — cos? & cos? Q’ 


was einer ovalihnlichen Kurve mit den Halbachsen @, parallel der 


Y-Achse und 9” = ae parallel der Z-Achse Zz 
entspricht (Fig. 87). In der X Y-Ebene gilt 
Q,=a—g, und, wenn w~ der Winkel (eX) N 


ist, cos* m, = cos? p sin? Q, folglich 


o Qy io 


1 — cos? w sin? Q } 
die Schnittkurve ist also von derselben Art, 
wie diejenive mit der YZ-Ebene, nur ist ihre 
groBere Halbachse (parallel der X-Achse) 5- 


a @) oo . % + ‘J 
o = aoe Ist 22, wie in der Fig. 89 ange- 


nommen, ein spitzer Winkel (entsprechend po- 
sitivem Charakter der Doppelbrechung), so ist 
also das Schnittoval in der X Y-Ebene (siehe 
Fig. 88) weniger gestreckt als das in der 
YZ-Ebene. Fiir die 7 X-Ebene gilt 

P= of, Dem eT 8, 


ae 0 es Fig. 87. 
Y sin(@ + Q) sin(@ —Q) — sin? # — sin? Q? 


die Schnittkurve besteht daher aus vier hyperbelahnlichen Asten, 
welche die Binormalen zu Asymptoten haben (Fig. 89). Man kann 
die Linge ihres Radiusvektors 9 fiir eine 
gegebene Richtung Of durch folgende ein- 
fache Konstruktion finden (siehe Fig. 90). 
Man lege an den mit dem Radius o, um O 
beschriebenen Kreis die Tangente in dem- 
jenigen Punkte &’, welcher zu dem Schnitt- 
punkt des Kreises mit OR symmetrisch in 
bezug auf die X-Achse hegt. Diese Tangente 
bringe man zum Durchschnitt mit der durch O senkrecht zu OA, 
_ gezdeenen Geraden OS, und ziehe durch den Schnittpunkt S eine 
Parallele zu OA,. Der Punkt P, in welchem diese OR trifft, ist 
dann der Endpunkt von 9, d.h. der auf der Verlingerung von OR 


Fig. 88. 
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liegende Punkt der zu konstruierenden Kurve. Denn aus der Figur 
folet sogleich 
OP - sin @, sin 9, = OS - sin 9, = OR = @. 
Die Schnittkurven der Flache 
[ = Const. mit Hbenen senkrecht 
zur Z-Achse haben verschiedenen 


Charakter, je nachdem der Ab- 
stand ihrer Ebene von O kleiner 


; 0 ; : 
oder gréBer als $5 ist; 1m erste- 
sin*® Q 


ren Falle lefert der Schnitt nim- 
lich eine geschlossene Kurve, die 
einen Mittelpunktauf der Z-Achse 
besitzt, in letzterem Falle aber 
zwei, je die Spur einer Binor-. 


male umgebende, geschlossene 
Kurven, die nur in bezug auf 
die Z X-Ebene symmetrisch sind. 
Den Ubergang bildet eine lemnis- 
katenibnliche Kurve. Nennen 
wir die Abstiinde eines Punktes 
P der Schnittkurve von den 
Spuren der Binormalen a,, a, 


und die Winkel, welche a, mit 
OA, bezw. a, mit OA, einschlieBt, a, und a, so ist (siehe Fig. 89) 


; Gn : Ges 

s1n ae a OB eee, ue Ole: 
also 
a! a, d SiN o, sin o« 
(5) i, pee Uisiens ways 


@ 
Bei kleinem Binormalenwinkel ist nun @ 
fiir alle Punkte der durch eine hinreichend 
weit von der X Y-Ebene entfernte Schnitt- 
ebene erzeugten Schnittkurve nahezu kon- 
stant = z, und sing,, sina, sind wenig 
von 1 verschieden, so daf man als Glei- 
chung einer solchen Kurve annihernd 


Fig. 90. 


setzen kann 


(5’) A, dy = Const. 
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In dieser Anniherung sind also die betrachteten Kurven Cassinische 


Ovale, und diejenige in der Schnittebene z= a6 ist eine Lemniskate. 
4, Bestimmung der Kurven gleichen Gangunterschiedes. Fiir 
die bei der Beobachtung im konvergenten polarisierten Licht auf- 
tretenden Interferenzbilder haben zunichst diejenigen Kurven _be- 
sondere Bedeutung, welche alle Punkte des Gesichtsfeldes, d. h. der 
Brennebene %’ verbinden, in denen der Gangumterschied [ einen be- 
stimmten konstanten Wert hat. Denn diejenigen von diesen AKwrven 
gleichen Gangunterschiedes, auf welchen [ gleich einer ganzen Zahl h, 
also A = 2th ist, erscheinen nach dem in Kap. VII, § 1 Gesagten bei 
gekreuzten Polarisatoren im homogenen Licht ganz dunkel, und das- 
selbe gilt bei parallelen Polarisatoren fiir die Kurven T=h-+4. Im 
—weipen Licht zeigen nach Kap. VIII, § 2 die Kurven gleichen Gang- 
unterschiedes bei gekreuzten oder parallelen Polarisatoren in ihrer 
ganzen Ausdehnung die gleiche Interferenzfarbe'); man nennt sie daher 
auch <wsochromatische Kurven. Wenn man sich auf kleine Hinfalls- 
winkel beschriinkt, smd nun diese Kurven zufolee § 1 und 2 dhnlich 
denjenigen Kurven auf der Austrittsfliche der Kristallplatte, in deren 
simtlichen Punkten die durch einen und denselben Punkt O der Hin- 
trittsfliche einfallenden Wellennormalen mit gleichem Gangunterschied 
austreten, und die wir als Kurven gleichen Gangunterschiedes auf der 
Plattenoberfliche bezeichnen kénnen. In der Tat kann bei kleinem 
Hinfallswinkel nach § 2 der Wegunterschied der beiden gebrochenen 
Wellennormalen, die aus einer einfallenden hervorgehen, vernachlassigt 
werden, so da dieselben dann mit dem durch , 
Formel (3) gegebenen Gangunterschiede [ in | 
einem Punkte @ der Plattenoberfliche austre- ia” Q 
ten, der vom Fufpunkte N des Hinfallslotes den 
Abstand d-tgr,, besitzt (Fig. 91). Der Radius- Zs 
vektor einer Kurve [ =Const. auf der Platten- 0 
oberflache ist also proportional mit tg 7,,, wah- yal 
rend er fiir die entsprechende Kurve in der 
Brennebene %’ nach (1) proportional mit dem ve 


sinus des zu 7, gehdrigen Hinfallswinkels ist. 


Fig. 91. 


Da aber nach dem Brechungsgesetz sinz zu siny in dem fiir alle 


in Betracht kommenden Richtungen merklich konstanten Verhiltnis 
py 


1) Dies gilt allerdings nur insoweit, als man von der Dispersion der Binor- 
malen absehen kann, welche zur Folge hiitte, daB die Kurvensysteme [ = Const. 
fiir verschiedene Farben nicht zusammenfallen wiirden. 
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n,,:”° steht, so ist die Bedingung ftir die Ahnlichkeit der beiden 
Kurven die, daB man tgr mit sinr vertauschen, also sin’ 7 ver- 
nachlassigen kann, eine Vernachliissigung, die allerdings etwas weiter 
geht, als diejenige, welche wir bereits bei Ableitung der Formel (3) 
haben eintreten lassen. Ubrigens bedingt die Abweichung des sin r 
von ter hier nur eine geringe Verzerrung der Kurven, die fiir das 
Gesamtbild nicht wesentlich in Betracht kommt. — 

Unter der so definierten Hinschrinkung des Giiltigkeitsbereichs 
kénnen wir also die Kurven gleichen Gangunterschiedes auf ‘der 
Plattenoberflache an Stelle derjenigen in der Brennebene 8’ betrachten. 
Erstere sind aber einfach die Schnittlinien der wn O  konstrwerten, 
untereimander dhnlichen Oberfldchen gleichen Gangunterschiedes mit der 
Plattenoberflache, und hierauf beruht die Anwendbarkeit der Flaichen 
gleichen Gangunterschiedes zur Diskussion der Interferenzbilder plan- 
paralleler Platten im konvergenten Licht. Will man z. B. diejenigen 
Kurven finden, welche auf einer gegebenen Platte zwischen gekreuzten 
Polarisatoren ganz dunkel erschemen — die ,,Hauptkurven gleichen 
Gangunterschiedes* —, so hat man nur die Schar der Flichen f = h 
mit eer Hbene zu schneiden, welche die Orientierung der Platten- 
ebene und den Abstand d vom Zentrum der Flichenschar besitzt. 


5. Kurven gleichen Gangunterschiedes fiir optisch einachsige 
Platten. Wir wollen hiernach zunichst die Kurven gleichen Gang- 
unterschiedes fiir eine beliebige Platte eines optisch einachsigen Kristalls 
bestimmen'). Dazu fiihren wir ein rechtwinkliges Achsensystem 
X" Y’ Z’ ein, dessen Z’-Achse die nach unten gerichtete Platten- 
normale im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes — also zugleich die Achse 
des Polarisationsapparates, zu der die Platte senkrecht stehen soll —, 
und dessen Z’X’-Ebene der Hauptschnitt der Platte ist, so zwar, 
daBh die Richtung der optischen Achse unterhalb der Plattenebene mit 
der + X’-Achse einen spitzen Winkel 90°—@ bildet. Das vom Haupt- 
schnitt aus gerechnete Azimut einer beliebigen durch die Plattennor- 
male gehenden Ebene sei ¢. Hin Punkt des Gesichtsfeldes kann dann 
entweder durch die Polarkoordinaten sinr (oder te) und £, oder 
durch die rechtwinkligen Koordinaten aw’ =dsinr cos ¢, y’=dsinr sin £ 
festgelegt werden. Fiir die Kurven gleichen Gangunterschiedes folot 
zunichst nach (3) und (4): 

sin* gp 
cosr 


ahs 
cwkde 


1) Vergl. Bertin, Ann. chim. phys. (6) 2 (1883), p. 485 
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Es gilt aber die aus Fig. 92 ablesbare Beziehung: 
' cos p = cos # cosy + sin # sin 7 cos &, 
folglich 
ee : 
sin* » = 1 — cos? # cos? r— sin? sin? y cos? € — sinr cos r sin 29 cos ¢ 
a 2 2 2 
= sin* $+ sin’ r(cos* #— sin? & cos? £) — sin r cos r sin 2 cos €. 
Beschrinkt man sich wieder auf die Glieder zweiter Ordnung in 
bezug auf sinr, setzt also zB. 1+1sin*r fiir —_, was jedenfalls 
a cosr 


fiir den mittleren Teil des Gesichtsfeldes zulissig ist, so erhilt man 
als Gleichung der Kurven gleichen Gangunterschiedes: 


(6) sin?r{ Fsin? + cos? #—sin? & cos €}—sinr cos€sin 29—1 sin’, 
oder in rechtwinkligen Koordinaten: 
(6) x” (cos? # — 1 sin? 8) + y” (cos? & + 7 sin? $)— a’d sin 29 

SP d—disnte = 

k k i 

wo [° den Gangunterschied der in der Richtung der Plattennormale 
hindurchgehenden Wellen bezeichnet. Hier- 
nach bilden die Kurven gleichen Gangunter- 
schiedes im mittleren Teile des Gesichtsfeldes 
ber Platten optisch einachsiger Kristalle  stets 
eine Schar konzentrischer, dhnlicher und dhn- 
lich gelegener SKegelschnitte, deren Zentrum 
jedoch im allgemeinen auferhalb des Ge- 
sichtsfeldes im Hauptschnitt der Platte liect, 
ausgenommen die Fille, da letztere nahe 
senkrecht oder parallel zur optischen Achse 
ist. Diese Kegelschnitte sind: 


Kreise fiir @—O (Platte | zur Achse) (Taf. I, Fig. 2), 
Ellipsen ,, 0<@<aretg V2 (Taf. I, Fig. 3), | 
Paraben ,, & =arctg V2 = 54°44’ (Taf. I, Fig. 4), 
Hyperbeln , > arctg V2 (Taf. II, Fig. 1). 
(Die zitierten Figuren geben das Aussehen der Kurven an Kalk- 
spatplatten in Na-Licht nach photographischen Aufnahmen wieder.) 
Das Achsenverhiltnis der Ellipsen, die immer mit der grofen 
Achse parallel zum Hauptschnitt legen, ist 


Fig. 92. 


1—}tg?d, 
: tf tere 
; ited , a 
ihr Mittelpunkt ist um ae rn nach der Richtung + X’ verschoben. 


. 


940 I.xx. Interferenzerscheinungen im konvergenten polarisierten Licht. 


Fiir die Hyperbeln ist der Winkel der Asymptoten gegen den Haupt- 
schnitt gegeben durch 


tg? o — 2 
arctg tg? 12 G 
ey : te a 
Thr Mittelpunkt liegt auf der — X’-Achse im Abstande ipo om 


Zentrum des Gesichtsfeldes. Derselbe riickt also in dieses Zentrum, 
und zugleich werden die Hyperbeln gleichseitig, wenn & = 90°, d. h. die 
Platte parallel zur optischen Achse wird. (Siehe Taf. II, Fig. 2.) 

Der im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes stattfindende Gangunter- 
schied [° wachst bedeutend mit #, was zur Folge hat, da8 an Platten, 
fiir welche dieser Neigungswinkel betrichtliche Werte hat, die iso- 
chromatischen Kurven in weiem Lichte nicht mehr beobachtbar sind, 
da man iiberall das Weif héherer Ordnung erhilt. 

Fiir den Fall der zur optischen Achse parallelen Platte ist zu 
beachten, da& der Gangunterschied im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes 
kein absolutes Maximum besitzt, sondern bei Entfernung vom Mittel- 
punkt parallel dem Hauptschnitt ab-, senkrecht zu letzterem aber 
zunimmt, da ja fiir die Hyperbelschar in dem einen Asymptotenwinkel 
T<f°, im anderen [ >[° sein mu. Dieses Verhalten geht auch aus 
der 8. 233 erwihnten hyperboloidartigen Gestalt der Flichen gleichen 
Gangunterschiedes in der Nihe ihrer Aquatorialebene unmittelbar hervor. 

Die Hauptkreise gleichen Gangunterschiedes, welche eine zur opti- 
schen Achse senkrechte Platte zeigt, sind nach (6’), da hier f° = 0 
und [ =h ist, gegeben durch 


(6°) ey? = ao oder sin”, =/ 2 (h=0,1,2,3...). 


Ihre Winkeldurchmesser 21, verhalten sich also bei derselben Platte 
wie die Quadratwurzeln aus den ganzen Zahlen. Bei verschiedenen 
Platten verhalten sich die Durchmesser der Ringe von gleicher Ord- 
nungszahl h umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus der Plattendicke 
und (zufolge der Definition von k& in (4’)) aus der Stiirke der Doppel- 
brechung, und in verschiedenfarbigem Licht direkt wie die Quadrat- 
wurzeln aus der Wellenlinge (da / umgekehrt proportional mit 4 ist). 
Die Messung der Durchmesser dieser zwischen gekreuzten Polarisatoren 
dunkel erscheinenden Kreise bietet daher ein gutes Mittel zur Bestim- 
mung der Differenz der Hauptlichtgeschwindigheiten oder Hawptbrechungs- 
mdizes einachsiger Kristalle, wobei allerdings die Kenntnis eines 
mittleren Brechungsindex n,, erforderlich ist; denn der gemessene 
Winkel ist der zu 7, gehérige Einfallswinkel i,,. 
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Genauer ergibt sich das Gesetz fiir die Winkel i,, Wenn man 
berticksichtigt, daB hier, wo es sich nur um sehr kleine Neigungs- 
winkel g gegen die optische Achse handelt, in dem Ausdrucke 
ee Gao ms + (e? — 0”) sin? 

hs 2 (+ 4%) hh % (“ + Gs) 
der Nenner in groBer Anniiherung durch 20° zu ersetzen, und dak 

sin” @ 


 —— 


ferner ae sin? 7 ist. Man erhilt so: 
WCE 0 nly d (#@—&)(@+ 8) 
Pites Sian won CE 
Spin Fe ais acne) co. sin? 7 


und somit fiir die in Luft gemessenen Winkelhalbmesser der zwischen 
gekreuzten Polarisatoren dunklen Kreise die Gleichung: 
ea i 
+(@+ @) d@—se)” 
Fiir den ,,mittleren Brechungsindex“ n, ist hier also nicht das 


m 
20 


arithmetische Mittel von ¢ und w, sondern der Wert mn) pare are aoa 


zu nehmen, der allerdings bei schwacher Doppelbrechung wenig von 
ersterem verschieden ist. — Wie man die Messung des Winkels 7, aus- 
fiihrt und wie man durch die Beobachtungen selbst den mittleren 
Brechungsindex bestimmen kann, wird an spaterer Stelle — im Zusam- 
menhang mit der Bestimmung des Binormalenwinkels — zu erédrtern sein. 

Fiir die reellen Achsen der Hyperbeln, welche in Platten parallel 
zur optischen Achse die Hauptkurven gleichen Gangunterschiedes 
bilden, also zwischen gekreuzten Polarisatoren dunkel erscheinen, gilt 
im allgemeinen kein so einfaches Gesetz, wie fiir die Durchmiesser der 
Hauptkreise bei den Platten senkrecht zur Achse. Wohl aber gilt 
ein ganz analoges Gesetz, wie fiir letztere, nimlich Proportionalitit 
mit den Quadratwurzeln aus den ganzen Zahlen, fiir die Achsen der- 
jenigen Hyperbeln, auf welchen der Gangunterschied sich von dem- 
jenigen im Zentrum des Gesichtsfeldes (und auf den Asymptoten) um 
ein ganzes Vielfaches von 4 unterscheidet, also [ —[° eine positive 
oder negative ganze Zahl ist; dies sind die Haupthyperbeln nur dann, 
wenn zufillig [° selbst eine ganze Zahl ist. 

Allgemein 1a8t sich tiber die Hauptkurven gleichen Gangunter- 
schiedes noch sagen, da sie um so dichter gedriingt und feiner er- 
scheinen, je dicker die Platte, je stiirker die Doppelbrechung und je 
kleiner die Wellenlinge des angewandten homogenen Lichtes ist. 
Auférdem folgt aus der Gleichung (6), wenn man darin r als sehr 
klein gegen ® betrachten kann und sie auf den Hauptschnitt (¢ = 0 


oder zx) anwendet: 
Pockels, Kristalloptik. 16 


(6°) pin?4, = 
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il f 1 

kd sin 2a? 

woraus hervorgeht, da} unter gleich dicken Platten eines und desselben 
Kristalles die unter 45° gegen die optische Achse geneigte die engsten 
Hauptkurven gleichen Gangunterschiedes zeigt. — Ftir sehr dicke und 
stark doppeltbrechende Platten, die einen mittleren Neigungswinkel 
gegen die optische Achse besitzen, wird daher auch bei Beobachtung 
in véllig homogenem Lichte der Fall eintreten kénnen, da man die 
Hauptkurven gleichen Gangunterschiedes wegen zu groBer Feinheit 


sin 7’,,, — si 7, = 


nicht mehr wahrnimmt. 

Bei sehr stark doppeltbrechenden Kristallen, wie Kalkspat, ist die 
vorstehende, auf der Naiherungsformel (3) fiir T beruhende Behandlung 
der Kurven gleichen Gangunterschiedes nicht mehr zulissig; denn sie 
fiihrt, wenigstens bei Platten, deren Normale gegen die optische Achse 
unter einem grofen Winkel geneigt ist, zu Resultaten, deren Ab- 
weichung von der Wirklichkeit auch ohne feinere Messungen erkenn- 
bar ist. Man mu dann zur Berechnung von [ auf die Gleichung 
(2") und die Gleichung vierten Grades, deren Wurzeln n, cos 7, und 
n, cos7, sind, zurtickgreifen. Letztere zerfallt fiir optisch einachsige 
Kristalle nach Kap. IV, §5,IIB in zwei quadratische Gleichungen, 
deren eine fiir jede Orientierung der Platte und Hinfallsebene den der 
ordentlichen Welle entsprechenden Wert 


(m cos 7), = Vo? — (n° sin 7)? 


hefert. — Wir wollen diese strenge Berechnung von TF nur auf eine 


zur optischen Achse parallele Platte anwenden. Bezeichnen wir das 
Azimut der Hinfallsebene gegen den Hauptschnitt mit €, so folgt aus 
der Gleichung ihrer Schnittkurve mit der auSerordentlichen Schale 
der Indexflache nach Formel (8), Kap. IV, 8.101, worin hier #—90° ist, 

((n° sin ¢)" (0? cos? € + e? sin? 6) — 1) —— 


(n cos 7), = V1 — (n° sin, 4)? (“ 


y+ (en? sin:2)* = 0; 


26 in2¢ 
iG sin*¢ 
thie) 
Fiir den Gangunterschied erhalten wir hieraus, indem wir uns 
wieder auf so kleine Hinfallswinkel beschrinken, daB bei Entwicklung 


der Quadratwurzeln die vierte Potenz yon y° sini vernachlissigt 
werden kann, 


169) 


1 seas é Lae i 
Feat, tart hae 3 (n° sin 7) (< cos €+— sin ¢—-)| 
1 


poly s Ba ete | One eon Lm CORaNG sin? \ } 
= 3 (€ — @) il all sin 2) = (re =) }- 
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Nun sind die Koordinaten z (parallel dem Hauptschnitt) und a 
(1 zum Hauptschnitt), welche die Spur der Welle in der Brenn- 
ebene 8° bestimmen, proportional mit sin icos£ und sin @ sin €; 
folglich haben die Kurven gleichen Gangunterschiedes in dieser Ebene 
die Gleichung 


a) 2 
z 


x 
— = == Const, 
(0) é 


sie sind also Hyperbeln, deren Asymptoten mit dem Hauptschnitt den 


Winkel " 
arcte Ve 


emschliepen, der fiir positive Kristalle > 45°, fiir negative < 45° ist. 
Die Abweichung dieses Winkels von dem aus der frtiheren Niherungs- 
rechnung gefolgerten Werte 45° betriigt fiir Kalkspat (auf den sich 
Fig. 2, Taf. IL bezieht) 1°35‘, diirfte also bei schwicher doppelt- 
brechenden Kristallen fiir die direkte Beobachtung allerdings kaum 
wahrnehmbar sein. 

Natiirlich werden auch die Resultate fiir schief gegen die optiscke 
Achse geschnittene Platten durch die strenge Berechnung (welche 
sich zB. in Mascarts Traité d'Optique, T. Il, Chap. X findet) etwas 
modifiziert. So hingt z. B. der Neigungswinkel ®, fiir welchen die 
Kurven gleichen Gangunterschiedes Parabeln sind, in Wirklichkeit 
vom Verhiltnis der Hauptbrechungsindizes ab und differiert von dem 
oben gefundenen Werte 54°44’ um so mehr, je starker’ die Doppel- 
brechung ist; fiir Kalkspat betragt er 53°45’. 


6. Kurven gleichen Gangunterschiedes fiir optisch zweiachsige 
Platten. Wihrend fiir alle optisch einachsigen Kristalle die Ober- 
flaichen gleichen Gangunterschiedes dieselben sind, da ihre Gleichung 
(4°) keinen weiteren Parameter als [ selbst enthilt, hingt die Gestalt 
dieser Fliichen fiir optisch zweiachsige Kristalle noch von dem Winkel 
der Binormalen ab. Daher werden auch die Kurven gleichen Gang- 
unterschiedes auf Platten optisch zweiachsiger Kristalle selbst bei 
gleicher Orientierung gegen die Symmetrieachsen noch sehr verschieden 
sein kénnen. Wir wollen uns daher bei deren Diskussion auf die 
ausgezeichneten Fille beschrinken, daf die Plattenebene entweder 
parallel einer optischen Symmetrieebene oder senkrecht zu einer 
Binormale ist. Dabei setzen wir jedesmal die innerhalb des Gesichts- 
feldes in Betracht kommenden Winkel 7 wieder so klein voraus, dab 
wir héhere Potenzen von sinv, als die zweite, vernachlissigen, also 


auch sinr mit te oder 7 selbst vertauschen kénnen. 
16* 
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Sei zunichst die Plattenebene parallel der Ebene der Binormalen, 
der ZX. Ebene unseres urspriinglichen Koordinatensystems, welches 
wir hier beibehalten wollen. Dann folgt aus 
Fig. 93, worin Y die Spur der Plattennor- 
male, @ diejenige einer beliebigen Wellen- 
normale auf der Kugel ist, und << (W@YZ) 


mit € bezeichnet werde, 


cos m, = sin 7 cos (2 — &), 

cos m, = sin 7 cos(2 + §), 
sin? g, sin? @, ; 
= [1 — sin? r (cos? Q cos? ¢ + sin? Q sin? §)]" 


— [2sin? r cos Q sin 2 cos § sin ae 


Taber, BBs 


In der festgesetzten Anniherung erhalt man hiernach 


i 1 : 1 : : 
(hat ee Sf ein? r( — cos? Q cos? € — sin? Q sin? é) 
cos r 2 


und somit bei Hinfiihrung der rechtwinkligen Koordinaten z=dsinr cosé, 
z—=dsinrsin€ aus (4°) die Gleichung der Kurven gleichen Gang- 
unterschiedes : 
(7) a? (4 — sin? Q) + 27(F — cos? Q) = Const. 
oder $ cos 2Q (4 — z7) = Const. 
Dieselben sind also, unabhingig vom Binormalenwinkel, gleichseitige 
Hyperbeln, deren Asymptoten gegen die Symmetrieebenen unter 45° 
geneigt sind.’) Dabei nimmt der Gangunterschied yom Mittelpunkt 
des Gesichtsfeldes aus zw in derjenigen Richtung, welche den stwmpfen, 
ab in derjenigen, welche den spztzen Binormalenwinkel halbiert. In 
dem besonderen Falle, dai 22 —90° ist, verschwinden die oben 
allein hingeschriebenen Glieder zweiter Ordnung und wird der Gang- 
unterschied im Mittelpunkt und auf den Halbierungslinien der von der 
X- und Z-Achse gebildeten Quadranten ein Minimum. Die Kurven 
gleichen Gangunterschiedes sind aber auch dann noch gleichseitige 
d- sing, sing, 
cos r 
nach Potenzen von x und z ergeben, wenn & = 45° ist, (a? — 22)”, 
Fiir eine Platte parallel zur YZ-Ebene, also senkrecht zw der einen 
»Mittellinie®, ergibt sich bei Hinfiihrung des Winkels 7 zwischen Hin- 
fallsebene und X Y-Hbene (siehe Fig. 94): 


Hyperbeln, denn die niichsten Glieder in der Entwicklung von 


1) Auf diesen Fall bezieht sich Fig. 2, Taf. V, wo allerdings die Hyperbel- 
bégen am unteren Rande des Gesichtsfeldes etwas gestért erscheinen. 


6. Kurven gleichen Gangunterschiedes fiir optisch zweiachsige Platten. 945 


cos gy, = cos r sin 2 + sin r cos Q sin 7, 


cos m, = cos r sin 2 — sin r cos Q sin 7, 


sin gp, Sin g, Lies : : 
(8) a Ps — eos? Q + 5 (sin? 2 + 1) sin? r (cos? n — sin? 1), 
und folglich die Gleichung der Kurven gleichen Gangunterschiedes in 
rechtwinkligen Koordinaten: 


(8’) (y? — 2) t= sin’ 2 = Const. 


Dieselben sind also auch in diesem Falle gleichseitige Hyperbeln, und 
dasselbe gilt, wie nicht erst bewiesen zu werden braucht, fiir eine zur 
Z-Achse — der anderen ,,Mittellinie“ — senk- 
rechte Platte, da wir ja tiber den Winkel 
QQ weiter nichts vorausgesetzt haben, als dab 
er selbst oder sein Komplement nicht sehr 
klein (von der GréBenordnung von r) sein 
soll. Demnach sind bei mittlerem Binor- 
malenwinkel und Beobachtung in schwach 
konvergentem homogenem Licht Platten eines 
zweiachsigen Kristalls, die senkrecht zu den 
drei optischen Symmetrieachsen sind, nicht zu 
unterscheiden, da die Kurven gleichen Gang- 
unterschiedes in allen drei Fallen gleichseitige Hyperbeln sind, deren 
Asymptoten unter 45° gegen die Hauptschnitte der Platte geneigt 
sind. Dies gilt jedoch nicht mehr bei so starker Doppelbrechung, 
daB die direkt an die Fliche gleichen Gangunterschiedes ankniipfende 
Niherungsbetrachtung aufhért zulissig zu sein. Die strenge, nach 
Formel (3) durchgefiihrte Berechnung von [ ergibt dann ganz thn- 
lich, wie dies am Schlu8 von § 5 fiir optisch einachsige Kristalle ge- 
zeigt wurde, daB die Kurven gleichen Gangunterschiedes der zu den 
optischen Symmetrieebenen parallelen Platten nicht genau gleichseitige 
Hyperbeln sind, sondern solche, deren halber Asymptotenwinkel durch 


arctg ©, arctg im oder arctg 7 gegeben ist. 

Die Gleichung der Schnittkurven der Flachen gleichen Gang- 
unterschiedes mit Hbenen senkrecht zur ersten Mittellinie bei kleomem 
Binormalenwinkel haben wir schon 8. 236 abgeleitet. Danach sind fiir 
den“Fall eines kleinen Winkels 2 die Kurven gleichen Gangunter- 
schiedes auf einer zur Z-Achse senkrechten Platte Cassimische Ovale 
bezw. Lemniskaten, deren Gleichung nach (5’) lautet: 
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Td 
rae 


oder, wenn man a, und a, gemif den Relationen 
a,=V@—d-igQ?+y¥, a =Vetd-teQr+y, 


durch die rechtwinkligen Koordinaten auf der Plattenoberflache 
ausdriickt: 
9 9 Td\2 

(9) @—B +t 2@+h— Gq), 
wo & fiir d-tgQ oder d-sinQ gesetzt ist. Man erkennt hieraus, wieso 
man bei Beschrankung auf ein zentrales Gebiet, innerhalb dessen die 
Winkel r gegen Q, 2 und y? also gegen & so klein sind, daf man 
xt, wy? und y* gegen §? x? und &y? vernachlissigen kann, wieder die 
8. 245 diskutierten gleichseitigen Hyperbeln: y? — #? = Const. erhalt. 

Die Hauptkurven gleichen Gangunterschiedes werden durch obige 
Gleichung dargestellt, wenn [ einer ganzen Zahl gleich gesetzt wird. 
Ihr Aussehen bei verschieden gro{em Binormalenwinkel wird durch 
die Figuren auf Tafel IV veranschaulicht. Ey ist leicht ersichtlich, 
dafi man durch Messung threr Halbmesser, — z. B. in der Binormalen- 
ebene, wo dieselben durch die fiir y = 0 sich aus (9) ergebenden Werte 
von x bestimmt sind —, oder durch Messung der ihnen entsprechenden 
Winkel gegen die Plattennormale Gleichungen erhilt, aus denen man, 
wenn Q bereits bekannt ist, die GréBe k, oder auch bei unbekanntem Q 
sin 2 und k berechnen kann. Die direkte Messung von Q kann iibrigens 
an derselben Platte gleichzeitig mit groBer Genauigkeit ausgefiihrt wer- 
den, wie wir spiiter sehen werden. Ist nun /i und Q, sowie ein mittlerer 
Brechungsindex »,, des Kristalls gefunden, so kann man die Differenzen 
der drei Hauptlichtgeschwindigkeiten (bezw. zuniichst ihrer Quadrate) 
mit betrichtlicher Genauigkeit berechnen; denn i ist nach (4’) bis 


a, by = 


auf einen Faktor, den man setzen kann, durch a? — ¢’, tg? Q 


oD 
xed 2hn;, 
durch das Verhiltnis eae gegeben. Zu dieser Berechnung kénnte 
man natiirlich auch direkt von der Gleichung (4) ausgehen, indem 
man sie auf Richtungen in der ZX-Ebene auBerhalb des Winkels 2Q 
anwendet, fiir welche dieselbe lautet: 
(10) gin (7 — &) sin (Ff 8) sin? 7 — sin® 2 Pagel 

cosr cosr kd 
Ist + fiir zwei mefbare Kurven, auf denen [=h, bezw. h, ist, 
so klein, daS man sin? x gegen 1 vernachlissigen kann, so hat man 


1 é é has é 
zur Berechnung von 7, und sin® Q die zwei linearen Gleichungen: 


7. Isogyren. . OAT 


; h 
sin? r, — sin? Q =, 
(10’) 1 kd 

sin? x, — sin? Q = ut 


Beziighch der Kurven gleichen Gangunterschiedes auf einer zu 
emer Binormale senkrechten Platte folet schon aus dem in § 3 hervor- 
gehobenen zylindrischen Verhalten der Oberfliche gleichen Gangunter- 
schiedes in der Umgebung der Binormalen, dab sie nahezw kreisfirmig 
sind, solange die im Gesichtsfelde in Betracht kommenden Winkel r 
klein sind gegen den Winkel 2. Die Radien der Kreise sind dann 
zufolge (4), worin jetzt gp, =7, g, =2Q2 und oe =d gesetzt werden 
kann, bestimmt durch 


(11) d-sinr =~ 


k sin” 92? 

sie verhalten sich also fiir die Hauptkurven ([ =h) direkt wie die 
ganzen Zahlen, wodurch sich das System dieser Kreise auf den ersten 
Anblick von demjenigen unterscheidet, welches eine zur optischen 
Achse senkrechte Platte eines optisch einachsigen Kristalls zeigt. Hin 
weiterer Unterschied tritt iibrigens immer, wenn das Gesichtsfeld nicht 
sehr beschrankt ist, darin hervor, da die Kurven gleichen Gang- 
unterschiedes der in Rede stehenden sweiachsigen Kristallplatten bei 
zunehmender Hntfernung von der Binormale sehr bald von der Kreis- 
form merklich abweichen, indem sie sich nach der Richtung, in welcher 
die Spur der anderen Binormale liegt, verlangern, wie leicht aus der 
Gestalt der Oberfliiche gleichen Gangunterschiedes (Fig. 89) folet. 
(Siehe Fig. 1, Taf. V, welche die Hxzentrizitiit der Kurven deutlich 
erkennen lift.) Ferner sind sie im Gegensatz zu den Kreisen ein- 
achsiger Platten im allgemeinen nicht zugleich isochromatische Kurven 
bei der Beobachtung im weifen Lichte, weil die Richtung der Binor- 
male, also auch der Mittelpunkt der Kreisschar, ftir die verschiedenen 
Farben nicht iibereinstimmt. 


7. Isogyren. Auer vom Gangunterschiede hangt die Lichtinten- 
sitiit, welche an einer bestimmten Stelle des Gesichtsfeldes auftritt, 
gemaB der Gleichung (1) des vorigen Kapitels von den Winkeln «, 6 
ab, welche die Schwingungsrichtung einer der beiden in der betreffen- 
den Richtung sich fortpflanzenden Wellen mit den Schwingungs- 
richtungen des Polarisators und Analysators bildet. Diese Winkel 
abér findern sich im allgemeinen ebenfalls von Stelle zu Stelle des 
Gesichtsfeldes. Die Grundlage zur Beurteilung dieser Anderung bietet 
fiir einachsige Kristalle der Satz, da die Schwingungsrichtungen 
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parallel und senkrecht zum Hauptschnitt der Wellennormale sind, fiir 
optisch zweiachsige der in Kap. I, § 6 bewiesene, daB sie in den 
Halbierungsebenen der Winkel zwischen den durch die Wellennormale 
und die Binormalen gelegten Hbenen legen. 

Es ist hieraus zunichst ersichtlich, daB in allen Fallen, wo die 
Plattennormale mit der optischen Achse bezw. mit den beiden. Bi- 
normalen betrachtliche Winkel einschlieBt, und wo, wie wir ja bei 
der Untersuchung der Kurven gleichen Gangunterschiedes voraussetzten, 
nur wenig gegen die Plattennormale geneigte Fortpflanzungsrichtungen 
zur Beobachtung gelangen, die Schwingungsrichtungen im ganzen Ge- 
sichtsfelde nur sehr wenig differieren. Man kann dann die Inten- 
sitit niiherungsweise so berechnen, als wenn a und # tiberhaupt /on- 
stant wiiren, was bedeutet, da die Kurven gleichen Gangunterschiedes 
merklich Kurven gleicher Intensitit sind (vergl. z. B. Taf.1, Fig. 4; 
Te Rig. lige LV i kig4): 

Bei beliebiger Stellung der Polarisatoren erscheint dann die Inten- 
sitit nach Gl. (1), $. 212, als Superposition eines iiberall konstanten und 
eines nur vom Gangunterschied abhiingigen Teiles. Damit der Hinflu 
des letzteren méglichst groB ist, also die Kurven gleichen Gang- 
unterschiedes méglichst deutlich hervortreten, muf «—f—-+ 45° oder 
a =+ 90° + Bp = + 45° (oder + 135°) sei, d. h. die Polarisatoren 
miissen parallel oder gekreuzt sein, und die Platte mu8 sich in 
»Diagonalstellung* befinden, d. h. ihr Hauptschnitt (oder die Schwin- 
gungsrichtungen in der Plattennormale) miissen Winkel von + 45° 


mit den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren bilden. 
In den Fallen, wo die Schwingungsrichtungen in der Platte inner- 
: halb des Gesichtsfeldes merklich variieren, 
wollen wir die Winkel «@ und 8, welche 
die Schwingungsrichtungen des Polarisators 
und Analysators bestimmen, auf irgend eine 
feste Richtung (X’) in der Plattenober- 
flache beziehen, und die Lage der Schwin- 
gungsrichtung @H der einen Welle im 
Kristall ebenfalls durch ihren Winkel 7 
Hig. 20. gegen diese feste Richtung festlegen (siehe 
Fig. 95). Der Ausdruck fiir die resultierende Intensitit lautet dann: 


(12) J=J°{cos*(@ —-B) — sin 2(a@ — 7) sin 2(8 — y) sin?(aP)}, 


und auBer T ist nun y als unabhiingige Variabele aufzufassen. Hs 
werden daher fiir das gesamte Interferenzbild neben den Kurven 
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gleichen Gangunterschiedes diejenigen Kurven von Bedeutung sein, auf 
denen 4, d.h. die Schwingungsrichtung konstant ist, und welche man 
Tsogyren nennt. Auch diese Kurven kénnen, sofern man sich auf 
schwach konvergentes Licht beschrankt, als Schnittlinien der oberen 
Plattengrenzfliche mit einer Schar von Oberflichen, den sog. Isogyren- 
fldchen, aufgefaBt werden, welche von Lommel und Macé de Lépinay') 
in die Betrachtung eingefiihrt sind. 

Hine Isogyrenfliche kann definiert werden als der geometrische 
Ort aller durch einen Punkt der Lintrittsfliche hindurchgehenden 
Wellennormalenrichtungen, fiir welche eine der beiden zugehérigen 
Polarisationsebenen parallel einer bestimmten, auf der Austrittsfliche 
liegenden Geraden g, oder eine der beiden Schwingungsrichtungen 
senkrecht zu dieser Geraden ist. Sie ist also eine Kegelfldche, deren 
Gleichung sich in folgender Weise ableiten liBt. 

Es seien, wie friiher, v,, v,, v3 die Richtungskosinus der Wellen- 
normale in bezug auf die optischen Symmetrieachsen X, Y, Z, ebenso 
M14) M1, Hz, UN Hy 9, To, Heo diejenigen der beiden zugehérigen 
Schwingungsrichtungen p,, p,, endlich y,, 7, yz diejenigen der 
Geraden g. Dann bestehen nach (10) und (10’), Kap. II, die Relationen: 
A) 24 .4Yy + %o,1%2 + %3,1%3 = 9, 

B) Hy oY, + Me Vy + Hz.9V3 = 0, 
My 4% 9 + M21 Mo,9 1 M31 73,9 = 0, GI, Rs, 9 oF bry 1,9 ni Crs 1 Hs 9 = 0. 

Aus den beiden letzten folgt 
C) Wy 4,9 * Ne1%o,9 + 3,1 %3,9 = (b? — c): ( — a?) : (a — B?). 

Soll nun die Wellennormale der Isogyrenfliche angehéren, so muf 
eine der beiden Schwingungsrichtungen, z. B. p,, senkrecht zu g sein, 
mithin gelten ‘ 

D) Hy oV1 1 Ho,0V2 + 13 973 = 0. 

Um nun die Gleichung der Isogyrenfliche zu erhalten, haben wir 
aus den Gleichungen A), B), C), D) die Richtungskosinus 7,, zu eli- 
minieren. Aus A) und C) folgt: 


E) 
aus B) und D): 


~ 1) E. Lommel, Wied. Ann. 18 (1883), p. 56; J. Macé de Lépinay, Journ. 
de phys. (2) 2 (1883), p. 162. — Vergl. ferner XK. Pitsch, Wiener Sitzungsber. 
91 Il (1885), p. 527, welcher die allgemeinen Higenschaften der Flache und ihre 
Schnittkurven mit beliebigen Ebenen untersucht hat. 
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I) Hy 9 * Me,9 * M39 = (V273 — Vg V2): (V5 — M43)? (M2 — Yer); 
und die aan dieser iioaaik in E) ergibt 
: Vs SR 
(AS De es, 5 ay Lie —~a big (ome a t (a? LOG 5 ae 0. 
Da die Gleichungen A), B), C) in bezug auf die beiden 
Schwingungsrichtungen ganz symmetrisch sind, so wiirden wir das- 
selbe Resultat erhalten haben, wenn wir an Stelle von D) die Bedingung 


1 1V1 1 2,172 tr Reals 0 
benutzt hatten. 


Legen wir den Anfangspunkt des rechtwinkigen Koordinaten- 
systems in den Eintrittspunkt der Wellennormalen, so konnen wir 
V4) Ya) V3 durch die ihnen proportionalen #, y, 2 ersetzen und finden 
als Gleichung der Isogyrenfliche in rechtwinkligen Koordinaten, bezogen 
auf das optische Symmetrieachsensystem : 


gaa wy ie 2 nds 2__ 2 NG) 
Ne : Oya tad ee ie a e ee oY 
oaer 
(13”) x COs* 8 y z sin? 82 


Ws — V2 Ce = SEE UE = Yea) 

Eg ist hieraus ersichtlich, daf die Isogyrenfliche eine Kegelfldche 
dritter Ordnung ist, welche durch die beiden Binormalen hindurchgeht 
(da sich fiir ew aus (13”) 2? = 2? cote? Q ergibt), deren Gestalt 
aber nicht nur von dem Binormalenwinkel, sondern auch von den 
Richtungskosinus ,, 72, 73 der gegebenen Geraden g abhangt. Fir 
eine gegebene Platte, deren Normale die Richtungskosinus u,, Ug, Us 
besitzt, sind alle méglichen Werte der y, der Bedingung 


Villy + Veta + Ysl3 = 0 

unterworfen, woraus hervorgeht, da die Gesamtheit der ihr zugehérigen 
Isogyrenflichen noch von der Orientierung der Platte abhingig ist. 
Man kann also die Isogyren verschiedener Platten nicht — wie dies 
bei den Kurven gleichen Gangunterschiedes der Fall war — als 
Schnittkurven einer und derselben Flichenschar mit den Plattenober- 
flachen ableiten, sondern hat fiir jede Orientierung der Platte eine 
besondere Flaichenschar zu benutzen. Unter allen, durch den Schnitt 
dieser Flichenschar erhaltenen Isogyren treten fiir die Beobachtung 
nur diejenigen hervor, fiir welche 


y=a oder —~a+90° bezw. y=6 oder = 6+ 90°, 


also die Gerade g parallel oder senkrecht zu der Polarisationsebene 
des Polarisators bezw. Analysators ist. Auf diesen Hawptisogyren ver- 
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schwindet namlich nach Formel (12) der von dem Gangunterschied 
abhiingige Anteil der resultierenden Intensitit und herrscht. daher, 
wie auf den Hauptkurven gleichen Gangunterschiedes (f = h), die kon- 
stante Intensitit J° cos? («a — Bp), welche das Gesichtsfeld ohne die 
Kristallplatte besitzen wiirde. Sie zerschneiden das Gesichtsfeld in 
Gebiete, in denen die Intensitiit durchweg grifer bezw. durchweg 
kleiner ist als J° cos* (« — 8), auer auf den Kurven [ =h, wo sie 
letzterer gleich ist. Bei Anwendung von weifem Licht erscheinen sie, 
insoweit man von der Abhangigkeit der Lage der optischen Symmetrie- 
achsen und Binormalen von der Farbe absehen kann, farblos und zer- 
schneiden die Kurven gleichen Gangunterschiedes in Stiicke von kom- 
plementirer Firbung, da bei ihrer Uberschreitung auf einer Kurve 
[ = Const. die die Farbe bestimmenden Summenglieder der Formel (2), 
Kap. VIII, simtlich das Vorzeichen wechseln. MHierdurch treten sie 
fiir die Beobachtung in weiffem Licht besonders hervor. er parallelen 
oder gehreuzten Polarisatoren («@ — B=O oder + 90°) fallen die beiden 
Hauptisogyren zusammen; im Falle gekreuzter Polarisatoren erscheinen 
sie dann ganz dunkel. 


8. Spezielle Falle der Isogyren. A. Hinachsige Kristallplatten 
| zur optischen Achse. Bei optisch einachsigen Kristallen zerfallt 
die Isogyrenfliche, da in (13’) sn Q =O wird, stets in die Ebene 
y,% —y,y =0, welche durch die Gerade g und die optische Achse 
hindurehgeht, und eine ebenfalls durch die letztere gehende Kegel- 
fliche zweiten Grades. Fiir eine zur optischen Achse senkrechte Platte 
artet letztere wieder in zwei Ebenen: z= 0 und 7,4 + y,.y = 0 aus, 
von denen nur die letztere, welche zur Geraden g senkrecht steht, 
einen Schnitt mit der Plattenoberfliche liefert. Die Isogyren sind also 
die Geraden, die durch die Spur der optischen Achse hindurchgehen und 
zur gegebenen Richtung g parallel und senkrecht sind (wie tibrigens auch 
unmittelbar einzusehen ist). Die Hauptisogyren bestehen demnach bei 
beliebiger Stellung der Polarisatoren aus den beiden Linienkreuzen, 
deren Arme zur Schwingungsebene P des Polarisators bezw. A des 
Analysators senkrecht und parallel sind. (Siehe Tafel I, Fig. 1, worin 
die Hauptisogyren als die Streifen gleicher Helligkeit hervortreten, 
welche die hellen und dunklen Sektoren voneinander abgrenzen.) 
Beim Drehen des Polarisators oder Analysators macht das entspre- 
clfende Isogyrenkreuz dessen Drehung einfach mit; be: Drehung der 
Platte in ihrer Ebene bleiben beide Kreuze unveriindert stehen, weil ja 
alle durch die Plattennortnale — optische Achse — hindurchgehenden 
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Ebenen optisch gleichwertig sind. — Bei Platten einachsiger Kristalle, 
deren Normale wenig gegen die optische Achse geneigt ist, erscheinen 
die Isogyren ebenfalls noch merklich als die durch die Spur der 
optischen Achse gehenden Geraden, die Hauptisogyren also als die 
beiden Kreuze sich in der Spur der optischen Achse schneidender, 
zu den Hbenen P und A paralleler und senkrechter gerader Linien. 
Bei gekreuzten Polarisatoren bilden die Hauptisogyren solcher ein- 
achsiger Platten ein einziges schwarzes Kreuz, dessen Arme aber mit 
wachsender Hntfernung von der Achsenspur immer breiter und ver- 
waschener werden infolge der dann langsameren Anderung der Schwin- 
gungsrichtungen mit dem Orte. (Vergl. Taf. I, Fig. 2 u. 3, II, Fig. 3.) 
Platten, deren Normale gegen die optische Achse erheblich geneigt ist, 
zeigen — wie schon zu Anfang des vorigen Paragraphen bemerkt — 
itiberhaupt keine deutlichen Isogyren, und die Diskussion der letzteren 
fiir solche Platten hat daher kein praktisches Interesse. Aus demselben 
Grunde interessieren die Isogyren bei zweiachsigen Kristallen haupt- 
sichlich in den beiden, im folgenden besprochenen Fallen, daB die 
Platte entweder zur ersten Mittellinie eines Kristalls von kleinem 
Binormalenwinkel, oder zu einer Binormale senkrecht ist. 

B. Fiir eine zur ersten Mittellinie senkrechte zweiachsige Platte 
erhalten wir die Isogyren, indem wir unter der Annahme, da die 
erste Mittellinie die Z-Achse sei, in (13”) », =0, =a setzen; ihre 
Gleichung wird also 
oi 
Yo 
oder, wenn wir den Winkel, den die Gerade g mit der ZX-Ebene 
bildet, mit 7 bezeichnen, und demgemiif auch die Winkel @ und fp 
von der ZX-Hbene aus rechknen, 


x? cos? Q — vy ( cos? Q — = = y= dG sin* OF 
1 


(14) —-&? cos? Q — ay (cotg y cos? Q — tg n) — y? = d? sin? Q. 

. . x Y : 
Da nach unserer Voraussetzung der Winkel 2, sowie q und + kleime 
GréBen sein sollen, so kénnen wir vorstehende Gleichung vereinfachen zu 


(14’) x? — 2xy cotg 24 — y? = d? te? Q; 
in dieser Anniherung sind somit die Isogyren gleichseitige Hyperbeln, 
welche durch die Spuren der Binormalen (die Punkte y =0, «= +d tg Q) 
lindurchgehen, und deren Asymptoten die durch den Mittelpunkt des 
Gesichtsfeldes gehenden Geraden « — y cotg y= 0 und «+ y tg y =0, 
d.t. die Gerade g und die zu thr senkrechte g', sind. (Siehe Fig. 96.) 
Die Asymptoten sind also den auf jeder Hyperbel konstanten Schwin- 
gungsrichtungen der beiden sich im Kristall fortpflanzenden Wellen 
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parallel, und zwar entspricht auf den im ersten und dritten Qua- 
dranten liegenden Teilen der Hyperbeliiste die eine, auf den im 
zweiten und vierten liegenden die andere Asymptote der Schwin- 
gungsrichtung der schnelleren Welle. 
Die beiden Hauptisogyren (y =« oder 
e+ 3% bezw. B oder B + tx) haben 
Asymptoten, welche parallel und senk- 
recht zu den Schwingungsrichtungen 
des Polarisators und Analysators sind. 
Ihre Tangenten in den Punkten 4,, A, 
bilden mit der X-Achse die Winkel 
2« und 2, da allgemein die Asympto- 
ten einer gleichseitigen Hyperbel die 
Winkel halbieren, welche ein Radius- 
vektor und die Tangente in dessen Endpunkt einschlieBen. (Siehe 
Fig. 96.) Die Richtungen der beiden Hauptisogyren in den Binormalen- 
spuren bilden daher miteinander einen doppelt so groBen Winkel, 
wie die Schwingungsrichtungen des Polarisators und Analysators. 
Bei parallelen oder gekreuzten Polarisatoren fallen natiirlich wieder 
beide Hauptisogyren zusammen; in letzterem Falle erscheinen sie als 
eime ganz dunkele Hyperbel. 

Die in Rede stehenden Hauptisogyren dndern sich auch beim 
Drehen der Platte in threr Ebene, weil dabei die Spuren der Binor- 
malen, durch welche die Hyperbelaiste immer hindurch gehen miissen, 
ihre Lage gegen die fest bleibenden Asymptoten verindern. Sind 
die Polarisatoren gekreuzt (oder parallel), so gibt es zwei aus- 
gezeichnete Stellungen der Platte: 1. diejenige, wo die Binormalen- 
ebene zu P oder A parallel oder senkrecht ist — die ,,Normalstel- 
lung“ —, 2. diejenige, wo dieselbe mit P und A Winkel von 45° bildet — 
die ,,Diagonalstellung* —; in ersterer artet die Haupthyperbel in ihre 
Asymptoten, also die durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehen- 
den, zu P und A parallelen und senkrechten Geraden aus, in letz- 
terem Falle ist die Hyperbel symmetrisch zur Hbene der Binormalen 
und liegen ihre Scheitelpunkte in den Binormalenspuren A,, A,, haben 
also den gréftméglichen Abstand vom Zentrum. 

Fiir den Eindruck des Interferenzbildes ist es wesentlich, da die 
bei gekreuzten Nikols dunkle Haupthyperbel nur in der Nahe der 
Binormalenspuren, wo die Schwingungsrichtung schnell wechselt, als 
scharfe schwarze Linie, in gréSerer Entfernung von ihnen aber als 
sich immer mehr verbreiternder dunkler Streifen erscheint (vergl. 


Fig. 96. 
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Taf. IV, Fig. 1—8, die das Interferenzbild yon Cerussit in Normal- 
und Diagonalstellung, sowie von Titanit in einer Zwischenstellung 
wiedergeben). 
©. An einer zu einer Binormale senkrechten Platte sind in einem 
kleinen zentralen Teile des Gesichtsfeldes die Isogyren merklich gerade 
Linien, die den Winkel 2y mit der Spur der Binormalenebene _ ein- 
schlieBen. Dies kann aus der Gleichung der Isogyrenfliche abgeleitet 
werden, indem man sie auf ein Koordinatensystem transformiert, dessen 
Z'-Achse die zur. Platte senkrechte Binormale ist, und dann die 
héheren Potenzen von 2 und y’ gegen die ersten vernachlissigt. Hs 
ist aber auch ohne diese Rechnung aus dem Satze, dai die Schwin- 
gungsrichtungen fiir die Wellen- 
Ga Mee nea aco normalenrichtung @ den Winkel 
= A, @ A, und seinen Nebenwinkel 
halbieren, unmittelbar zu erken- 
nen, wenn man bedenkt, da 


[ 4 ) HA, fiir alle Richtungen Q, die der 

ee eg ee Binormale A, sehr nahe liegen, 
die Ebene (A, merklich parallel 
zur Ebene A, A, ist (siehe Fig. 97), 
und dai daher die Schwingungsebene @ H, einer festen Ebene parallel 
bleibt, wenn sich @ in der Ebene A,Q bewegt, die den Winkel 27 
mit A, A, bildet. 

Das Interferenzbild, welches eine zu einer Binormale senkrechte 


Fig. 97. 


Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls zwischen gekreuzten Polari- 
satoren zeigt (siehe Taf. V, Fig. 1), unterscheidet sich demnach yon 
demjenigen einer zur optischen Achse senkrechten einachsigen Platte, 
auBer durch das in § 6 erérterte Gesetz der Ringdurchmesser, auch 
dadurch, da nur em dunkler Balken durch den Mittelpunkt des Ring- 
systems hindurchgeht. Hin weiterer Unterschied tritt beim Drehen 
der Polarisatoren oder der Platte hervor; da némlich die Hauptisogyre 
stets so liegt, dal’ die Winkel zwischen ihrer Richtung und der 
Binormalenebene durch die Polarisationsebenen des Polarisators und 
Analysators halbiert werden, so dreht sich der dunkle Balken bei 
Drehung der letzteren im gleichem Sinne wie diese, aber mit doppelter 
Geschwindigkeit, bei Drehung der Platte in ihrer Ebene dagegen in 
entgegengesetztem Sinne mit gleicher Geschwindigkeit. Gleiches gilt 
tibrigens ftir jede der zwei Hauptisogyren, wenn die Polarisatoren 
nicht gekreuzt sind. — Man erkennt leicht, daB dieses Verhalten der 
geradlinigen Isogyren einer zur Binormale senkrechten Platte mit dem- 
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jenigen tibereinstimmt, welches wir in B. fiir die Isogyrenhyperbeln 
eier zur 1. Mittellinie senkrechten Platte von kleinem Binormalen- 
winkel in den Punkten A,, A, kennen gelernt haben. 


9. Kurven konstanter Intensitét. Nach den vorhergehenden 
Entwicklungen (§§ 5—8) kann man sich in jedem Falle eine Vor- 
stellung von dem gesamten in homogenem Lichte wahrnehmbaren 
Interferenzbilde machen, wenn man beachtet, da auf den Hauptkurven 
gleichen Gangunterschiedes und auf den Hauptisogyren stets die un- 
veriinderte Lichtintensitiit des Gesichtsfeldes herrscht, und da auf den 
zwischenliegenden Kurven gleichen Gangunterschiedes, wo [=h + > 
ist, die absoluten Maxima (= J°) und Minima (= 0) der Intensitiit 
erreicht werden und zwar, wie aus Gl. (12) leicht ersichtlich, erstere 
in den Schnittpunkten dieser Kurven mit den Isogyren 7 = 4(@+ p) 
und }(@+ +2), letztere in ihren Schnittpunkten mit den Isogyren 
y= F(a+B+4n). (Vergl. Taf. 1, Fig. 1, aus der dies Verhalten fiir 
eine einachsige Platte | zur Achse ersichtlich ist.) Diese Stellen 
absolut eréfBter und kleinster Intensitiit miissen von Kurven konstanter 
Intensitat umschlossen sein, welche ganz innerhalb der Kurvenvier- 
ecke verlaufen, in die das Gesichtsfeld durch die Hauptkurven gleichen 
Gangunterschiedes und die Hauptisogyren — die zusammen ein spezielles 
System von Kurven konstanter Intensitit bilden — zerschnitten wird. 

Die Kurven konstanter Intensitiit sind von Lommel’) fiir Platten 
zweiachsiger Kristalle senkrecht zur 1. Mittellinie, von Glazebrook 
und Spurge®) fiir solche einachsiger Kristalle senkrecht zur optischen 
Achse theoretisch untersucht worden. Sie besitzen gewisse bemer- 
kenswerte Higenschaften, z. B. die, daf alle der gleichen Intensitat 
entsprechenden Kurven, die innerhalb desselben, von zwei Hauptiso- 
gyren begrenzten Sektors legen, von zwei bestimmten Isogyren be- 
riihrt werden und zwar in ihren Schnittpunkten mit den Kurven 
f—h+4- Speziell bei einer zur optischen Achse senkrechten Platte 
eines einachsigen Kristalls werden also die Ovale gleicher Intensitiit 
yon je zwei durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehenden (re- 
ryaden beriihrt, und die Beriihrungspunkte legen fiir simtliche, eine 
Maximum- bezw. Minimumstelle umschlie{ende Ovale auf demselben 
Kreise [=h+4+- In Fig. 98 sind fiir den Fall gekreuzter oder 


~ 1) E. Lommel, Pogg- Ann. 120 (1863), p. 90. 
2) Glazebrook, Cambridge Proc. Phil. Soc. 4 (1883), p. 299. Spurge, 
ibid. 5 (1885), p. 74; Phil. Trans. 14 (1885), p. 63, Pl. 2. Vergl. hierzu auch 
E. Lommel, Wied. Ann. 39 (1890), p. 258. 
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paralleler Polarisatoren einige dieser Ovale in einem von den zusam- 
menfallenden Hauptisogyren gebildeten Quadranten dargestellt. (Man 
vergleiche damit auch das Inter- 
ferenzbild Tafel I, Fig. 2). Die Glei- 
chung der Kurven konstanter In- 
tensitiit. ergibt sich durch Konstant- 
setzen des Ausdruckes (12), wenn 
man darin [ und y entsprechend 
der Orientierung der Kristallplatte 
durch die einen Punkt des Gesichts- 
feldes bestimmenden K oordinaten aus- 
driickt. Fiir eine einachsige Platte 
senkrecht zur optischen Achse wird 
nach (6°) 
d w? — &° 


. ao Be ° z . is . 
Fig. 98. = = ete BE. 
ig [=ksin?s, wo k=—>-y25,, ; 


und 4 —« gleich dem auf die Schwingungsrichtung des Polarisators 
bezogenen Azimut # des betrachteten Punktes im Interferenzbild, 
somit: 

J = J | cos? (« — B) — sin 2p sin [2h + 2(a — B | sin? (xk sin® i)}. 
Da nun siné als Radiusvektor (o) im Interferenzbild angesehen werden 
kann, so ist die Intensitdt als Funktion der Polarkoordinaten g, v, 
wenn die Polarisatoren den Winkel » = «— miteinander bilden, 
gegeben durch 


(15) J = J°{ cos? y — sin 2 sin 2( + 7) sin? (xko*)}, 
und speziell- bei gekreuzten bezw. parallelen Polarisatoren gilt: 
(15) Jy = J sin? 2y sin? (zko?), Jy = J°{1 — sin? 2p sin? (axhko”)}. 


Somit hei®t die Gleichung der speziellen, in Fig. 98 dargestellten 
Kurven konstanter Intensitit: 


(16) sin? 2y - sin? (wk?) = Const. 
Aus dieser Gleichung hat Spurge bemerkenswerte Sitze iiber den 
Flacheninhalt der Flichenstiicke, dre von den Kurven gleicher Inten- 


sitit begrenzt werden, abgeleitet, so besonders den, daf alle derselben 
Intensitdt entsprechenden Ovale inhaltsgleiche Flachen wmschlieBen. 


10. Modifikation des Interferenzbildes in weiBem Lichte durch 
die Dispersion. Wir haben oben gesehen, wie das Interferenzbild 
in weiBem Lichte beschaffen sein miifte, wenn keine Dispersion vor- 


10. Modifikation des Interferenzbildes in weiBem Licht durch die Dispersion. 257 


handen, d. h. die optischen Konstanten des Kristalls von der Wellen- 
lange unabhangig wiiren; da® nimlich unter dieser Voraussetzung die 
Hauptisogyren farblos, die Kurven gleichen Gangunterschiedes, bezw. 
die zwischen je zwei Hauptisogyren liegenden Stiicke derselben, in 
einer konstanten Interferenzfarbe der Newtonschen Skala (vergl. 5. 219) 
erscheinen wiirden. 

Bei optisch eimachsigen Kristallen kann die Dispersion nur inso- 
fern Abweichungen von diesem Verhalten bedingen, als die Farben 
der isochromatischen Kurven yon den Newtonschen verschieden sein 
werden, wenn die Differenz der Hauptbrechungsindizes, oder genauer 
zutolge (6”) diese Differenz, dividiert durch das Quadrat eines mittleren 
. Brechungsindex (v,,)), von der Wellenliinge abhingig ist. Gewéhnlich 
ist diese Abhingigkeit aber so gering, dafi ihr Hinflu® auf die Inter- 
ferenzfarben kaum bemerkbar ist. Die Ringe an Platten senkrecht zur 
optischen Achse sind dann in weivem Licht etwa bis zur 8. oder 
9. Ordnung wahrnehmbar. Nimmt der absolute Wert des Quotienten 


mo nach dem Violett hin zu, so liegen die gleichem [ entsprechenden 
Ringe fiir die verschiedenen Farben weiter auseinander als bei den 
Newtonschen Ringen, die Farben der Ringe werden dadurch etwas 
andere und die Anzahl der in weiem Licht wahrnehmbaren Ringe 
kleiner. Dieser Fall liegt z. B. beim Kalkspat vor, wo zufolge den 
in Kap. I, § 7 angegebenen Werten von w und « der erwahnte Quo- 
tient vom roten bis zum violetten Ende des sichtbaren Spektrums 
um ca. 8 Prozent wiichst. Beim Strontiumhyposulfat ist diese Zu- 
nahme so stark, daB die Ringe im weiSen Licht schon von der dritten 
Ordnung an verschwinden. Wie schon in Kap. I, § 7 erwahnt, kommt 
aber auch der Fall vor, daB ¢—o mit abnehmendem 2 abnimmt. 


Diese Abnahme kann so stark sein, daf sich nur noch wenig 


=" 
(Wyo? & 
mit 4 iindert, was zur Folge hat, daB sehr viele Ringe sichtbar, und 
ihre Farben von den Newtonschen ganz verschieden sind; Beispiele 
hierftir sind Apophyllit und Brucit. Bei manchen Varietiten von 
Vesuvian (Idokras) ist jene Abnahme noch stirker, so daB der Gang- 
unterschied mit 4 abnimmt und die Farbenfolge der Ringe sich umkehrt. 

Bei optisch zweiachsigen Kristallen ist auSer der ,,Dispersion der 
Doppelbrechung“, welche Ahnlich wie bei einachsigen Kristallen die 
Interferenzfarben modifiziert, noch diejenige der Binormalen und Po- 
larisationshauptachsen, d. h. die Abhiingigkeit dieser Richtungen von 
der Farbe, von Hinflu8 auf die im weifen Licht wahrzunehmenden 
Interferenzbilder — wobei natiirlich nur solche Platten in Betracht 

Pockels, Kristalloptik. 17 
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kommen, welche innerhalb des Gesichtsfeldes eine oder beide Binor- 
malen (d. h. die sich in der Platte in deren Richtung fortpflanzenden 
— Wellen) austreten lassen, da in gréSerer Entfernung von den Bi- 

normalen nur das Weif héherer Ordnung (oder bei sehr geringer 
Dicke eine nahe gleichformige Farbung) erscheint. Die betreffenden 
Erscheinungen sind besonders charakteristisch an Platten senkrecht 
zur 1. Mittellinie, auf welchen beide Binormalen sichtbar sind, und 
zwar ist es am giinstigsten, die Platte in der Diagonalstellung oder 
Normalstellung bei gekreuzten Polarisatoren zu beobachten. Die ver- 
schiedene Lage der Binormalen fiir verschiedene Farben hat dann zur 
Folge, daf die in homogenem Licht zu beobachtenden Kurven gleichen 
Gangunterschiedes in weifem Licht nicht isochromatische Kurven, 
und die Isogyren nicht mehr achromatische Kurven sind, und die 
Art der Farbenverteilung ist ein wichtiges Merkmal fiir die optische 
Symmetrie des Kristalls. 

Bei rhombischen Kristallen ist die Lage der optischen Symmetrie- 
achsen (Polarisationshauptachsen) fest durch die kristallographische 
Symmetrie gegeben, es miissen also die Binormalen auch fiir alle 
Farben stets symmetrisch in bezug auf dieselben drei Achsen legen, 
wobei sich aber mit der Farbe ihr Wankel und eventuell auch ihre 
Ebene (indem sie in eine andere Symmetrieebene tibertreten) andern 
kann. (Siehe Kap. II, § 20.) Gewohnlich findet nur eine ziemlich 
geringe Anderung des Binormalenwinkels statt, wobei die beiden Falle 
zg unterscheiden sind, da der spitze Binormalenwinkel fiir rotes 
Licht gréSer oder kleiner ist als fiir violettes; man bezeichnet den 
ersteren Fall durch das Symbol r>v, den letzteren durch r < v. 
Diese beiden Fille sind am leichtesten bei Beobachtung an einer 
zur 1. Mittellinie senkrechten Platte in der Diagonalstellung zu unter- 
scheiden; fiir » > v erscheinen dann niimlich die dunklen hyperboli- 
schen Hauptisogyren auf der Innenseite rot, auf der AuSenseite blau 
gesiumt, weil die Hyperbeln, auf denen das blaue Licht ausgeléscht 
ist, kleineren Scheitelabstand haben als diejenigen, auf denen das rote 
Licht fehlt. Die umgekehrte farbige Umsiumung der Hyperbeln tritt 
im. Falle r<v auf.) Hin Beispiel fiir den ersten Fall bietet der 
Topas, fiir den zweiten Kaliwmnitrat. 


1) Bei sehr geringer Dispersion der Binormalen und starker des mittleren 
Hauptbrechungsindex kann es tibrigens vorkommen, daB der scheinbare Binor- 
malenwinkel in Luft fiir violett gréfer ist als fiir rot, wihrend fiir den wahren 


Binormalenwinkel das umgekehrte gilt. Das Symbol ra v, welches gewohn- 
lich angegeben wird, bezieht sich auf den scheinbaren Winkel in Luft. 
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Da sich der Gangunterschied [ in einer bestimmten Richtung 
mit der Farbe aus zweierlei Griinden jindert: einmal wegen des 
Nenners 2 im Ausdruck fiir [, zweitens wegen der Anderung der 
Lage der Binormalen (und somit auch der Winkel 9,, Wz), So muh 
es gewisse Richtungen geben, fiir welche sich beide Ursachen kom- 
pensieren, also [ von der Farbe (wenigstens in dem hauptsiichlich in 
Betracht kommenden Bereiche des Spektrums) unabhiingig ist. In 
der Umgebung dieser Stellen werden daher die Interferenzkurven im 
weiBen Licht nahezu achromatisch erscheinen. Ist, wie gewodhunlich, 
der Gangunterschied in der Richtung der 1. Mittellinie fiir Violett 
gréBer als fiir Rot, so werden die achromatischen Stellen offenbar im 
Falle r >v zwischen den Binormalen, im Falle r<v auferhalb des 
spitzen Binormalenwinkels (beidemal aber in der Binormalenebene) 
hegen. Ist dagegen, wie z. B. beim Cerussit, im Mittelpunkte der Gang- 
unterschied fiir Rot gréBer als fiir Violett, so treten die achromatischen 
Stellen der Interferenzkurven in der zur Binormalenebene senkrechten 
Richtung auf. Auf derjenigen Seite der Binormalen, wo die achro- 
matischen Stellen liegen, ist (gemiifS dem schon bei den einachsigen 
Platten Gesagten) die Anzahl der im weiBen Lichte sichtbaren Ringe 
am grdBten. 

Wie schon in Kap. II, § 20 erwihnt, kommt auch der Fall vor, 
da die Binormalen fiir das rote Ende des Spektrums in einer anderen 
Symmetrieebene liegen als fiir das blaue, und der Kristall fiir eine ge- 
wisse mittlere Farbe also optisch einachsig ist. Dann zeigt das Inter- 
ferenzbild einer zur 1. Mittellinie senkrechten Platte im weifen Licht 
Farbenkurven, welche auch der Gestalt nach ginzlich yon den Lemnis- 
katen gleichen Gangunterschiedes in homogenem Licht verschieden 
sind (so z. B. bei Brookit, fiir den die Hrscheinung im 2. Teil des 
Hauswaldtschen Werkes, Taf. XII, Fig. 4, wiedergegeben ist). — In 
allen Fallen ist aber die Farbenverteilung im Interferenzbilde rhombi- 
scher, zur 1. (oder 2.) Mittellinie senkrechter Kristallplatten in der 
Normal- oder Diagonalstellung symmetrisch in bezug auf die beiden 
zur Platte parallelen Symmetrieachsen. 

Bei monoklinen Kristallen ist durch die einzige kristallographische 
Symmetrieachse (oder Normale zur Symmetrieebene) nur noch eme 
optische Symmetrieachse fiir alle Farben gegeben, die beiden anderen 
hingegen kénnen sich mit Verinderung der Wellenlange in ihrer 
Eb@ne drehen (vergl. Kap. II, § 20). Diese Drehung kommt in dem 
Interferenzbild in verschiedener Weise zum Ausdruck, jenachdem die 


Ebene der Binormalen parallel oder senkrecht zur Symmetrieebene, 
ile 
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und in letzterem Falle die 1. Mittellinie parallel oder senkrecht zur 
Symmetrieachse liegt. Die Unterschiede, die sich in diesen drei Fallen 
fiir die gegenseitige Lage der den verschiedenen Farben entsprechen- 
den Binormalenrichtungen ergeben, wurden schon in § 20 des Kap. II 
besprochen und durch Fig. 30%" © illustriert. Die daraus resultieren- 
den charakteristischen Higentiimlichkeiten des farbigen Interferenzbildes 
einer zur 1. Mittellinie fiir irgend eine Farbe senkrechten Platte sind 
folgende. 

A. Binormalenebene die Symmetrieebene: ,,geneigte Dispersion“. Die 
beiden Binormalen wandern bei Anderung der Farbe in verschiedenem 
Mae, und zwar nach derselben Seite, wenn die Dispersion der Mittel- 
linien, nach entgegengesetzten, wenn die Dispersion der Binormalen 
iiberwiegt. (Vergl. Fig. 99° und 99°, in denen die 
entsprechende relative Lage der Binormalenspuren 


oo 


a fiir zwei Farben veranschaulicht ist.) Die Folge 
Ay} i davon ist ungleiche Farbenverteilung in den die 
tape? i 2 
it ia beiden Binormalen umgebenden Ringsystemen, und 
x ie 5 en o 
iM, “M verschieden stark farbige Umsdumung der Haupt- 
ots, . lsogyren in der Diagonalstellung. Die Farbenver- 
area 24 teilung des ganzen Interferenzbildes besitzt daher 
SAL (44, kein Zentrum der Symmetrie, ist aber symmetrisch 
| I in bezug auf die kristallographische Symmetrieebene 

Par Y (also monosymmetrisch).  Beispiele fiir diesen Fall 


sind der Gps (dessen besondere Dispersionsverhilt- 

nisse schon 8. 72, 73 besprochen wurden) und der Diopsid. 
B. Binormalenebene senkrecht zur Symmetrieebene, 1. Mittellinie 
parallel der letzteren liegend: ,,horizontale Dispersion“. Die Spuren der 
Binormalen fiir zwei verschiedene Farben (7 und v) haben die durch 
Fig. 100 dargestellte gegenseitige Lage; sie liegen fiir jede Farbe 
symmetrisch beziiglich der Symmetrie- 
ebene, aber fiir verschiedene Farben in 
verschiedenen Ebenen. In weifem Licht 


= , fe. Sind daher die beiden, die Binormalen 
Ay! cd “4 umgebenden Ringsysteme spiegelbildlich 


| gleich, wihrend jedes einzelne fiir sich 
| asymmetrisch ist. Die Symmetrie des Ge- 
samtbildes ist dieselbe wie im vorigen 
Falle. Besonders geeignet zur Erkennung der-horizontalen Dispersion 
ist die Normalstellung der Platte, weil dann die die Spuren der Bi- 
normalen verbindende Hauptisogyre beiderseits eine verschiedene (aber 


Fig. 100. 
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in beiden Binormalen gleiche) farbige Umrandung zeigt. — Hin Beispiel 
bietet der Orthoklas (Adular). 

C. Die Binormalenebene und die 1. Mittellinie steht senkrecht zur 
Symmetrieebene: ,,gekreuzte Dispersion. (,,Dispersion tournante* nach 
Des Cloizeaux.) Die Verbindungslinien der Binormalenspuren fiir ver- 
schiedene Farben haben verschiedene Richtung, schneiden sich aber 
alle in einem Punkt — der Spur der kristallographischen Symmetrie- 
achse —, welcher ein Zentrum der Symmetrie fiir das gesamte Inter- 
ferenzbild ist (siehe Fig. 101). In der Umgebung -jeder Binormale 
ist auch hier die Farbenverteilung asym- 
metrisch, aber die beiden Rinesysteme 
kénnten durch Drehung zur Deckung ge- 
bracht werden. In der Normalstellung er- 
scheint der durch beide Ringsysteme gehende 
Isogyrenbalken ebenfalls farbig gesiumt, aber in dem einen Ring- 
system entgegengesetzt, wie im andern. — Hs ist zu bemerken, da 
dieser Fall von dem yorigen eigentlich nicht verschieden ist, insofern 
eine Platte senkrecht zur 2. Wittellinie hier horizontale, und im Falle B 
gekreuzte Dispersion zeigt. Entdeckt ist die gekreuzte Dispersion am 
Borax von J. Herschel und Nérremberg. 

Auch bei monoklinen Kristallen erscheinen aus dem bei rhombi- 
schen Kristallen erdrterten Grunde die Interferenzkurven an gewissen 
Stellen des Interferenzbildes farblos, und die Lage dieser achromatischen 
Kurvenstiicke gegen die Binormalen, welche natiirlich der Symmetrie 


Fig. 101. 


des Interferenzbildes entspricht, bietet ein gutes Merkmal zur Unter- 
scheidung der vorstehend besprochenen drei Dispersionsfille, nament- 
lich auch bei stark gefirbten Kristallen, wo man die Lage der achro- 
matischen Stellen immer noch an der gréferen Zahl der sichtbaren 
Interferenzkurven erkennen kann, wenn auch die Farbenverteilung selbst 
nicht mehr sicher zu beurteilen ist. — 

Trikline Kristalle endlich zeigen im weifen Lichte vdllig asym- 
metrische Interferenzbilder, da hier die Richtungsinderungen der beiden 
Binormalen mit der Farbe in gar keiner Beziehung zueinander stehen. 
Beispiele fiir deutliche Asymmetrie der Farbenverteilung lefern Kalium- 
bichromat und Kupfersulfat. 


11. Messung des Winkels der Binormalen. Der von den Bi- 
flormalen eingeschlossene Winkel (fiir den in der Mineralogie die 
nicht sehr gliickliche Bezeichnung ,optischer Achsenwinkel® tiblich 
ist) bildet ein wichtiges Charakteristikum optisch zweiachsiger Kristalle 


262 I.1x. Interferenzerscheinungen im konvergenten polarisierten Licht. 


und wird daher z. B. bei der kristallographischen Beschreibung neuer 
Substanzen fast immer angegeben, auch wenn keine vollstiindige Be- 
stimmung der optischen Parameter geliefert wird. Seine annaihernde 
Ermittelung ist im Prinzip leicht ausfiihrbar, indem an einer senkrecht 
zur 1. Mittellinie geschliffenen Platte der Winkel, welchen die den 
Binormalenspuren des Interferenzbildes entsprechenden Richtungen mit- 
einander bilden, in Luft oder in einem anderen die Platte umgebenden 
Medium beobachtet wird; ist dieser Winkel 2E, und der Brechungs- 
index des iiuferen Mediums n°, so gilt namlich die Beziehung 

(17) Siig ' 
da ja der Brechungsindex fiir die sich parallel den Binormalen fort- 
pflanzenden Wellennormalen der mittlere Hauptbrechungsindex £ ist. 
Hs ist also hiernach zur Berechnung von Q die Kenntnis von # erfor- 
derliich, wofiir in vielen Fallen (bei schwacher Doppelbrechung) ein 
nach irgend einer Methode bestimmter mittlerer Brechungsindex ge- 
nommen werden kann. Die anderweitige Bestimmung von (6 wird 
aber entbehrliich, wenn man noch eine zur zweiten Mittellinie senk- 
rechte Platte zur Verfiigung hat‘); denn es gilt, wenn 2E, der an 
dieser gemessene ,,scheinbare“ oder ,fuBere“ Binormalenwinkel, d. h. 
E, der Winkel der austretenden Binormalen mit der Plattennormale ist, 
auBer (17) die zweite Beziehung (siehe Fig. 102) 


(17’) cos Q = i sin E,, 
somit 
Ghres) tg Q= sok 2) 


sin E,, 


AuBerdem kann man dann p 
aus der Gleichung (17) oder 
(17) finden. 

Die Messung von E kann ~ 
erstens durch Ausmessung des 
Abstandes 2a, der Spuren der Binormalen in der Brennebene 8’ des 
Linsensystems L’ (siehe Fig. 84, 8.229) mittels eines im Hilfsmikroskop, 
mit welchem das Interferenzbild in WY beobachtet wird, angebrachten 
Okularmikrometers geschehen; denn es ist, wenn die Platte senkrecht 
zur Mittellinie, und ihre Normale der Instrumentenachse parallel orien- 
tiert ist, nach Gleichung (1) 


Fig. 102. 


1) Diese Methode ist angegeben von A. Des Cloizeaux, ©. R. 52 (1861), 
p. 784; Pogg. Ann. 126 (1865), p. 405. 
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Ld - 
Tos 

Die Anwendung dieser Methode setzt also die Kenntnis der Aquivalent- 
brennweite f voraus, welche iibrigens, sofern sie nicht direkt bestimmt 
wird, aus emer Messung an einem Priparat von bekanntem Binormalen- 
winkel (oder auch aus einer Messung von Durchmessern der Kurven 
gleichen Gangunterschiedes an einer Platte, fiir welche dieselben genau 
durch Rechnung bekannt sind) berechnet werden kann. Hinreichend 
genaue Resultate wird dieses Verfahren aber in der Regel nur bei 
kleimem Binormalenwinkel liefern kénnen.') 

Die zweite, am hiiufigsten angewendete Methode zur Messung des 
Binormalenwinkels (wie auch des Durchmessers von Interferenzkurven) 
beruht darauf, da die Kristallplatte zwischen den Linsensystemen ZL 
und LZ’ um eine zur Achse der letzteren senkrechte Richtung in 
meBbarer Weise gedreht werden kann; man gibt ihr dann nachein- 
ander diejenigen Stellungen, bei welchen erst die eine, dann die an- 
dere austretende Binormalenrichtung in die Richtung der Achse des 
Instrumentes fillt (siehe Fig. 103). Man benutzt zu diesem Zweck 
(als ,, Achsenwinkelapparat“) meistens 
einen Polarisationsapparat mit horizon- 


sin E, = 


taler Achse, an dem ein zu letzterer 
paralleler (horizontaler) Teilkreis an- 
gebracht ist, um dessen Achse sich der 
mit einer Justiervorrichtung versehene 
Trager der Kristallplatte drehen abt. 
Letztere wird in dem Traiger so befestigt, da die Hbene der Binor- 
malen horizontal, also parallel zum Teilkreise ist. Dann bewegen sich 


Fig. 103. 


die Spuren der Binormalen beim Drehen des Kristalltragers auf dem 
einen Faden des Fadenkreuzes, welcher ebenfalls zur Ebene des Teil- 
kreises parallel justiert ist, und wenn sie nacheinander in den Mittel- 
punkt des Fadenkreuzes gebracht worden sind, so gibt die am Teil- 
kreis abgelesene Drehung, welche von der einen dieser Stellungen 
zur anderen fiihrte, direkt den Winkel 2E. Um denselben auch in 
einem Medium von gréferem Brechungsindex, als Luft, messen zu 
kénnen, kann tiber die Kristallplatte ein Trog mit planparallelen, 
zur Achse des Instrumentes senkrechten Spiegelglaswinden geschoben 
werden; bei Fiillung desselben mit einer Fliissigkeit findet man dann 


1) Vergl. Czapski, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 7 (1891), p. 506. Uber 
eine Vorrichtung zur Messung des Binormalenwinkels mit einem gewdhnlichen 
Mikroskop vergl. Becke, Miner. petrogr. Mitt. 14 (1895), p. 375, 415. 
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den gemaB der Formel (17) deren Brechungsindex n° entsprechenden 
scheinbaren Binormalenwinkel, da bei dieser Messungsart die Brechung 
beim Ubergang von der Fliissigkeit in Luft ohne Hinflu8 bleibt. 
Daher kann mit Hilfe geeigneter Fliissigkeiten ein beliebig groBer 
Binormalenwinkel noch gemessen werden, wahrend fiir Beobachtung 
in Luft Q nicht gréBer als der dem Brechungsindex $ entsprechende 
Grenzwinkel der Totalreflexion sein darf. — Um die Hinstellung der 
Binormalenspuren gut ausfiihren zu kénnen, hat man die Polarisa- 
tionsebenen der Polarisatoren des Apparates unter 45° gegen die 
Teilkreisebene zu stellen; dann geht durch die Spur jeder Binormale 
im homogenen Licht eine Isogyrenhyperbel mit vertikaler Tangente, 
deren Koinzidenz mit dem vertikalen Faden des Fadenkreuzes ein 
scharfes Hinstellungsmerkmal abgibt. Ebenso ist diese Stellung der 
Polarisatoren am giinstigsten, wenn die Durchmesser von Kurven 
gleichen Gangunterschiedes gemessen werden sollen. 

Auf die Hinzelheiten der Konstruktion der Achsenwinkelapparate 
kann hier nicht eingegangen werden, ebensowenig auf die Vorrich- 
tungen, die man zur Beleuchtung mit homogenem Lichte benutzt. Es 
sel hinsichtlich letzterer nur bemerkt, daB man nach Kirchhoffs 
Vorgange ein verschiebbares Spektrum einer weifen Lichtquelle an- 
wendet, von dem ein beliebiger Teil zur Beleuchtung des Apparates 
ausgesondert werden kann.') 

Der Binormalenwinkel 2Q kann auch an Platten, die nicht senk- 
recht zu einer Mittellinie sind, aber den Austritt beider Binormalen 
gestatten, bestimmt werden; doch ist es dann notwendig, auger dem 
Winkel 2E zwischen den austretenden Binormalen noch diejenigen 
Winkel »,', v,° zu messen, welche die letzteren mit der Plattennor- 
male N bilden. Um diese Bestimmung mittels eines Achsenwinkel- 
apparates ausftihren zu kénnen, muf derselbe eine Einrichtung zum 
Senkrechtstellen der Platte gegen die Achse des Apparates (etwa nach 
der Gau8schen Methode der Autokollimation) besitzen. Doch ligt 
sich die direkte Messung der v, auch entbehren, wenn man die An- 
derung beobachtet, welche diese Winkel beim Eintauchen der vorher 


1) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 108 (1859), p. 567, Ges. Abh. p. 577. — 
V. v. Lang, Wiener Sitzungsber. [2] 76 (1877), p. 805. — H. Dufet, Bull. soc. 
frang. de min. 9 (1886), p. 275; Journ. de phys. (2) 5 (1886), p. 564. — A. E. 
Tutton, London Phil. Trans. 185 (1894), p. 913; Zeitschr. f. Krist. 24 (1895), 
p. 455. — E. A. Wiilfing, N. Jahrb. f. Miner. Beil-~Bd. 12 (1898), p. 348, 405, 
wo auch eine eingehende Darstellung der Theorie der Beobachtung im konver- 
genten Licht und der an einen Achsenwinkelapparat zu stellenden Anforde- 
rungen gegeben wird. 
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in Luft befindlichen Platte in eine Fliissigkeit erfahren *); ist niamlich 
der Brechungsindex der letzteren n°, und jene Anderung v/,—v’ = 9, 


5 ; 4 é Z 5 10% 
so gilt die Beziehung sin v’ = sin (v7, — o) = 0 Sin v7, aus welcher folgt: 


cote vy = fic £08) el : 
n° sin o 

Fiir die Berechnung yon 2Q2 aus den in einem Medium vom 
Brechungsindex n° gemessenen Winkeln 
2E, v,’, 7, ergeben sich aus nebenstehender 
Fig. 104, worm N die (zur Ebene der 
stereographischen Projektion senkrecht an- 
genommene) Richtung der Plattennormale, 
A,, A, die wahren, <A,’, A,’ die schein- 
baren Binormalenrichtungen, ebenso MW, M’ 
die wahre und scheinbare 1. Mittellinie be- 
zeichnen, und worin A, A,=2, A,’A,’= 2E ist, folgende Gleichungen’): 


Fig. 104. 


| cos 2E = cos »,’ cos v,’ + sin »,’ sin »,’ cos @, 
(18) ‘cos 2Q2 = cos vy, COS ¥. + Sin v, SIN VY, COS @, 

sin v, : sin vy, = sin v, : sin vy = if . 
Man kann zuniichst aus der ersten Gleichung den Winkel 4, NA, = @, | 
und aus den beiden letzten (die Kenntnis von $ vorausgesetzt) v, ° 
und yv, berechnen und findet dann aus der zweiten Gleichung den 
gesuchten Winkel 22. Wenn WN in der durch die Mittellinie W 
gehenden, zur Binormalenebene senkrechten Hbene liegt, so gilt 
streng dieselbe Beziehung (17), als wenn N mit M zusammenfiele, 
wie sich aus den dann rechtwinkligen sphirischen Dreiecken A, MN 
und A,’ M’N leicht ableiten laBt. Im allgemeinen, d. h. immer, wenn 
die Winkel v, und v, nicht gleich sind, wiirde man dagegen aus vor- 
stehender Gleichung einen falschen Wert fiir Q finden, und zwar einen 
za groBen, wenn 6 > n°, einen zu kleinen, wenn 6 <m° ist; am 
gréBten ist die Abweichung fiir eine bestimmte Neigung von N gegen M 
dann, wenn N in der Ebene der Binormalen liegt. Damit der Fehler 
yon 2, der aus der Nichtberiicksichtigung einer kleinen Abweichung 
der Plattennormale von der Mittellinie entsteht, auf alle Falle még- 


lichst klein sei, ist es vorteilhaft, die Platte in eme Fliissigkeit ein- 
cad 


1) J. W. Pope, London Proc. Roy. Soe. 7. II. 1896. 
2) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 108 (1859), p. 571. 
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zutauchen, deren Brechungsindex ”° dem mittleren Hauptbrechungs- 
index 6 nahe kommt.') — 

Liegt N in der Ebene der Binormalen, und kennt man den 
Winkel w zwischen N und M, wie es z. B. 
der Fall ist, wenn man den Austritt der Bi- 
normalen auf einem natiirlichen Flichenpaar 
eines rhombischen Kristalls aus der Zone der 
Y-Achse beobachtet, so braucht man, um Q 
aus den gemessenen Winkeln »,’, v,’ zu bestim- 
men, 6 nicht zu kennen. Denn es gelten, 
wenn N z. B. zwischen A, und A, liegt (siehe 
Fig. 105), die Relationen 


Fig. 105. 


3 i B36 ; 3 ; : 
Sine, f sin(Q—w), sinv = a sin (2+ w), 
oder 


: Hoke ae A 2 eae F 
sin Q cos u = op (siny,’+ sin »,/), cosQ sinu = 7 (sin »,’— sin »,’), 


aus welchen folgt 


a tg St = tg Ne celui aids to tg B05 v;") ; 


re) Li , ie ; / ae ee ee / 
sin v,’ — sin v, oO tg tv, — v,°) 


Aus einer der urspriinglichen Gleichungen kann sodann auch £ be- 
rechnet werden. 

Ebenso ist die Berechnung von Q und 6 ausfiihrbar, wenn man 
die Austrittswinkel »,’, v,’ der beiden Binormalen auf zwei verschie- 
denen, zur Binormalenebene senkrechten Flichenpaaren, deren Nei- 
gungen gegen die erste Mittellinie bekannt sind, gemessen hat?), ein 
Fall, der bei rhombischen und monoklinen Kristallen ebenfalls hiufig 
vorkommt, wenn man zur Beobachtung wegen der oft sehr groBen 
Schwierigkeit, planparallele Platten von gewiinschter Orientierung zu 
schleifen, nattirliche Flichenpaare benutzen mu (bei rhombischen 
Kristallen soleche von Prismen, bei monoklinen Kristallen, deren Bi- 
normalen in der Symmetrieebene legen, solche aus der Zone der 
Symmetrieachse). Hin spezieller Fall dieser Methode ist die Messung 
von E an den zu beiden Mittellinien senkrechten Platten, die schon 
S. 262 erwihnt wurde. 


1) Vergl. B. Hecht, N. Jahrb. f. Miner. 1887, 1, p. 250, der den Fehler. 
welcher bei der Berechnung des Binormalenwinkels nach Gl. (17) durch ungenaue 
Orientierung der Platte entsteht, eingehend untersucht hat. 

2) H. de Senarmont, Ann. chim. phys. (3) 33 (1851), p. 412: Poge 
86 (1852), p. 55. Oo. Sia We ein 


X.1. Zwei superponierte Platten im parallelen polarisierten Licht. 267 


Bei triklinen Kristallen kann man die Orientierung der Binor- 
malen und optischen Symmetrieachsen im Kristall in der Weise be- 
bestimmen, daB man an einer zur 1. Mittellinie anniihernd senkrechten 
Platte den schemnbaren Binormalenwinkel und nach der Methode der 
Totalreflexion (indem man die Binormalenebene als Hinfallsebene nimmt) 
den mittleren Brechungsindex, und auferdem an zwei anderen Platten von 
bekannter kristallographischer Orientierung die Winkel zwischen den 
scheinbaren Binormalen und der Plattennormale mift'); von letzteren 
Winkeln sind nur drei notwendig, da insgesamt vier voneinander un- 
abhingige Winkel (also drei auBer dem Binormalenwinkel) zur Fest- 
lecung der Binormalen gegen ein im Kristall festes Achsensystem 
gentigen. 


Zehntes Kapitel. 


Kigenschaften von tibereinanderliegenden Platten und Lamellensystemen. 


1. Zwei superponierte Platten im parallelen polarisierten Licht. 
Die Schwingungsrichtungen des Polarisators (P) und Analysators (A) 
mégen die Winkel «, B, diejenigen der lang- 4, 
sameren Welle in den beiden Platten (S,, 8,) * 
die Winkel 7,, 7 mit irgend einer festen 
Richtung OX’ bilden (vergl. Fig. 106); die 
Phasenverzdgerung, welche die erste bezw. zweite 
Platte erzeugt, sei A, bez. A,. Dann hefert 
eine einfallende Schwingung A sint beim Aus- 
tritt aus der Platte (1) die beiden Komponenten 
u, = A cos (« — y,) sin(t —A,) parallel S,, 
0,= Asin (# —7,)sint parallel S,° (1 S,). X' 
Beim Eintritt in die zweite Platte werden die- 
selben nach den Richtungen S, und 8S,’ zerlegt; die Schwingungs- 
komponenten nach diesen Richtungen erhalten in der Platte (2) die 
Phasendifferenz A, und sind folglich beim Austritt aus derselben: 

|| Sy: = A[cos (@ — m,) cos (7, — 9,) sin (x — A, — A,) 
+ sin (@ — 7,) sin (4, — 9,) sin (c — A,)], 
|| 55”: v =A [— cos (@ — 7) sin (m, — 4,) sin (t — A,) 
od + sin («@ — 7,) cos (y, — 7) sin t]. 


1) H. Dufet, Journ. de phys. (2) 10 (1899), p. 171; Bull. soc. frang. de 
min. 13 (1890), p. 341. 


Fig. 106. 
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Die Intensitit der nach dem Durchgang durch den Analysator 
resultierenden Schwingung 


ty 008 (B — 1p) + 8in (8 — my) 
ist, wenn man vorstehenden Ausdruck auf die Form 
A (¢ cos t + § sin T) 
bringt, nach Formel (13*) der Hinleitung gegeben durch 
J = A? (e+ 8”). 
Man findet nun nach dem Vorhergehenden 
—c=[cos(e—n,) cos(n,—7,) sin (A, + A,) + sin («—n,) sin (y, —17,) sin. A, | cos (B- 
+ cos(a# — y,) sin (yn, — 72) sin A, sin Ge Ns); 
s =[cos (@—1,) cos (4—7,) cos (A, +A.) + sin (@— 7) sin (7,7, ) cos A, |cos (B- 
+ [cos (a—1,) sin (4, —42) cos, + sin (@ —1,) c08(4.—%) | sin(B— 2); 
und nach einfachen Umformungen’): 


; ars 
(1) a =? + s? = cos? (8 — w) — sin 2 (a — n,) sin 2 (6 — m,) sin’? > 


— sin 2 («—,) sin 2 (8B—n) sin” = 


; j : Spey 
—2sin2(a—y,)sin2(6—n,) sin = sin S (cos = cos = sin = sin —* C08 2 (72 — 
oder 
(1’) = = cos?(8 —a)—sin 2(a—7,) cos 2(B—yp) sin 2 (7,—7,) sin? - 


1 


2 


9 


A 
2 
, Nope oA 
+ cos 2(a@—n,) sin 2 (B np) sin 2 (y,—,) sin? > 


—sin 2 («—1,) sin 2 (B — np) c08* (7g — 4) sin? ES 


+ sin 2(a@—y,) sin 2 (6 — 7) sin? (y, — 7,) sin? A: > aa 
Speziell fiir gekreuzte Polarisatoren (6 —a= =) wird aus (1): 


(1) J = (sin 2(@ — m,) sin 2)’ + (sin 2(@ — 1) sin 42) 


he Pea Neel pc 
+ 2sin 2 (% — 7,) sin 2(@ — 72) sin >* sin =" cos A’, 


wo A’ eine neue Bezeichnung fiir einen Winkel ist, der sich geo- 
metrisch bestimmt als dritte Seite eines sphirischen Dreiecks, dessen 
beide andere Seiten durch $A, und }A, gegeben sind und den Winkel 
m —2(y,—7,), d. i. das Doppelte des Winkels zwischen 8S,’ und S,, 


einschlieBen. Hine andere, aus (1’) hervorgehende Form des vorstehen- 
den Ausdruckes ist: 


1) Fresnel, Ann. chim. phys. (2) 17 (1821), p. 167. 


1. Zwei superponierte Platten im parallelen polarisierten Licht. 269 


Ts oS 
yo = sin 2 (a — n,)-cos 2 (« — ny) sin 2 (y, — y,) sin? 


— cos 2(a@ — n,) sin 2 (a« — y,) sin 2 (y, — ni; 


(1) 


+ sin 2 (a@ — n,) sin 2(@ — 1) cos? (yy — ,) sin? 


— sin 2 (@ — 7,) sin 2(a@ — y,) sin? (yn, — n,) sin? . 


Der Ausdruck (1*) hat die Form a? + b? + 2ab cos A’, welche 
zeigt, daB J nur verschwinden kann, wenn gleichzeitig a=b und 
cos A’ =—1 oder a=—b und cos A’ = +1 oder drittens a = b =O ist. 

Diese Bedingungen sind bei beliebig gegebenen Werten von A,, 
A, und y, — 4, durch Verainderung von @ allein nicht erfiillbar, was 
besagt, daB eine beliebige Kombination zweier iibereinanderliegender 
doppeltbrechender Platten beim Drehen zwischen gekreuzten Polari- 
satoren im homogenen Licht in keiner Lage ganz dunkel wird. 
Wenn die Schwingungsrichtungen beider Platten nicht zusammenfallen, 
also 7, — 4, weder = 0 oder x noch + $m ist, so kann Ausléschung 
iiberhaupt nur dann eintreten, wenn der Gangunterschied in jeder 
Platte ein Vielfaches von 4 ist (was a=b—=O zur Folge hat); in 
diesem ganz speziellen Falle wirken die Platten tiberhaupt nicht auf 
das polarisierte Licht ein, d. h. lassen die einfallende Schwingung un- 
verindert wieder austreten. In jedem anderen Falle miissen, damit 
Ausléschung eintreten kann, die korrespondierenden Schwingungs- 
richtungen parallel oder senkrecht zueinander (y,— 4, =0 oder = }2) 
sein, und muf eine von ihnen mit derjenigen eines der Polarisatoren 
zusammenfallen. 


Im Falle 7,—7,=0 oder == bleibt im Ausdrucke (1’) fiir J nur 
das Glied mit sin? one im Falle 4, —,=+ = nur dasjenige 


? 
ee rots AT. ; : : 2 é 
mit sin? yr a tibrig, tt h. im ersten Falle addieren sich, 1m zweiten 


subtrahieren sich die Gangunterschiede beider Platten, was ja auch 
ohne Rechnung einleuchtet. Die hierauf beruhenden Anwendungen 
der Superposition einer Platte von bekanntem Gangunterschied zur 
Bestimmung des Vorzeichens der Doppelbrechung und zur Messung 
ihrer Starke haben wir schon im Kap. VIII,§3u.4 kennen gelernt. 

Aus dem allgemeinen Ausdruck (1) kénnen wir noch die be- 
merkenswerte Folgerung ziehen, dai er bei einer Vertauschung von 
7, mt 7, und A, mit A, nicht ungedndert bleibt, was bedeutet, da 
es fiir die resultierende Intensitit nicht gleichgiiltig ist, ob die eime oder 
die andere Platte zuerst (d.h. dem Polarisator zugewandt) in den Gang 
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der Lichtstrahlen eingeschaltet wird. Nur bei gekreuzten oder parallelen 
Polarisatoren verschwindet der Hinflu8 der Reihenfolge der Platten. 
Bei Umkehrung der Strahlenrichtung, welcher gleichzeitige Ver- 
tauschung von y, mit 7,, A, mit A, und .@ mit 6 entspricht, bleibt 
aber die Intensitét immer ungeiindert, wie es nach einem allgemeinen 
Satze der Optik sein mub. 

Zur Veranschaulichung des vorstehenden Resultates tiber den Hin- 
flu8 der Rethenfolge der superponierten Platten eignet sich besonders 
die in §7 der Hinleitung erérterte Poincarésche geometrische Dar- 
stellung der Verainderung einer Lichtschwingung beim Durchgang durch 
eine doppeltbrechende Platte. In derselben entspricht derjenigen Ver- 
anderung einer beliebigen (elliptischen) Schwingung, welche durch 
eine Phasenverzégerung A, ihrer Komponenten nach irgend zwei zu- 
einander senkrechten Richtungen, also auch beim Durchgang durch 
eine beliebige Platte eines (nichtdrehenden) Kristalls entsteht, eine 
Drehung A, der Projektionskugel um einen bestimmten Aquatorial- 
durchmesser D,, welcher die beiden zueinander senkrechten Schwin- 
gungsrichtungen der Kristallplatte reprasentiert. Hbenso entspricht 
dem Durchgang durch die zweite Platte eine Drehung A, um einen 
anderen Durchmesser D,, welcher mit D, den Winkel 2(7, —1,) 
eimschlieBt. Die einfallende lineare Schwingung wird durch einen 
Punkt P des Aquators reprasentiert, die aus der Plattenkombination 
austretende elliptische Schwingung durch denjenigen Punkt der Kugel, 
in welchen P durch die beiden Drehungen gelangt. Dieser ist nun 
offenbar ein anderer, wenn erst die 
Drehung A, um D,, dann die Drehung 
A, um D, ausgefiihrt wird, als bei um- 
gekehrter Reihenfolge (siehe Fig. 107, 
wo P, die Endlage im ersten, P,’ die- 
jenige im zweiten Falle darstellt; die 
Drehungen A, und A, sind dort yon 
entgegengesetztem Vorzeichen angenom- 
men). Aus dieser Konstruktion ist auch 
ersichtlich, daB der EinfluB der Reihen- 
folge der Platten auf die austretende 
Schwingung relativ um so geringer wird, je kleiner die Verzégerungen 
Ae Aang: 

Da die aufeinanderfolgenden Drehungen um zwei Achsen DRED, 
ersetzbar sind durch eine einzige Drelntag um eine dritte, nicht in 
der Aquatorebene liegende Achse, und da diejenigen Punkte ae Kugel- 


Fig. 107. 
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fliche, welche bei deren Drehung unverriickt bleiben — also die End- 
punkte der Drehungsachse —, den beim Durchgang durch die Kristall- 
platte bezw. Plattenkombination unveriindert bleibenden Schwingungen 
entsprechen, so folgt unter Riicksicht auf das in der Hinleitung §. 13 
Gesagte aus der obigen Betrachtung, daf die Kombination zweier 
doppeltbrechender Kristallplatten mit nicht koinzidierenden Schwingungs- 
richtungen dquivalent ist einer elliptisch polarisierenden Platte, d. h. einer 
solchen, in welcher sich zwei bestimmte einander thnliche elliptische 
Schwingungen entgegengesetzten Rotationssinnes mit gekreuzt liegen- 
den groBen Achsen unverindert fortpflanzen. Andererseits kann man 
die betrachtete Plattenkombination auch ersetzen durch eine solche 
aus einer gewohnlichen doppeltbrechenden und einer zirkularpolari- 
sterenden (d.h. einfach die Polarisationsebene drehenden) Platte, da 
man die Drehung der Kugel um eine beliebige Achse stets zerlegen 
kann in eine Drehung um einen Aquatorial- und eine zweite um den 
Polardurchmesser. 


2. Kombination zweier Platten in Zwillingsstellung im kon- 
vergenten Licht. Die Formeln (1) bilden auch die Grundlage zur 
Erklarung der Erscheinungen, welche zwei superponierte Kristallplatten 
im konvergenten polarisierten Lichte darbieten; man mu dann nur 
noch gemif den im vorigen Kapitel gegebenen Regeln die der Natur 
und Orientierung der beiden Platten entsprechende Abhiingigkeit der 
Gangunterschiede A, und A, sowie der Schwingungsrichtungen 1, 
und y, vom Orte im Gesichtsfelde des Polarisationsapparates einfiihren. 

Allgemein lift sich aus der obigen Bemerkung, daB fiir das Ver- 
schwinden von J zwei Bedingungsgleichungen zugleich. erfiillt sein 
miissen, die Folgerung ziehen, dafi eine Kombination zweier Platten, 
yon speziellen Fallen abgesehen, zwischen gekreuzten Polarisatoren 
im homogenen Licht keine ganz dunklen Kurven, sondern nur ein 
System dunkler Punkte zeigen kann’). 

Von Interesse ist wegen seines Vorkommens an_ natiirlichen 
Kristallen der besondere Fall, da die beiden superponierten Platten 
sich in Zwillingsstellung zueinander befinden, also die optischen Sym- 
metrieachsen der einen zu denen der anderen spiegelbildlich in bezug 
auf die gemeinsame Grenzfliche der Platten liegen. 


Die Erscheinungen, welche eine aus zwei gleich dicken Platten 

ef 

1) Die Erscheinungen fiir den allgemeinsten Fall zweier superponierter 
optisch einachsiger Kristallplatten hat Chr. Langberg [Pogg. Ann. Erg.-Bd. 1 
(1842), p. 529] berechnet. 
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bestehende Zwillingsplatte zeigen wiirde, lassen sich tibrigens auch an 
einer Platte beobachten, indem man dieselbe aut den horizontalen 
Spiegel eines gewdhnlichen Nérrembergschen Polarisationsapparates 
legt und, um das sie durchsetzende Licht kon- 
vergent zu machen, oberhalb der Platte eine 
passende Sammellinse im Abstande ihrer Brenn- 
weite anbringt (wie in Fig. 108 angedeutet ist). 
In der Tat durchliuft dann der reflektierte 
Strahl DE die Platte K in derselben Orientie- 
rung gegen ihre Symmetrieachsen (z. B. DZ), 
wie der einfallende Strahl CD eine in bezug 
auf die Spiegelebene zur gegebenen Platte in 
Zwillingsstellung befindliche mit der Symmetrie- 
achse DZ’ durchsetzen wiirde. Man kann diese 
Anordnung z. B. benutzen, um zu priifen, ob 


eine Platte eines einachsigen Kristalls genau 
senkrecht zur optischen Achse geschliffen ist, 
da nur in diesem Falle das einfache Interferenz- 
bild der zur optischen Achse senkrechten Platte 
cungestiért bestehen bleibt. 

Niher untersucht sind bisher nur die Erscheinungen an Zwillings- 
platten optisch einachsiger Kristalle*). Kine solche besteht aus zwei 
superponierten Platten, die den Hauptschnitt 
gemein haben, und deren optische Achsen 
A,, A, gegen die Plattennormale Z um den 
gleichen Winkel #, aber nach entgegengesetzten 
Seiten geneigt sind (siehe Fig. 109). Die 
Schwingungsrichtungen fiir eine belebige 
Wellennormalenrichtung @, deren Brechung 
beim Ubergang von der einen Platte in die 
andere bei Beschrinkung auf schwach kon- 
vergentes Licht vernachlissigt werden kann, 
sind durch die Ebenen QA, bezw. (A, und 


Fig. 108. 


1) Chr. Langberg, Pogg. Ann. Ere.-Bd. 1 (1842), p.529; G. Ohm, Abh. d. 
Bayr. Ak. Mtinchen 7 (1853), p. 43 u, 265; Pogg. Ann. 90 (1853), p. 327; Van der 
Willigen, Arch. musée Teyler 3 (1873), p. 241; Pogg. Ann. Jubelbd. 1874, 
p. 491; A. Bertin, Ann. chim. phys. (6) 2 (1884), p. 485; F. Pockels, Gottinger 
Nachr. 1890, p. 259. Photographische Abbildungen der typischen Erscheinungen 
sind zuerst in Liebischs Physikal. Kristallographie, sodann in dem Tafelwerk 
von Hauswaldt veréffentlicht; einige der letzteren sind auf Tafel-II und III 
reproduziert. 
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die zu ihnen senkrechten gegeben; der Winkel A, @ A, ist also gleich 
Ne =: ; 

Ist der Neigungswinkel ® betrichtlich gegen die in Betracht 
kommenden Neigungen von @ gegen Z’, so fallen die korrespondieren- 
den Schwingungsrichtungen beider Platten merklich zusammen, es ist 
also 7, — 7, fast = x, und die Intensitat bei gekreuzten Polarisatoren 
zufolee (1’*) durch das eine Glied 


J, sin® 2 (@ —7,) sin? ae 


gegeben, worin fiir « — 7, der Winkel zwischen der Schwingungsebene 
des Polarisators und dem Hauptschnitt gesetzt werden kann. Ist 
dieser Winkel von 0 oder 90° (was vollstiindige Auslischung zur Folge 
hatte) verschieden, am besten = + 45°, so tritt demnach das durch 
A, + A, = Const. gegebene Kurvensystem hervor, und zwar herrscht 
Dunkelheit auf den Kurven, wo A, +A,=(2h+1)z, maximale Hellig- 
keit auf denen, wo A, + A, = 2hz ist. Diese Kurven, auf denen die 
Summe der Gangunterschiede konstant ist, sind Kegelschnitte derselben 
Art, wie die Kurven gleichen Gangunterschiedes der einfachen Platte, 
von denen sie sich nur durch die Lage ihres Mittelpunktes und die 
absoluten Dimensionen unterscheiden. Ihre Gleichung, bezogen auf 
ein Achsensystem, dessen X’-Achse im Hauptschnitt (gegen A, hin 
gerichtet) und dessen Nullpunkt im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes 
(der Spur der Plattennormale) liegt, lautet m derselben Annaherung, 
in welcher wir sie fiir einfache Platten in § 5 des vorigen Kapitels 
entwickelt haben, 
,d,—d 


mes lit nam. loge see 
(2) #*(cos?#—— sin?) + y?(cos’o-+ — sin’#) —a id sin2@=Const., 


wo d,, d, die Dicken der Platten bezeichnen. Speziell ftir gleech dicke 
Platten erhalt man konzentrische Kegelschnitte, deren Mattelpunkt mat 
demjenigen des Gesichtsfeldes zusammenfallt, und zwar Ellipsen, wenn 
&@< 54944’ (Taf. Il, Fig. 3,4; Taf. UI, Fig. 1,2), Hyperbeln, wenn 
& > 54°44’ ist (Taf. II, Fig. 4); den Ubergangsfall fiir @ = 54°44’ 
bilden hier (statt der Parabeln bei der einfachen Platte) zwm Haupt- 
schnitt parallele Gerade (Taf. IL, Fig.3). Die Kurven A, +A,=(2h+1)a 
erscheinen indessen nur in einem relativ schmalen, dem Hauptschmitt 
parallelen Streifen durch die Mitte des Gesichtsfeldes (aa in der sche- 
matischen Fig. 110, 8.274) kontinuierlich dunkel, zu beiden Seiten des- 
selben (bei ¢, e) aber in sehr auffilliger Weise wnterbrochen, gleichsam 
punktiert oder gestrichelt. (Siehe z B. Taf. II, Fig. 4 und Taf. If, 


Fig. 2 und 4.) Diese charakteristische Erscheinung findet ihre voll- 
Poekels, Kristalloptik. 18 
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stiindige Erklirung in dem Hinflu8 der anderen Glieder des Aus- 
druckes (1’*), welcher zur Geltung kommt, sobald 7 — %, merklich 
von 2 abweicht.’) 

Ist der Winkel # klein, so 
ist die Verinderlichkeit der 
Schwingungsrichtungen .inner- 
halb des Gesichtsfeldes betriicht- 
lich, und es wird auch solche 
Gebiete (streng genommen 
freilich nur Linien) geben, wo 
eines der beiden ersten Glie- 
der des Ausdruckes (1’*) oder 
das letzte allein tibrig bleibt 
bezw. tiberwiegt. Das erste, mit 
sin® $A, proportionale Glied 
ist das einzige von Null verschiedene da, wo 7,—« oder «+ 90° ist, 
d. h. auf den Hauptisogyren der Platte 2 (b, in Fig. 110, die sich auf den 
Fall bezieht, daB die Nikolhauptschnitte unter +45° gegen die Hbene 
A, A, geneigt sind); auf diesen Hauptisogyren erscheint also das System 
der Kurven gleichen Gangunterschiedes der Platte 1. (Vergl. Taf. II, Fig. 4.) 
Ebenso ist natiirlich auf den Hauptisogyren der Platte 1 (0, in Fig. 110) 
und in deren nachster Nachbarschaft das System der Kurven gleichen 
Gangunterschiedes der Platte 2 sichtbar. Die Umgebung der Stellen 
c, ¢, wo sich die der ersten und zweiten Platte angehdrenden Haupt- 
isogyren schneiden, erscheint jedoch ganz dunkel, da, wenn 1, = «(+ 90°) 
und zugleich 7, = «(+90°) ist, die Faktoren aller vier Glieder von 
(1’*) verschwinden. Endlich ist in denjenigen Gebieten (d) des Ge- 
sichtsfeldes, wo 7,— 1, nahezu =-+ 90° ist — was bei sehr kleinem 
Neigungswinkel # auf dem durch die Achsenspuren gehenden, mit dem 
Gesichtsfeld konzentrischen Kvreise der Fall ist —, das letzte Glied 
allein mafeebend; hier treten also diejenigen Kurven hervor, auf 
denen die Differene der Gangunterschiede A, und A, konstant ist. Die 
Gleichung dieser Kurven in bezug auf das oben definierte rechtwinklige 
Koordinatensystem ist: 


Fig. 110. 


(3) w'*(cos?9— sin?) + (cos? + 5 sin?) — rr eve “8 in2o—=Const.; 
sie sind also ebenfalls Kegelschnitte der gleichen er wie die Kurven 
gleichen Gangunterschiedes der einzelnen Platten, aber chr Mittelpunkt 


1) Vergl. die oben zitierte Abhandlung von Pockels, ebenso wegen der 
iibrigen Hinzelheiten des Interferenzbildes. 
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riickt fiir gleiche Plattendicken ins Unendliche, d.h. die sichtbaren Teile 
der Kurven werden dann zum Hauptschnitt senkrechte gerade Linien. 
Da auf einer von ihnen (die bei genau gleichen Dicken durch den 
Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehen wiirde) der Gangunterschied 
Null ist, so sind sie auch im weiBen Licht als ein System farbiger 
Streifen sichtbar, die zu beiden Seiten eines farblosen, bei gekreuzten 
Nikols schwarzen Streifens liegen; sie sind zuerst von Ohm beobachtet, 
aber erst von Van der Willigen (fiir einen speziellen Fall) erklart 
worden. Am besten sind sie bei der Normalstellung der Zwillings- 
platte in denjenigen Partien des Gesichtsfeldes zu sehen, welche bei 
der Diagonalstellung von den oben erwahnten dunklen Flecken ein- 
genommen werden. (Vergl. Taf. II, Fig. 3.) 


3. Gekreuzte Platten einachsiger Kristalle. Ebensolche merk- 
lich geradlinige, im homogenen Lichte Aquidistante, und auch im 
weiben Lichte sichtbare Interferenzstreifen, wie die soeben erwihnten, 
erhalt man auch an zwei mit rechtwinklig gekreuzten Hauptschnitten 
superponierten, identischen, unter nicht zu kleinem Neigungswinkel 
gegen die optische Achse geschnittenen Platten, einer Kombination, 
wie sie im Savartschen Polariskop oder dem Wildschen Polaristrobo- 
meter benutzt wird. Auch in diesem Falle kénnen die Schwingungs- 
richtungen ftir beide Platten innerhalb des ganzen Gesichtsfeldes als 
zusammenfallend betrachtet werden, aber die Schwingungsrichtung der 
ordentlichen Welle in der einen Platte koinzidiert mit derjenigen der 
auSerordentlichen in der anderen, und die Ganguuterschiede subtrahieren 
sich daher. Beriicksichtigt man nun, da eine Wellennormale Q, 
deren Azimut gegen den Hauptschnitt der ersten Platte € ist, in bezug 
auf denjenigen der zweiten Platte das Azimut €-+ 90° besitzt, wihrend r 
fiir beide Platten denselben Wert hat, so ergibt sich aus dem Aus- 
drucke (6) in Kap. IX, § 5 fiir den Gangunterschied die Formel 
(4) [ = kd{sin? & sin? r (sin? € — cos? ¢) — sin 26 sin r(cos §—sin £)}. 
Wenn man also wie friiher einen Punkt der Austrittsebene (oder der 
Brennebene, in welcher das Interferenzbild entsteht) durch rechtwink- 
lige Koordinaten a’, y’ bestimmt, die mit sin r cos § und sin» sin € 
proportional gesetzt werden kénnen, so lautet die Gleichung der Kurven 
eleichen ae ee 
(4°) (a? — y™) sin? & + (a — y’) sin 25. = Const. 

“Dieselben sind also gleichseitige Hyperbeln, deren Asymptoten 
parallel den Halbierungslinien der Winkel zwischen den beiden Haupt- 


schnitten sind, und deren Mittelpunkt M exzentrisch zum Gesichts- 
18* 
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felde auf der Halbierungslinie desjenigen Winkels liegt, den die Pro- 
jektionen der den einfallenden Strahlen entgegengerichteten Seiten der 
optischen Achsen (die — X’- und — Y’-Achse in Fig. 111) einschliefen. 
Die Exzentrizitat bestimmt sich 
durch — cotg # und ist, wenn 
nicht nahe = 90° ist, so groB, 
daB die innerhalb des auf schwach 
konvergentes Licht beschrankten 
'  Gesichtsfeldes sichtbaren Teile der 
Kurven von iquidistanten, zur 
Asymptote y’= wz’ parallelen Ge- 
raden nicht merklich verschieden 
sind. Auf dieser Asymptote selbst 
ist der Gangunterschied Null, sie 
erscheint also bei gekreuzten 
Polarisatoren schwarz, auch im 
weipen Licht. Im Falle # = 90° 
werden die gleichseitigen Hyperbeln zum Gesichtsfelde zentrisch, und 
es gilt dann von beiden Asymptoten das eben Gesagte. 

Fiir Platten stark doppeltbrechender Kristalle fiihrt die strengere 
Berechnung des Gangunterschiedes, wie wir sie fiir eine einzelne, zur 
optischen Achse parallele Platte in Kap. IX, $5, 8. 242 durchgefiihrt 
haben, im allgemeinen auch hier zu etwas abweichenden Kurvenformen, 


Y 


Fig. 111. 


die sich jedoch fiir den bloBen Augenschein von den im Vorhergehenden 
abgeleiteten kaum unterscheiden wiirden. Es ist aber bemerkenswert, 
daB das zuletzt gefundene Resultat, wonach zwei gekreuzt iiberein- 
andergelegte identische, zur optischen Achse parallele Platten als 
Kurven gleichen Gangunterschiedes zentrische gleichseitige Hyperbeln 
geben, auch streng giiltig bleibt, wihrend die Hyperbeln einer einzelnen 
solchen Platte nach der strengen Berechnung eimen von 90° etwas 
verschiedenen, vom Verhiltnis der Hauptbrechungsindizes abhingigen 
Asymptotenwinkel besitzen (siehe 5. 243). Die Gestalt der Kurven 
gleichen Gangunterschiedes, welche man erhilt, wenn die gekreuzt 
superponierten Platten zwei verschiedenen Kristallen angehoren, hingt 
jedoch von deren Hauptbrechungsindizes ab, und die Kurven kénnen, 
wenn die beiden Kristalle entgegengesetztes Vorzeichen der Doppel- 
brechung besitzen, fiir in einem gewissen Intervall liegende Dicken- 
verhiiltnisse der beiden Platten Ellipsen werden"), 


1) Naheres tiber Kombinationen verschiedenartiger Kristallplatten findet man 
in Mascarts Traité d’Optique II, Chap. X. 
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4, Methoden zur Erkennung des Charakters der Doppelbrechung 
im konvergenten Licht. Hine praktisch wichtige Anwendung findet 
die in §1 durchgefiihrte Berechnung der Intensitit fiir zwei super- 
ponierte Platten auf die Kombination einer zur optischen Achse senk- 
rechten Platte eines einachsigen Kristalls mit emem Glimmerblittchen, 


welches in dem angewandten homogenen Lichte einen Gangunterschied 
2h 
n 


1 ‘ : : 
zs A erzeugt und zwischen der einachsigen Platte und dem 


Polarisator (oder Analysator) so eingeschaltet wird, da dessen 
Schwingungsrichtung mit denen des Blattchens Winkel von 45° bildet. 
Wir wollen noch spezieller voraussetzen, das Blattchen (1) erzeuge einen 
Gangunterschied von +A (wir bezeichnen es dann kurz als 4/-Blitt- 
chen) und liege zwischen dem Polarisator P und der einachsigen 
Platte (2) in solcher Orientierung, daf die Schwingungsrichtung S, 
der langsameren Welle im Bliattchen gegen die von P um + 45° 
gedreht ist; ferner seien die Polarisatoren gekreuzt. Hs sollen alle Winkel 
von der Halbierungslinie des Winkels (PA), d.i. der Richtung S,, 
an gerechnet werden; letztere ist in einem Muscovitspaltungsblattchen 
als die Spur der Binormalenebene leicht kenntlich. 
Dann ist in den Bezeichnungen von § 1 zu setzen: 
TU 7 


2A 
Aisne apr ig) (has ane m=90, A,=>> 


a 


wobei letzterer Wert wegen der geringen Dicke des Blittchens auch 
im konvergenten Licht als fiir das ganze Gesichtsfeld giiltig angesehen 
werden kann. Dagegen variieren y und A, mit dem Orte im Gesichts- 
felde und zwar derart, daf bei einem positiven Kristall n, = 4 und 
A,=+%? sin? 7, bei einem negativen y,=yn+ 5x und A,=+ 2? sin?r 
oder n= und A, = — x’? sin? r zu setzen ist, wo 1 den Winkel des 
Radiusvektors gegen S,, und x? einen (aus den Formeln (4), Kap. IX, zu 
entnehmenden) positiven, fiir die betreffende Platte konstanten Faktor 
bedeutet. Wir wollen in beiden Fallen 7, = setzen und die ent- 
sprechend dem Vorzeichen der Doppelbrechung positiv oder negativ 
zu rechnende Phasenverzégerung A, einfach mit A bezeichnen. Dann 
ergibt die Hinsetzung der oben angegebenen Werte in die Formel (1): 


(5) J =A? (1 + cos 27 sin A); 
wihrend ohne Einschaltung des }4-Blittchens gelten wiirde 


: Say TN 
J = A* cos* 2 sin? —- 
o 2 


Die Formel (5) lift erkennen, da8 sich im Interferenzbild die ab- 
wechselnden Quadranten unterscheiden (da cos 2y in der ersten Potenz 
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auftritt), und zwar in entgegengesetztem Sinne bei positiven, wie bei 
negativen Kristallen, da das zweite Glied auch mit A sein Vorzeichen 
wechselt. Es existieren keine ganz dunklen Kreise mehr, sondern die 
Intensitét .verschwindet nur einerseits in 
den Schnittpunkten der Kreise, auf denen 
A = (2h —4)m ist, mit der Geraden 7» = 0 
(oder x), andererseits in denjenigen der Kreise 
A = (2h+4)a mit der Geraden y =+ 32; 
dabei ist h eine positive. oder negative ganze 
Zahl oder auch Null. 

Mig. 112. Da im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes stets 
A= 0 ist, so liegen hiernach die dem Mittelpunkt nachsten ganz 
dunklen Stellen auf dem Kreise + A= Ja und zwar bei negativem 
Charakter der Doppelbrechung in denjenigen Quadranten, welche von der 
Schwingungsrichtung S, des +4-Bldttchens halbiert werden, bei positivem 
in den beiden anderen Quadranten. Hierdurch ist also ein bequemes 
Mittel zur Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung einachsiger 
Kristalle gegeben'). Der Gesamteindruck des Interferenzbildes, ver- 
glichen mit demjenigen ohne +4-Blattchen, ist der, als ob die Ringe 
gleichen Gangunterschiedes in dem einen Quadrantenpaar (dem zweiten 
und vierten bei positiven Kristallen) erweitert, in dem anderen verengert 
wiren. (Vergl. die schematische Fig. 113, worin die Lage der Schwin- 
gungsrichtung S, des +4-Blattchens fiir den Fall eines positiven oder 
negativen Kristalls durch S,+ bez. S,— bezeichnet ist, sowie die 
nach einer Photographie von Liebisch reproduzierte Fig. 114.) Auf 


Fig, 113. Fig. 114. 


den ohne {4-Blittchen bei gekreuzten Polarisatoren ganz dunkel 
erscheinenden Hauptisogyren (den Geraden parallel zu P und A) 


fo) 


1) Dasselbe ist zuerst angegeben von H. W. Dove, Pogg. Ann. 40 (1837), 
p. 457, 482. Vergl. auch A. Bertin, Ann. chim. phys. (4) 13 (1868), p. 240. 


4. Methoden zur Erkennung d. Charakters d. Doppelbrechung im konverg. Licht. 979 


und Hauptkreisen gleichen Gangunterschiedes (A = 2h) herrscht 
jetzt die konstante mittlere Intensitit 14%, ebenso auch noch auf den 
zwischenliegenden Kreisen, wo A = (2h + 1)z ist. Diese Linien sind 
in Fig. 113 gestrichelt gezeichnet. Ubrigens ist noch zu bemerken, 
daB die ganze Erscheinung unverindert bleibt, wenn man bei fest- 
stehendem Analysator den Polarisator mit dem 1+1-Blittchen beliebig 
dreht. In der Tat ergibt sich derselbe Ausdruck (5) fiir J auch dann, 
wenn man o« und 7, um irgend einen gemeinschaftlichen Betrag ver- 
andert. Dieses Verhalten wird aber auch ohne weiteres verstiindlich, 
wenn man erwiigt, daB das durch den Polarisator einfallende linear 
polarisierte Licht durch das +4-Blattchen in zirkular polarisiertes ver- 
wandelt wird (siehe 8. 215), fiir welches natiirlich alle durch seine 
Fortpflanzungsrichtung bezw. die Plattennormale gehenden Ebenen 
gleichberechtigt sind. Analoges gilt, wenn das 14-Blattchen diber der 
zu untersuchenden Kristallplatte mit unter 45° gegen A gedrehten 
Schwingungsrichtungen eingeschaltet wird; es bildet dann zusammen 
mit dem Analysator-Nikol einen ,,zirkularen Analysator“ (siehe 5. 228) 
und dieser kann natiirlich gedreht werden, ohne daf sich das Inter- 
ferenzbild irgendwie ‘ndert’). 

Die im vorstehenden beschriebene Methode der Komnnnton mit 
emem {4-Blattchen oder, wie wir auch sagen kénnen, der Unter- 
suchung im zirkularpolarisierten Lichte ist auch anwendbar, um an 
Platten senkrecht zur ersten Mittellinie den Charakter der Doppel- 
brechung optisch zweiachsiger Kristalle zu bestimmen. Befindet sich 
die Platte in der Normalstellung, so gilt dieselbe, sich auf die Er- 
weiterung bezw. Verengerung der Interferenzkurven in den vier 
Quadranten beziehende Regel, wie fiir optisch einachsige Platten’). 
Doch ist hier bei gré8erem Binormalenwinkel und engen Ringsystemen 
leichter eine Taéuschung bei der Beobachtung méglich. Man wird 
dann besser ein anderes Kriterium anwenden, z. B. die Hrweiterung 
oder Verengerung, welche die Lemniskaten in der Mitte des Gesichts- 
feldes beim Dariiberschieben eines Keiles zeigen, in welcher die 
Schwingungsrichtung der langsameren Welle der Ebene der Binormalen 
parallel ist; bei wachsender Dicke des Keiles werden dann die Lemnis- 
katen nach seitwairts von der Binormalenebene auseinanderweichen, 
wenn der Kristall positiv ist, hingegen nach innen riicken, wenn er 


1) Niheres iiber die Interferenzerscheinungen im zirkular und elliptisch 
polarisierten oder analysierten Licht siehe bei Verdet I, Kap. XXVI und 


Masecart II, §§ 429, 4833—435, 450. 
2) Abbildungen finden sich auf Tafel 25 und 26 des Hauswaldtschen Werkes. 
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negativ ist. Statt des Keiles kann man sich auch nach Grailich 
einer diinnen, senkrecht zur optischen Achse eines einachsigen Kristalls 
geschnittenen Platte bedienen, welche man um eine dem einen Haupt- 
schnitte der zu untersuchenden Platte parallele Gerade dreht. Bei sehr 
diinnen Schliffen kann man zweckmiBig die Anderung der Interferenz- 
farbe in der Umgebung der Mittellinie oder der Binormalen bei 
Kombination mit einem Gipsblittchen vom Rot der ersten Ordnung 
benutzen'). 


5. Beliebig viele iibereinandergeschichtete Lamellen. Wir 
haben schon in §1 die Poincarésche Darstellungsart auf die Ver- 
finderung angewendet, welche eine Schwingung beim Durchgang durch 
zwei superponierte Kristallplatten erfahrt. Dieses Verfahren erweist 
sich nun besonders zweckmifig fiir die entsprechende’ Untersuchung 
eines Systems von beliebig vielen diinnen Kristallplatten (eines 
»Lamellenpakets“). Um dessen Wirkung auf die Schwingung einer 
senkrecht einfallenden Welle zu finden, haben wir die Kugel, deren 
Punkte die verschiedenen Schwingungsellipsen darstellen, nacheinander 
um Durchmesser D,, D,--- D, zu drehen, die in der im Raume fest- 
gehaltenen Ebene des urspriinglichen Aquators liegen und miteinander 
Winkel 2% 9, 2% 3°:+ 2%, 1,» bilden, die gleich den doppelten Win- 
keln zwischen den Schwingungsrichtungen der einzelnen Platten sind; 
die Drehungswinkel um diese Durchmesser sind dabei bezw. gleich den 
durch die entsprechenden Platten hervorgebrachten Phasenverzdgerungen 
A,,A,::-4, zu wihlen. Da die resultierende Drehung um eine aufer- 
halb der Aquatorebene liegende Achse stattfinden wiirde, so ist das 
Lamellenpacket ebenso, wie wir es in $1 fiir nur zwei superponierte 
Platten fanden, entweder durch eine elliptisch 
polarisierende, oder durch die Kombination einer 
gewohnlich doppeltbrechenden mit einer zirkular- 
polarisierenden ersetzbar. Um fiir letztere Kom- 
bination die Lage der Schwingungsrichtungen 
und die Phasenverzégerung in der doppelt- 
brechenden, sowie die Drehung der Polarisations- 

ee ebene in der zirkularpolarisierenden Platte zu 
bestimmen, kann man sich folgender Konstruk- 

tion bedienen. Man bilde eine kérperliche Ecke Od, d, d,---¢, 
(Fig. 115), deren Seiten d, d,,d,d,--- gleich 27,5, 2753--:, und deren Winkel 


1) F. Rinne, Centralbl. f. Min. 1901, p. 653. 
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an Od,, Od,--- bezw. m— A,, x — A,--- sind; der sich an Oc er- 
gebende (7+ 1) Winkel sei 7 — A. Denkt man sich diese kérper- 
liche Eecke mit der Kugel starr verbunden (so dai O im Kugel- 
zentrum liegt), so erhalt man die Kugeldrehung, welche dem Durch- 
gang durch das gegebene Lamellensystem entspricht, offenbar dadurch, 
daB man zunichst Od, mit der (den Schwingungsrichtungen der ersten 
Lamelle zugeordneten) Drehungsachse OD,, Oc mit einem anderen 
Radius OC der Aquatorialebene zur Deckung bringt und dann die 
kérperliche Ecke auf der Aquatorebene abrollt, so da® nacheinander 
Od, in OD;, Od, m OD, --= (Od, in’OD,) und endlich Oc in eme 
neue Richtung OC’ der Aquatorialebene fallt, welche mit OC den 
Winkel gp = 22 — 2y,, — 2% 3 — 2y, — 2%, bildet (vergl. Fig. 116, 
wo » = 3 angenommen ist). 


D. 


Fig. 116. Fig. 117. 


In dieselbe Lage, welche die Hecke bezw. die Kugel jetzt erreicht 
hat, ware dieselbe auch gelangt durch eine Drehung — (a — A) um OC 
und eine darauffolgende Drehung — m um die Polarachse. Demnach 
ist das gegebene Plattensystem ersetzbar durch die Kombination einer 
gewohnlichen doppeltbrechenden Platte, deren Schwingungsrichtungen 
mit denen der ersten Platte den Winkel 7,/’=— }(D,0C) bilden, und 
welche die Phasenverzégerung — A erzeugt, mit einer zirkularpolari- 


sierenden Platte vom Drehungsvermégen — %. Man kann nun die 


GréBen A und @ in anschaulicherer Weise konstruieren mit Hilfe des 
Polarpolygons zu dem durch die soeben betrachtete kérperliche Ecke 
aus der Hinheitskugel ausgeschnittenen sphiirischen Polygon d, d, ---d,,. 
Dar nimlich die Seiten dieses Polarpolygons gleich A,, A,--- A, die 
yon denselben eingeschlossenen Winkel gleich 1 — 2,9, 7 — 2133 °° 
sind, so findet man A als diejenige Seite, welche den aus den Bogen 
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A,, A,--+ mit den eingeschlossenen Winkeln a — 2119+ °- gebildeten 
sphdrischen Linienzug D,Dz---D,4, eum Polygon schlieft (siehe 
Fig. 117). Ferner erkennt man durch Vergleichung mit dem Aquator- 
kreis in Fig. 116, daB die Swmme der AuBenwinkel dieses Polygons 
Qire + 2g +--+ + 2y, + 24, = 2a —Q, folglich p der spharische 
ExzeB des Polygons D,---D,,, Oder nach einem bekannten Satze 
dessen I’ldcheninhalt ist. 

Hieraus geht hervor, daf fiir ein Paket aus sehr diimnen Lamellen 


die Drehung + eine Kleine Grife zweiter Ordnung wird, wenn die 


durch die einzelnen Lamellen erzeugten Phasenverzégerungen A, als 
kleine GréBen erster Ordnung betrachtet werden. Ist der Linienzug 
D, D,---D,,1, dessen Stiicke in diesem Falle als geradlimg angesehen 
werden kénnen, nicht geschlossen, so ist also das Paket unendlich diinner 
~Lamellen diquivalent einer einzigen doppeltbrechenden Lamelle, welche 
durch die das Polygon schlieBende Seite D,,,D, im der Weise 
charakterisiert wird, da die resultierende Phasenverzégerung pro- 
portional der Linge dieser Seite, und die Winkel, welche ihre 
Schwingungsrichtungen mit den entsprechenden der ersten oder n‘™ 
Lamelle bilden, bezw. gleich $(a—0,,,) oder 5(a—0,) sind, wo 
n+1) Dy bedeuten. 
Man gelanet zu dieser Polygonkonstruktion in dem jetzt betrachteten 
Falle auch direkt dadurch, daB man auf die Drehungen um die in der 
Aquatorialebene der Kugel liegenden Achsen 
OD,,--- OD, die bekannte Regel tiber die Zu- 
sammensetzung unendlich kleiner Drehungen an- 
wendet, d. h. parallel zu-OD,--- OD, Strecken, 
die mit A, --- A, proportional sind, auftrigt und 
aus ihnen die Resultierende konstruiert (Fig.118)?). 
Hs folgt hieraus auch, daf im Falle unendlich 
diinner Lamellen ihre Reihenfolge fiir die resul- 
tierende Schwingung gleichgiiltig ist, solange man die von der zweiten 
Ordnung unendlich kleime Drehung der Polarisationsebene vernach- 
lissigen kann. 

Die vorstehend entwickelte Theorie der Lamellensysteme ist von 
besonderem Interesse wegen der Anwendungen, die von ihr einerseits 
zur Berechnung der optischen Eigenschaften isomorpher Mischkristalle 


0,41, 0, die inneren Polygonwinkel an den Ecken D 


Fig. 118. 


1) Diese Konstruktion ist zuerst (durch ziemlich umstindliche Rechnung) 
von E. Mallard gefunden: Ann. des mines (7) 10 (1876), p. 60; 19 (1881), p. 256; 
vergl. auch Mallards Traité de Cristallographie II (1884), p. 262. 
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aus denjenigen threr Komponenten, andererseits zur LErkldrung der 
Drehung der Polarisationsebene in Kristallen gemacht worden sind. 


6. Theorie der optischen Eigenschaften isomorpher Misch- 
kristalle. Da man aus Losungen isomorph kristallisierender K6érper 
Kristalle erhalten kann, welche aus tibereinandergelagerten Schichten 
von verschiedener Zusammensetzung aufgebaut sind, indem man einen 
kleinen Kristall abwechselnd in der Lésung des einen und in derjenigen 
des anderen Korpers weiterwachsen laBt, so dachte sich HE. Mallard 
— und nach ihm die Mehrzahl der franzésischen Mineralogen — 
auch die nach allen ihren physikalischen Higenschaften homogen er- 
scheinenden Mischkristalle, welche sich aus gemischten Loésungen 
bilden, aus auBerordentlich diinnen abwechselnden Schichten der beiden 
gemischten Substanzen (Komponenten) zusammengesetzt’). 

Da sich ein Paar solcher Lamellen, wie wir im vorhergehenden 
sahen, wie eine einfache doppeltbrechende Lamelle von bestimmter 
Art verhalt, so wird auch eine aus lauter gleich orientierten solchen 
Lamellenpaaren aufgebaute Saule von endlicher Dicke fiir eine senk- 
recht zu den Schichten hindurchgehende Welle das Verhalten eines 
einheitlichen Kristalls zeigen. In der Tat folgt aus,der im vorigen § 
erdrterten Polygonkonstruktion, daB, sofern nur die Dicke der ein- 
zelnen Lamelle unendlich klein ist, auch bei endlicher Gesamtdicke 
das Drehungsvermégen unendlich klein bleibt, waihrend die Phasen- 
verzégerung einen endlichen Betrag erreicht. Um nun die optischen 
Higenschaften einer solchen Siéule zu berechnen, wollen wir der Hin- 
fachheit halber die (iibrigens nicht notwendige) Voraussetzung machen, 
daB alle gleichartigen Schichten gleiche Dicke «, bezw. « besitzen. 
Das Verhiltnis ¢,:«, ist dann gleich dem nach dem Volumen berech- 


neten Mischungsverhiltnis der beiden Komponenten, S100) und 


& + & 


ae - 100 sind also die Volumenprozente, mit denen sie an der 
a 2 


Mischung beteiligt sind. Nennen wir die Wellengeschwindigkeiten in 
den Lamellen der ersten Art g,, ¢,/, in denen der zweiten Art 4g, q’, 
so haben wir 


1 1 Meena tl 1 
apes ( : ea es ( .) 
(6) = vn q1 : g 4 \ ds UB 


1) Die Anwendung der Lamellentheorie zur Berechnung der optischen 
Eigénschaften der Mischkristalle entwickelte Mallard in den Abhandlungen 
Bull, soc. min. de France 4 (1878), p.71 und Ann. des mines (7) 19 (1881), p. 257, 
sowie in seinem Traité de Uristallographie IH (1884), Chap VIII. 


984 I.x. Higenschaften von tibereinanderliegenden Platten u. Lamellensystemen. 


Hieraus und aus dem Winkel 7,,, welchen die Schwingungsrichtung 
der schnelleren Welle in den Lamellen (2) gegen diejenige in den 
Lamellen (1) bildet, findet man auf Grund unserer 
Konstruktion (siehe Fig. 119) den analogen Winkel 
n, fiir die Aaquivalente einfache Lamelle (— also 
mit anderen Worten die Auslischungsschiefe des 
Mischkristalls, bezogen auf die Ausléschungsrich- 
tung der ersten Komponente —) aus der Gleichung: 

(7) cote 2n, = cote 271. + z oe . 
he d. i. das Maf fiir die Stiérke der Doppel- 


brechung des Mischkristalls in der zu den Lamellen senkrechten 
Richtung, aus 


A A, A , 
: en eO eae cones 
SHEE Wate cee eee eH 


Zugleich ergibt sich 


oder die Differenz der Lichtgeschwindigkeiten q, q’ fiir die betrachtete 
Richtung aus 


1 il é 1 1 Fe il al 
Ieee es (CEP ah eee ee 
( ) Y ol &te\h bh ea &t+%\de dG visa a) 

Um die Lichtgeschwindigkeiten q, q’ selbst zu berechnen, hat 
man hiermit eine Gleichung zu kombinieren, welche aussagt, da die 


mittlere Phasenverzégerung einer Schwingung beim Durchgang durch 
das Lamellenpacket die Summe der mittleren Verzdgerungen in den 
einzelnen Lamellen ist, also: 


yy & [. 7 ) 4 & (- 7 ) 
Cad eee oN See i ey so ay 
of 1 1 3 5. ae y 
Man erhilt so, wenn man statt Fea die Brechungsindizes n, n’ setzt 


und fiir die Dicke des Packets ¢ schreibt: 
n ES(gss , & y 
(9) i" =s{2 +m) +2 +m} 
(ee ; 9 & , 9 
a ee (m, — M4’) cos 2m, sas (My. — M9’) Cos 2 (112 — m1) }> 
wo das obere Vorzeichen fiir n, das untere fiir n’ gilt. 
Fallen speziell die Schwineungsrichtungen in den beiden Arten 
von Lamellen zusammen, so wird einfach 


r , BL Gy , Be apy CO pte 
(9’) Wie Ma ae ih a rate Mire 


da dies fiir die zu den Symmetrieebenen rhombischer oder héher 
symmetrischer Kristalle parallelen Lamellen immer zutrifft, so wtirden 
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in diesen Systemen die Hauptbrechungsindizes des Mischkristalls sich 
aus denjenigen der Komponenten gemif den vorstehenden Formeln!) 
berechnen, also nach der gewdhnlichen Mischungsregel, wobei die Zu- 
sammensetzung in Volumprozenten auszudriicken wire. 

Die oben von uns gemachte Voraussetzung, da die Lamellen- 
ebene senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der Welle sein sollte, kann 
(bei nicht zu geringer Lamellendicke) fallen gelassen werden, da in 
obigen Formeln iiberall nur die Verhdiltnisse der Lamellendicken vor- 
kommen, welche bei schiefem Hinfall unveriindert bleiben, sofern die 
Brechungsindizes der beiden Lamellenarten so wenig differieren, dab 
man von der Brechung beim Ubergang von der einen in die andere 
absehen kann. Letztere Voraussetzung muf aber schon deshalb ge- 
macht werden, weil sonst an den Grenzflaichen merkliche Reflexionen 
auftreten wtirden, und der Mischkristall nicht vollkommen durchsichtig 
sein kénnte. Hiernach wiirde fiir die Mischkristalle aus optisch ein- 
ander hinreichend ihnlichen Komponenten die Mallardsche Vorstellung 
des Lamellenaufbaus an und fiir sich annehmbar sein, wenn sich noch 
zeigen laBt, daf das auf Grund der obigen Formeln berechnete optische 
Verhalten der Mischkristalle auch dem Fresnelschen Gesetze geniigt. 
Hierzu wire gemifs der Fresnelschen Konstruktion erforderlich, dab 
durch Auftragen der Werte n und m’ auf den entsprechenden Schwin- 
gungsrichtungen ein Hllipsoid — das Indexellipsoid des Mischkristalls 
— entsteht. Betrachten wir nun y, als verainderlich und tragen auf 
der durch 7, gegebenen Richtung in der Wellenebene den Wert 

O, = 3 (m% + m') + = (m% — 2,/) cos 2, = m, cos? y, + m,' sin? 7, 
(oder auf der dazu senkrechten 0, = $(n, + n,’) — $(m, — n,) cos 2n,) 
auf, so erhalten wir eine geschlossene Kurve mit den Halbachsen n, 
und ,’, die keine Ellipse ist, sich aber von einer solchen um so 
weniger unterscheidet, je kleiner die Differenz n,’— , gegen n, selbst 
ist. Ebenso wird bei relativ sehr geringem Unterschiede von n, und 
n, durch 

02 = F(a + Ma’) + 5 (My — my’) 008 2 (2 — 1H) 
bei variabelem 7, sehr annihernd eine Ellipse dargestellt werden, 
deren Halbachsen die Liingen n,, n," haben und mit denen der ersten 
Ellipse den Winkel »,, bilden. Unter der gleichen Voraussetzung 
£10, + £2 Qe 
& + & 


bestimmt ist, niherungsweise eine Ellipse, denn in bezug auf belie- 


1) Diese Formeln sind zuerst empirisch von H. Dufet, Bull. soc. min, de 
France | (1878), p. 58, aufgestellt worden. 


ist dann auch die Kurve, deren Radiusvektor durch @ = 
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bige Koordinatenachsen stellt sich sowohl 0, als 0,, und folglich auch 
der Radiusvektor o der resultierenden Kurve, in der gleichen Form 
a+bcos2y + e¢sin 2y dar, nur mit verschiedenen Konstanten a, 0, c. 
Lat man nun die Orientierung der Wellenebene variieren, so werden 
zufolge (9) die verschiedenen Radien dieser Ellipse oder einer in ana- 
loger Weise in einer anderen Ebene konstruierten die Bedeutung der 
Brechungsindizes erlangen, d. h. Jetztere werden in der Tat durch die 
Radwusvektoren emes Ellipsoids gegeben. Wir sehen somit, dal das 
optische Verhalten eines lamellar aufgebauten Mischkristalls zwar ~ 
nicht genau, aber doch in groBer Anniherung dem Fresnelschen Ge- 
setze entsprechen wiirde, wenn die beiden Komponenten schwach 
doppeltbrechend sind. Letzteres ist nun bei den bisher optisch genauer 
untersuchten Mischkristallen der Fall, und daher fiihrt die Anwendung 
der Mallardschen Formeln bei ihnen nicht zu solchen Abweichungen 
vom Fresnelschen Gesetz, die aus den Beobachtungen sicher nach- 
weisbar sein miiften.*) Indessen ergibt in diesen Fallen die Berech- 
nung der optischen Konstanten nach einer anderen, besser begriindeten 
Hypothese mindestens ebensogute Resultate — nach der Hypothese 
nimlich, daf& die Polarisationskonstanten a,, des Mischkristalls sich 
aus denen der Komponenten nach der Mischungsregel, also nach 
der Formel 


4 p Ps 
(10) Oi EL ar Qy,), + D, + Dy (4x), 


zusammensetzen.®) Diese Annahme 1&8t sich sowohl nach der. mecha- 
nischen, als nach der elektromagnetischen Lichttheorie auf Grund der 
Vorstellung einer innigen Mischung der beiden Komponenten wahr- 
scheinlich machen; doch bleiben dabei beztiglich der p, die verschie- 
denen Méglichkeiten offen, daB sie die Volum-, Gewichts- oder Mole- 
kularprozente der Komponenten bedeuten kénnen. Die Formeln fiir 
die Ausléschungsrichtungen und Brechungsindizes, zu denen sie fiihrt, 
unterscheiden sich von den oben aufgestellten (7)—(9) nur dadurch, 
daBh an Stelle der Brechungsindizes tiberall die Quadrate der Wellen- 
geschwindigkeiten (und an Stelle der «, die p,) zu setzen sind. Natitir- 
lich stehen sie mit dem Fresnelschen Gesetze streng in Hinklang, da 


1) Eine kritische Vergleichung der Beobachtungsresultate mit denen der 
Mallardschen Formeln gab F. Pockels, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 8 (1892), 
[O. Wale 

2) Vergl. F. Pockels, l.c. p. 121 ff Mallard hat in seiner ersten Arbeit 
tiber die optischen Higenschaften von Mischkristallen (Ann. des mines [7] 10 [1876], 
p. 175), Formeln aufgestellt, welche speziellen Fallen obigen Ansatzes entsprechen, 
obwohl er schon damals die Mischkristalle eigentlich als inhomogen ansah. 
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ja nach Voraussetzung fiir den Mischkristall wieder ein Polarisations- 
ovaloid existiert. 

Wenn nun auch die bisher tiber die optischen Eigenschaften der 
Mischkristalle vorliegenden Beobachtungsresultate mit den beiden er- 
wahnten Theorien ziemlich gleich gut tibereinstimmen und somit nicht 
zur Kntscheidung zwischen den beiden méglichen Auffassungen der 
Mischkristalle dienen kénnen, so mu doch aus anderen Griinden, 
insbesondere nach dem Verhalten der Léslichkeit der Mischkristalle 
als Funktion ihrer Zusammensetzung, gegenwirtig die zweite Auffas- 
sung, wonach die homogen erscheinenden Mischkristalle auch in den 
kleinsten Teilen*) homogen sind und sich wie ,,feste Lésungen“ der einen 
Komponente in der anderen verhalten, wenigstens ftir die meisten 
Falle als die richtige angesehen werden. — 

Fiir die Vergleichung der Theorie mit Beobachtungen kommen 
besonders die Ausloschungsschiefe und die Lage der Binormalen in 
Betracht. Fir die Auslischungsrichtungen auf einem beliebigen Flachen- 
paar der Mischkristalle muf die Formel (7) gelten, worin nach der 


, 
& yy 


Mallardschen Lamellenhypothese gemif (6) ee = +1, nach der 


; "4 & Ny — Ny? 
== _ sates sein wiirde. Von hierauf be- 
ziiglichen Beobachtungen sind besonders diejenigen erwahnenswert, 
welche G. Wulff?) iiber die Ausléschungsschiefe auf den Prismenflachen 
der monoklinen Mischkristalle der Salze (NH,),Me¢SO, + 6H,O und 
Cs,MgSO, + 6H,O ausgefiihrt hat, weil diese Salze ein sehr ver- 


schiedenes spezifisches Gewicht haben und es demnach einen erheb- 


zweiten Theorie hingegen 


lichen Unterschied macht, ob man ihre Zusammensetzung nach Vo- 
lumen- oder Gewichtsverhiltnissen ausdriickt; hier ergab sich die 
erstere Art der Berechnung in besserer Ubereinstimmung mit den 
Beobachtungen. Von besonderem mineralogischem Interesse ist die 
Anwendung der Formel (7) auf die triklinen Feldspate (Plagioklase), 
weil unter der Voraussetzung, da die Theorie fiir diesen Fall zutrifft, 
die Messung der Ausléschungsschiefen als bequemes Hilfsmittel zur 
Bestimmung der Zusammensetzung der in Gesteinsdtinnschliffen beob- 
achteten Feldspatkristalle dienen kénnte*). Allerdings ist es durch 
neuere Untersuchungen, welche sich auf die Lage der Bimormalen in 
der Reihe der Plagioklase beziehen, wahrscheinlich geworden, dai die 


_1) Es geniigt tibrigens, da die homogenen Teile klein gegen die Licht- 
wellenliinge sind. 2) G. Wulff, Zeitschr. f. Kristallogr. 36 (1902), p. 1. 
3) Vergl. E. Mallard, Bull. soc. min. de France 4 (1881), p. 96; F. Pockels, 
N. Jahrb. f. Min., Beil.-Bd. 8 (1892), p. 172. 
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von Tschermak begriindete Auffassung der Plagioklase als iso- 
morphe Mischungen aus Albit und Anorthit nicht zutrifft AM 

Aus der Erwagung, da8 die Binormalen Richtungen verschwin- 
dender Doppelbrechung sind, und daB die letztere, der 5.284 gegebenen 
Konstruktion von A gemi8, nur bei koinzidierenden Schwingungs- 
richtungen der beiden Komponenten verschwinden kann, folgt fiir die 
Binormalen der Mischkristalle einer Reihe der Satz, daB sie samtlich 
auf derjenigen, durch die Binormalen der Komponenten hindurch- 
gehenden Kegelfliiche liegen, die yon allen Wellennormalen gebildet 
wird, fiir welche die Schwingungsrichtungen beider Komponenten zu- 
sammenfallen?). Hat man diese Kegelfliche — die ,,lsopolarisations- 
flaiche“ — und auerdem die fiir die beiden Komponenten charak- 
teristischen, durch n, — m,’= Const. und n, — 7,’ = Const. gegebenen 
Scharen von Kegelflachen ftir geeignete Intervalle der Konstanten 
konstruiert, so kann man leicht diejenigen Richtungen auf der I[so- 
polarisationsfliche aufsuchen, fiir welche n—n’ =“ = (4 — 1) + = (My—MNy ) 
fiir eine gegebene Mischung Null wird, und welche also deren Binor- 
malen sind. Diese Konstruktion haben Michel-Lévy und Wulff a.a. O. 
auf die Plagioklase angewendet. Zugleich macht letzterer auf ein 
anderes, aus der Formel fiir n — n’ folgendes Kriterium fiir isomorphe 
Mischkristalle aufmerksam; es mu nimlich die Stiérke der Doppel- 
brechung in den Richtungen, welche fiir die Komponente I die Bi- 
normalen sind, proportional sein dem (Volum-)Gehalt des Misch- 
kristalls an der Komponente II, und umgekehrt. Fiir die Mischungen 
der oben erwihnten monoklinen Doppelsulfate fand er dies bestitigt, 
fiir die Plagioklase dagegen nicht. 

Die Abhingigkeit des Binormalenwinkels rhombischer Misch- 
kristalle yon ihrer Zusammensetzung kann leicht mit Hilfe der nach 
(9) bezw. (10) fiir die Hauptbrechungsindizes geltenden Formeln be- 
rechnet werden. Besonderes Interesse bieten hierbei diejenigen Falle, 
wo die Hbene der Binormalen fiir die beiden Komponenten verschieden 
ist, da dann beim Fortschreiten in der Mischungsreihe mindestens 
einmal ein Wechsel der Binormalenebene stattfinden, d.h. der Misch- 
kristall fiir eine bestimmte Zusammensetzung (und Farbe) optisch ein- 
achsig werden mub. Die nihere Untersuchung zeigt, dai dies eimmal 


1) F. Wallerant, Bull. soc. frang. de min. 19 (1896), p. 169; G. Wulff, 
1. c., Abschnitt VU. Letzterer geht bei der Berechnung von der Mallardschen 
Lamellentheorie, Wallerant dagegen von dem Ansatz (10) aus. 

2) A. Michel-Lévy, Bull. soc. franc. de min. 18 (1895), p. 79. 
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oder zweimal stattfindet, je nachdem der Charakter der Doppelbrechung 
der beiden Komponenten fiir die ihnen gemeinsame Mittellinie gleich 
oder entgegengesetzt ist. Beispiele fiir dieses Verhalten bieten die iso- 
morphen Mischungen von Kalium- und Ammonium-Seignettesalz, von 
Kalium- und Ammoniumsulfat, von Chlor- und Brom-Zimmtaldehyd, 
von Hisen- und Manganpikrat (vergl. 8. 70). Soweit Messungen an 
Mischkristallen von bekannter Zusammensetzung vorliegen, folet hier 
die Anderung der Lage der Binormalen wenigstens anniihernd dem 
frerer chea Gesetz, wobei sich der Unterschied der Formeln (9) 
und (10) wenig hamerisien macht'). 


7. Erklarung des optischen Drehungsvermoégens nach Reusch 
und Sohncke. Ist ein Lamellenpaket so beschaffen, da$ das spharische 
Polygon, welches aus den den einzelnen Lamellen entsprechenden 
Winkeln A,:--4, nach der 8. 281 angegebenen Konstruktion gebildet 
wird, ein geschlossenes wird, so verhilt sich das Lamellenpaket nach 
dem dort Gesagten wie eine Platte einer Substanz mt optischem 
Drehungsvermogen, d. h. sie erteilt einer einfallenden Schwingung keine 
andere Veriinderung, als eme Drehung um einen bestimmten, durch 
den halben Flicheninhalt des Polygons gegebenen Winkel. Der Sinn 
dieser Drehung ist dabei der entgegengesetzte, wie der Umlaufssinn 
des aus den A, gebildeten Polygons. Soll fiir eine aus solchen 
Lamellenpaketen aufgeschichtete Siule von endlicher Dicke die Drehung 
der Polarisationsebene einen endlichen Betrag haben, so diirfen die 
Einzellamellen nicht unendlich diinn angenommen werden, da sonst 
die von einem einzelnen Paket herriihrende Drehung unendlich klein 
zweiter Ordnung sein wiirde. Freilich ist andererseits bei endlicher 
Lamellendicke die fiir einen Kristall zu stellende Forderung, daB die 


Hinzellamellen um Winkel von wv wo WV eine ganze Zahl ist, in 


bestimmtem Sinne gegeneinander gedreht sein miissen, nicht streng 
za erfiillen, sondern nur in derjenigen Anniherung, in welcher das 
sphiarische Polygon als ebenes angesehen werden kann. Die einfachste 
regelmiBige Anordnung der Lamellen, welche bei hinreichend ge- 
ringer Dicke derselben (im vorstehenden Sinne) reine Drehung lifert, 
ist die dem Werte N = 3 entsprechende, fiir welche das Polygon ein 
gleichseitiges Dreieck wird (vergl. Fig. 120); denn fiir V = 4, d.h. gekreuzte 
Lamellen, erhalt man, wie leicht aus der Konstruktion ersichtlich, 
etn keine Drenane) sondern nur Kompensation der Doppel- 


1) Vergl. F. Pockels 1. c. p. 154—167, 
Pockels, Kristalloptik. — 19 
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brechung. Lassen wir N unbestimmt und bezeichnen mit A, die 
relative Phasenverzigerung in einer einzelnen Lamelle, so ist der In- 
bi halt des Polygons und somit 


: die doppelte Drehung durch das 
So, o Paket von N Lamellen: 
|) z y —20 = N= cotg = 
is = Ne ee cote . , 
4) 
120. 
A, — 


‘4: wo & die Dicke, n’, die Bre- 
A chungsindizes der einzelnen La- 
: melle fiir die zu ihr senkrechte 
Fortpflanzungsrichtung bedeu- 
ten. Da nun eine Siule von 


Fig. 120. 


der Héhe 1 aus = Lamellenpaketen besteht, so ist das resultierende 


Ne, 
spezifische, d. h. auf die Lingeneinheit bezogene Drehungsvermogen: 
x7 (n’ —n)? 1 
(11) a= ae cotg 7° 


Das spezifische Drehungsvermogen ergibt sich also umgekehrt proportional 
dem Quadrate der Wellenlinge, wie es erfahrungsmaBig bei den zirkular- 
polarisierenden Substanzen in der Tat annihernd der Fall ist. 

Wenn hierin eine Bestiitigung der Lamellentheorie des Drehungs- 
vermégens zu legen scheint, so stéBt dieselbe doch in anderer Hin- 
sicht auf Schwierigkeiten. Sie vermag unter anderem nicht das fiir 
alle Fortpflanzungsrichtungen glecche Drehungsvermégen der reguliren 
Kristalle zu erkliren. Denn bei schiefem Durchgang durch ein Lamellen- 
paket von der oben erérterten Zusammensetzung wiirde das ent- 
sprechende Polygon nicht geschlossen sei, es wiirde also elliptische 
Polarisation auftreten. Dieses Verhalten zeigen nun in der Tat, 
wie wir im II. Teil sehen werden, die optisch einachsigen Kristalle 
mit Drehungsvermégen in Richtungen, welche gegen die Hauptachse 
geneiot sind; und fiir solche Kristalle erscheint daher die Annahme 
des Aufbaus aus doppeltbrechenden Lamellen, die senkrecht zur Haupt- 
achse legen, zunichst wohl zulissig (sofern nicht das spiiter zu 
besprechende Verhalten senkrecht zur Hauptachse Schwierigkeiten 


macht). Natiirlich wiirde man den Winkel = 
einanderfolgenden Lamellen gegeneinander gedreht sind, der Symmetrie 
des Kristallsystems entsprechend, also beim tetragonalen System am 


einfachsten = 45°, beim hexagonalen und rhomboédrischen = 60° oder 


um den die aut- 
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120° anzunehmen haben. Man erhalt dann nach Gleichung (11) bei- 
spielsweise fiir den Quarz 
&, 2? (n' — (ni — nN)? 

2127/3 
Das beobachtete Drehungsvermigen des Quarzes (siehe II, Kap. I, § 2) 
hat fiir 2 = 589-10-® den Betrag wp = 21,79 = 0,12 x. Setzt man 
diesen Wert ein, so folgt 


il Dug 
Ba 21,8 - 10% (n’ — n)?. 


(60) 


Nimmt man fiir die Differenz ’ — mn beispielsweise denjenigen Wert, 
welcher dem Quarz in der Richtung senkrecht zur Hauptachse zu- 


kommt, d. i. 0,009, so wird — oder die Anzahl der Lamellen, die 


eine Schicht von 1 mm Dicke bilden, gleich 1770; die Dicke der 
einzelnen Lamelle miifte also ungefiihr einer vineaiesiebres des gelben 
Lichtes in Luft gleichkommen. Fiir Lamellen aus stairker doppelt- 
brechender Substanz ergiibe sich eine noch geringere Dicke. Obiger 
Wert der letzteren erscheint aber in der Tat schon klein genug, 
um der 8. 289 erérterten Bedingung fiir das Zustandekommen reinen 
Drehungsvermégens zu gentigen. Denn man findet aus ihm die 
Drehung durch ein ternares Lamellenpaket ungefihr = 2a -10~+ 
und die Flache des ihm in der eee eo entsprechenden sphiari- 


schen Polygons demgemai = der Kugelfliche, so da dieses 


firs 
Polygon wirklich in sehr grofer Anniherung als ebenes betrachtet 
werden kann. 

Wir werden auf die Frage, ob und in welchen Fallen die Hr- 
klarung des optischen Drehungsvermégens durch die Lamellentheorie 
Wabhrscheinlichkeit besitzt, im IL. Teile (Kap. H, § 5) von anderem 
Gesichtspunkte aus zuriickkommen. 

Da8 regelmifige Lamellensiiulen der besprochenen Art die Hr- 
scheinungen des optischen Drehungsvermégens zeigen, hat zuerst 
Reusch‘) gefunden, indem er solche Siulen aus Glimmerblittchen 
wirklich herstellte. Das Verhalten solcher Glimmersiulen wurde dann 
theoretisch und messend eingehend untersucht von Sohncke’), der 
zu der Ansicht, daB das Drehungsvermégen in dieser Weise zustande 
‘komme, durch die von ihm entwickelte Theorie der Kristallstruktur 


“ 
1) E. Reusch, Berliner Ber. 1869, p. 530; Pogg. Ann. 138 (1869), p. 628. 
2) UL. Sohneke, Math. Ann. 9 (1876), p- 504; Pogg. Ann. Hrg.-Bd. 8 (1878), 
p- 16; Zeitschr. f. Krist. 13 (1888), p. 229. 
19* 
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gefiihrt worden war. Die Annaherung an das Verhalten eines ein- 
achsigen drehenden Kristalls wird bei solchen Glimmersiiulen um so 
besser, je diinner die Hinzellamellen sind und je gréSer ihre An- 
zahl ist’). 


1) Dies lassen z. B. die photographischen Aufnahmen im konvergenten Licht, 
die im IL. Teile des Hauswaldtschen Tafelwerkes enthalten sind, sehr schén er- 
kennen. 


Zweiter Teil. 


Kristalle mit optischem Drehungsvermigen. 


Erstes Kapitel. 


Grunderscheinungen des Drehungsvermigens.: 


1. Entdeckung der Drehung der Polarisationsebene. Nicht alle 
vollstandig durchsichtigen, doppeltbrechenden Kristalle zeigen dasjenige 
optische Verhalten, welches den Fresnelschen Gesetzen entspricht und 
im vorhergehenden Teile eingehend dargelegt worden ist. Beim Stu- 
dium der chromatischen Polarisation bemerkte Arago'), als er eine zur 
Hauptachse senkrechte Quarzplatte in den Polarisationsapparat brachte, 
daB eine solche im Gegensatz zu ebenso orientierten Platten anderer 
optisch einachsiger Kristalle im senkrecht einfallenden weiSen Licht eine 
Ktirbung zeigt, und zwar eine solche, die bei Drehung der Platte in 
ihrer Ebene unverandert bleibt, dagegen beim Drehen des Analysators 
sich stetig dndert. Dementsprechend erscheint eine solche Quarzplatte 
im homogenen Licht zwischen gekreuzten Polarisatoren aufgehellt, und 
ihre Helligkeit aindert sich bei Drehung des Analysators und wird fiir 
eine bestimmte Drehung oe (oder g + 180°) desselben Null. Das aus der 
Platte austretende Licht ist also, wie das einfallende, linear polarisiert, 
aber seine Polarisationsebene ist gegen die des einfallenden Lichtes 
um einen Winkel @ (oder @ + einem Vielfachen von 180°) gedreht. Man 
sagt daher von Kérpern, welche die in Rede stehende Erscheinung zeigen, 
daB sie optisches Drehungsvermogen besitzen oder optisch drehend sind.*) 


1) F. Arago, Mém. Cl. se. math. phys. de l’inst. Paris 1811. 12 (1812), p. 93; 
Gilberts Ann. 40 (1812), p. 145. 

2) Vielfach werden die Kérper, welche optisches Drehungsvermégen besitzen, 
als optisch aktiv bezeichnet —, eine Benennung, die aber so wenig charakteristisch 
ist, daB sie wohl nicht als zweckmifig gelten kann. Hine andere, aus der fran- 
zosischen Literatur stammende Bezeichnung fiir die Higenschaft des Drehungs- 
vermégen ist Rotationspolarisation. 


294 Il. 1. Grunderscheinungen des Drehungsvermégens. 


Das Auftreten der Farben im weifen Licht erklairt sich nun, wie 
Arago bereits erkannte, daraus, daf das Drehungsvermégen von 
der Farbe abhiingig ist; denn dies hat zur Folge, daB die verschieden- 
farbigen Bestandteile des austretenden Lichtes in verschiedenen Azi- 
muten polarisiert sind und daher beim Durchgang durch den Analysator 
in verschiedenem Verhiltnis geschwiicht werden (siehe unten, § 3). 

Biot‘), welcher die Abhingigkeit des Drehungsvermégens von 
der Farbe niher untersuchte, fand, daB dasselbe vom roten zum violetten 
Ende des Spektrums bedeutend wichst, und zwar ungefahr wmgekehrt 
proportional dem Quadrat der Wellenlinge. Ferner stellte der Genannte 
fest, daB die Drehung dieselbe bleibt, wenn man die Platte umkehrt 
(d.h. das Licht im entgegengesetzten Sinne hindurchgehen lift), und 
daB sie der Dicke der Platte proportional ist. Fir gleiche Dicke er- 
wies sich bei Platten aus verschiedenen Quarzkristallen die Drehung 
dem absoluten Betrage nach stets gleich, dem Sinne nach aber ver- 
schieden, d. h. bei manchen Kristallen nach rechts (fiir emen den Licht- 
strahlen entgegenblickenden Beobachter der Bewegung des Uhrzeigers 
gleichsinnig), bei anderen nach links gerichtet, so daB man Rechts- und 
Links-Quarz zu unterscheiden hat. Bald darauf machte Herschel’) 
die wichtige Beobachtung, daB 
der Sinn des Drehungsvermégens 
mit den enantiomorphen Kristall- 
formen des Quarzes in gesetz- 
maifigem Zusammenhang steht, 
so daf er fiir Kristalle, an denen 
die Flachen der trigonalen Tra- 
pezoéder auftreten, aus deren 
Lage yorherbestimmt werden 

linker rechler kann. Das Drehungsvermégen 

sis si ist namlich ein linkes oder 

fea rechtes, je nachdem die Flichen 

der trigonalen Pyramide s= (1121) und der am haufigsten auftreten- 

den direkten Trapezoéder a = (5161), y= (4151), w = (3141) links 

oder rechts unten an den Flachen des positiven Grundrhomboéders 
p = (1011) liegen (siehe Fig. 121). 

Biot fand sehr bald nach Aragos Entdeckung (1815), daB auch 


1) J. B. Biot, Mém. Cl. sc. math. phys. de Vinst. Paris 1812. 13 (1814), 
p. 218; Mém. d. Vacad. Paris 1817, 2 (1819), p. 41. 

2) J. Herschel, Cambr. Phil. Soc. Trans. 1 (1821), p. 43; Edinb. Phil. 
Journ, 4 (1821), p. 371; 6 (1822), p. 379. 
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gewisse organische Fliissigkeiten, z. B. Terpentinil, optisches Drehungs- 
vermdgen, analog dem des Quarzes in der Richtung der Hauptachse, 
besitzen, allerdings meist in sehr viel schwicherem Mafe, so daB die 
Erscheinungen erst in Schichten von mehreren cm oder dm Dicke 
merklich werden. Natiirlich ist hier das Drehungsvermégen fiir alle 
Fortpflanzungsrichtungen das gleiche. Viel spiter erst entdeckte 
Marbach') das Vorkommen von optischem Drehungsvermégen an 
reguldren Kristallen (NaClO;, NaBrO,, essigsaurem Uranylnatrium), 
die sich dann ganz wie die optisch drehenden Fliissigkeiten verhalten. 
Ferner wurde das dem Quarz analoge Verhalten an einer Reihe 
anderer optisch eimachsiger Kristalle und ganz neuerdings auch an 
einigen optisch zweiachsigen Kristallen in den Richtungen der Bi- 
normalen nachgewiesen, worauf wir spiter zuriickkommen werden. 


2. Messung des Drehungsvermégens; Abhangigkeit von der 
Farbe. Die Messung des Drehungsvermégens fiir eine bestimmte Farbe 
kann in einfachster Weise dadurch geschehen, dafi man den Winkel 
bestimmt, um den der Analysator gedreht werden mu, um das ur- 
spriinglich dunkle und durch Hinschaltung der zu untersuchenden 
Platte aufgehellte Gesichtsfeld eines Polarisationsapparates fiir paral- 
leles Licht wieder zu verdunkeln. 

Bei der Kinstellung auf gréBte Dunkelheit ist indessen nur bei 
sehr intensivem und vollkommen homogenem Lichte eine grofe Ge- 
nauigkeit zu erreichen. Man wendet daher bei den Polarisations- 
apparaten, die zur Messung des optischen Drehungsvermégens, speziell 
desjenigen von Fliissigkeiten, bestimmt sind (Polaristrobometern, 
Sacharimetern) andere Hinstellungsmerkmale an, 
auf die wir aber nicht naher eingehen wollen. 
Es sei nur bemerkt, daB die genauesten Mes- 
sungen mit den sogen. Halbschattenapparaten 
erreicht werden, die z. B. darauf beruhen, dai 
die Halfte des Gesichtsfeldes von einer Kristall- 
platte bedeckt ist, die eine Phasendifferenz von 
(2n + 1)x erzeugt, also der Polarisationsebene 
des aus dem Polarisator austretenden Lichtes 
OP’ eime zu der urspriinglichen OP°® in bezug auf den Haupt- 
schnitt (OS,) der Platte spiegelbildliche Lage erteilt (siehe Fig. 122, 
wo die von der Kristallplatte bedeckte Hilfte durch Schraffierung 


oS wats: 


1) H. Marbach, Pogg. Ann. 91 (1854), p. 482; 94 (1855), p. 412; 99 (1856), 
p-. 451; C. R. Paris 40 (1855), p. 793. 
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gekennzeichnet ist); der Analysator wird dann so gestellt, dab beide 
Halften des Gesichtsfeldes gleich hell erscheinen, was eintritt, wenn die 
Schwingungsrichtung des Analysators (OA) zu einer der Schwingungs- 
richtungen der festen Kristallplatte parallel oder senkrecht ist. Abnlich 
ist das Prinzip des Lippich-Landoltschen Polarimeters, nur dai statt 
der doppeltbrechenden planparallelen Platte ein Polarisationsprisma 
mit gegen den Polarisatorhauptschnitt passend geneigter Polarisations- 
ebene benutzt wird. 

Alle diese Apparate erfordern Beleuchtung mit homogenem Licht. 
Wenn es sich darum handelt, die Abhiingigkeit des Drehungsvermégens 
von der Wellenlinge zu untersuchen, ist es bequemer, weifes Licht 
einfallen zu lassen und dieses nach seimem Austritt aus dem Ana- 
lysator spektral zu zerlegen. In dem Spektrum werden alle diejenigen 


Strahlenarten fehlen, fiir welche der Drehungswinkel = 7 + (2 + 1) 


ist, wenn y den Winkel zwischen Analysator- und Polarisatorhaupt- 
schnitt bezeichnet. Das Spektrum wird also (bei hinreichender Dicke 
der Platte) an gewissen Stellen schwarze Streifen aufweisen, deren An- 
zahl im sichtbaren Spektrum um so gréfer ist, je dicker die Platte, 
und welche sich bei Drehung des Analysators stetig verschieben und zwar 
nach dem roten oder violetten Hnde des Spektrums hin, jenachdem 
die Drehung des Analysators entgegengesetzt oder gleichsinnig zur 
Drehung der Polarisationsebene in der untersuchten Platte geschieht. 
Benutzt man nun Sonnenlicht, so kann man demnach durch Drehung 
des Analysators emen der erwahnten schwarzen Streifen sukzessive 
mit verschiedenen Fraunhoferschen Linien zur Koinzidenz bringen und 
auf Grund obiger Beziehung die Drehung der Polarisationsebene fiir 
die entsprechenden Wellenlangen bestimmen —, zunichst allerdings 
nur bis auf ein ganzes Vielfaches von 2, welches aber tatsiichlich 
nicht zweifelhaft sein kann, weil erfahrungsmiBig das Drehungs- 


vermégen stets annihernd proportional mit 4 ist). Die Anzahl der 


dunklen Streifen im Spektrum ist um so gréBer, je dicker die Platte 
ist, und da die Schirfe der Streifen mit ihrer Anzahl zunimmt, so 
sind fiir genaue Messungen nach dieser, zuerst von Broch angewandten 
Methode dicke Platten zweckmaBig, obgleich die Verschiebung der 


1) Nattirlich ergibt auch die Einstellung auf Ausléschung im homogenen 
Licht das Drehungsvermégen nur bis auf ein Vielfaches von z, tiber welches 
entweder nach dem oben Gesagten durch Beobachtung mit Licht anderer Wellen- 
linge, oder aber durch Anwendung einer anderen Plattendicke entschieden 
werden mu. 
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Streifen durch eine bestimmte Drehung des Analysators bei geringerer 
Streifenanzahl oder gréBerem Streifenabstand gréBer ist. 

Die Mesgsungen von Broch'), Stefan’), v. Lang®), Soret und 
Sarasin*) am Quarz ergaben fiir die wichtigsten Fraunhoferschen 
Linien foleende Werte der. spezifischen, d. h. auf 1 mm Dicke bezogenen 
Drehung o bei 20°C: 


o nach: 
Linie | E | Soret u. 
| Broch | Stefan |v. v. Lang Sarasin 
B 15,30° 15,55° 15,746 
© 17,24° 17,22°. | 17,299 17,318 
; 21,684 
D_ || 21,67° 21,679 | 21,727 Ripe 
E || 27,46 27,46 27,543 
F. || 32,50 32,69 | 32,722, | 32,773 
G || 42,20 42,37 42,604 
H || 50,98° | 51,193 


Damit in dem Spektralbereich zwischen B und G mehr als em 


dunkler Streifen auftritt, muf die Quarzplatte mindestens ae = 6,7 mm 


dick sein. 

Fiir ein gréferes Spektralbereich erweist sich das Biotsche Gesetz 
nicht mehr als gentigende Anniherung, sondern muf, wie Boltzmann 
nachgewiesen hat, durch ein Gesetz von der Form 


A B r A 
(1) Osa AE LR woe ee 


ersetzt werden. Sehr genaue Messungen von Soret und Sarasin’), 

welche sich auf das Bereich von der Linie A (4 = 760-10-§ mm in Luft) 

bis zur Cadmiumlinie Cd 26 (4 = 214,3 - 10-°) erstrecken, ftihren auf 

folgende Werte der Konstanten fiir Quarz bei 20° C: 

A=17,060741-40-*, B=—0,168535-10°-%) )f =--0,002 589 49 -10-%, 
A = 0,000 130708 - 10~**. 


Die Drehungen fiir die erwahnten Grenzen des untersuchten Be- 


1) Broch, Rep. der Phys. 7 (1846). p. 91, 113; Ann. chim. phys. (3) 34 (1852), 
‘ i Stefan, Wiener Ber. 5011 (1864), p. 380; Pogg. Ann. 122 (1864), p. 631. 
« 8) V.v. Lang, Wiener Ber. 74 I (1876), p. 209. 
4) Soret und Sarasin, C. R. 95 (1882), p. 635. ‘ : 
5) J. L. Soret und E. Sarasin, Arch. sc. phys. nat. Genéve (2) 54 (1875), 
p. 253; (3) 8 (1882), p. 5, 97, 201. 
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reiches betragen 12,666° bezw. 235,972°. Fiir ultrarote Strahlen von 
der Wellenlinge 2140 wu ist nach Carvallo') @ = 1,61°. 


3. Natur der auftretenden Interferenzfarben. Die Farben, 
welche bei Anwendung weifen Lichtes auftreten, bestimmen sich da- 
durch, daB die Gesamtintensitiit des aus dem Analysator austreten- 
den Lichtes, wenn man von der Schwichung durch Absorption und 
Reflexion absieht, gegeben ist durch: 


(2) J =S0,} cos’ (zy + 10,), 

wo a, die Amplitude des einfallenden Lichts von der Wellenlinge 4, 
0, das spezifische Drehungsvermégen, / die Dicke der Platte bezeichnet, 
und das obere Vorzeichen fiir eine rechts-, das untere fiir eine links- 
drehende Platte gilt. Man erkennt hieraus zunichst die schon in § 1 
hervorgehobene Tatsache der Anderung der resultierenden Farbe mit 
dem Winkel 7 des Analysators gegen den Polarisator. Diese Ande- 
rung wird dann am stiarksten sein, wenn die gelben Strahlen von 
der Wellenlange 550 wu, welche im weifen Licht die gréfte Intensitit 
besitzen, ausgeloscht werden. Dies tritt bei gekreuzten Polarisatoren 
fiir eine Quarzplatte von 7,50 mm, bei parallelen fiir eine solehe von 
3,75 mm Dicke ein, da erstere die Polarisationsebene jener Strahlen 
um 180°, letztere um 
90° dreht. (Siehe ne- 
benstehende Figuren, 
welche die Drehungs- 
winkel yon OP°® aus 
fiir die Fraunhofer- 
schen Linien B, C, D, 
E, F, G fir diese 
Plattendicken — eines 
rechten Kristalls ver- 
anschaulichen.) Die Interferenzfarbe ist dann ein Violett, welches bei 
einer geringen Drehung des Analysators im Sinne des Drehungsver- 
mégens der Platte in Rot, bei entgegengesetzter Drehung in Blau 
iibergeht (— ,empfindliche“ oder ,,Uhergangs-Farbe“ —). Diese Far- 
benanderung tritt besonders deutlich hervor, wenn man eine links- 
drehende und eme gleich dicke rechtsdrehende Platte nebeneinander- 
kittet; denn die so zusammengesetzte Doppelplatte wird nur dann ein- 
heitlich violett gefirbt erscheinen, wenn die Nikols genau gekreuzt 


BE D 


2= 7,50 mm. Fig. 123. 1= 3,75 mm. 


1) E. Carvallo, Ann. chim. phys. (6) 26 (1892), p. 113. 
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bezw. parallel sind, wihrend bei jeder kleinen Abweichung von dieser 
Stellung die eine Hilfte der Doppelplatte mehr rotlich, die andere 
mehr bliulich erscheint. Hine solche, zuerst von Soleil angewandte 
Doppelplatte kann daher dazu dienen, die Polarisationsebene des 
Analysators genau senkrecht bezw. parallel zu der des einfallenden 
Lichtes zu stellen und dadurch die letztere zu bestimmen. Sie findet 
daher z. B. bei den Sacharimetern Verwendung. Man kann sie auch 
bei Beobachtung mit homogenem gelbem Lichte benutzen, indem man 
auf gleiche Helligkeit beider Plattenhilften einstellt. 


Beriicksichtigt man, daB @ annihernd proportional mit : 


i? 
zeigt der Vergleich der Formel (2), 8. 298, mit (2) bezw. (2%) in I, 
Kap. VIII, daS die Intensititsverteilung in dem aus dem Analysator 
austretenden Licht eimem ganz anderen Gesetze folgt, als im Falle einer 
nichtdrehenden doppeltbrechenden Platte. Demzufolge sind auch die 
Interferenzfarben, welche eine Platte mit reinem Drehungsvermégen 
zeigt, ganz verschieden von denen, die eine gewohnliche doppeltbrechende 
Kristalllamelle aufweist. Bei Zunahme der Dicke werden auch die 
Farben einer drehenden Platte immer matter und gehen in ein Wei 
héherer Ordnung iiber; doch tritt dies erst bei einer erheblich gréBeren 
Dicke ein, als fiir die Interferenzfarben gewohnhcher Kristallplatten. 

Die Farben, welche man bei zwei zueinander senkrechten Stellungen 
des Analysators erhalt, sind komplementdr, da die fiir y und 7 + 90° 
gebildeten Ausdriicke (2) als Summe S'a,?, d. i. Licht von derselben 
Zusammensetzung wie das einfallende, ergeben. Lat man das aus 
der drehenden Platte austretende Licht statt durch ein Nikol durch 
ein Kalkspatspaltungsstiick gehen, so erblickt man demnach zwei 
komplementir gefarbte Bilder nebeneinander. 


ist, so 


4, Drehungsvermégen verschiedener optisch einachsiger und 
regulirer Kristalle. [Fiir die wichtigsten optisch einachsigen oder 
isotropen kristallisierten Substanzen, welche Drehungsvermégen zeigen, 
folgt nachstehend dessen Gréfenangabe fiir je eine Farbe. 

Trapezotdrische Hemitdrie des rhomboédrischen Systems: 
Quarz: siehe oben, § 2. 


Zinnober (HgS) o = 325° (rotes Licht) [Des Cloizeaux]. 
Unterschwefels. Kalium (K,$,0,) 8,38° (Na-Licht) [Pape 
ere Blei (PbS,0,-4H,0) 5,53° (Na) Bod. 


Strontium (Sr8,0,-4H,0) 3,39° (mittlGelb) | 
Calcium (CaS,0,-4H,O) 2,1° (Griin) 


” linder |. 


ty 
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Weinsaures Rubidium (Rb,C,H,0,) 10,2 (Na) | 


P Caesium (Cs,C,H,0,) 14—199 , J Bet UR Sac 
Benzil (C,H; -CO-CO-C,H,) 24,89 (Na) [Des Cloizeaux]. 
Laurineenkampher (C,)H,,0) 0,65° ,,  [v. Seherr-Thoss]. 
Matikokampher (C,,H,)0) 2,079). [Hintze], 


Tetartoédrie des rhomboédrischen Systems: 

Natriumperjodat (NaJO,-3H,0O) 23,3° (Na) [P. Groth]. 

Hemimorphe Tetartoédrie des hexagonalen Systems: 
Kaliumlithiumsulfat (K LiSO,) 3,44° (Na) [H. Traube]. 

Trapezoédrische Hemiédrie des hexagonalen Systems: 
Weinsaures Antimonoxyd-Cinchonin (mit 5H,O) 9,79° (Na) [H. Traube]. 

Trapezoédrische Hemiédrie des tetragonalen Systems: 
Guanidinkarbonat (CN,H,),H,CO, 14,58° (Na) [Bodewig]. 
Strychninsulfat (C,,H,,N,0,)8,0,-13H,O  18,25° (Na) [H. Traube]. 
Athylendiaminsulfat C,H,(NH,),H,SO, 15,5" (Na)> [Vow Lang). 
Diacetylphenolphtalein C,)H,,0,(C,H,O), 19,7° (Na) [Bodewig]. 


Saures apfelsaures Zink mit 2H,O 3,02° (Na) [H. Traube]. 
Tetartoédrie des reguldren Systems: 

Natriumchlorat NaClO, 3,16 (Na) [Sohncke]. 

Natriumbromat NaBrO, 2,17 (Na) [H. Traube]. 

Uranylnatriumacetat Na U0O,(C,H;0,); 1,48 (Na) .. 


Natriumsulfantimoniat Na,SbS, - 9H,O 2,67 (gelb) [H. Marbach]. 


Alle hier aufgezihlten Kristallgruppen sind solche, in welchen 
enantiomorphe Formen vorkommen. In der Tat ist der Vorgang der 
Drehung der Polarisationsebene in reguliren Kristallen, sowie in ein- 
achsigen fiir die sich parallel der Hauptachse (ausgezeichneten Sym- 
metrieachse) fortpflanzenden Strahlen seiner Natur nach nur mit einer 
solehen Kristallsymmetrie vertriglich, bei welcher es spiegelbildlich 
gleiche, nicht deckbare rechte und linke Formen gibt’). Dieser Satz 
ist aber, wie es scheint, nicht umkehrbar, d. h. es gibt auch einachsige 
und regulire Kristalle von enantiomorpher Symmetrie, bei welchen 
bisher keen Drehungsvermégen beobachtet werden konnte, z. B. die 
regulir-tetartoédrischen Nitrate von Baryum, Strontium und Blei. 
Dabei bleibt freilich noch die Méglichkeit, da sich bei diesen das 


1) Dies gilt jedoch nicht ftir das etwaige Drehungsvermégen optisch zwei- 
achsiger Kristalle in den Richtungen der Binormalen; denn hier kann z. B. der 
Drehungssinn ftir die beiden Binormalen eines rhombischen Kristalls entgegen- 
gesetzt sein, wodurch das optische Verhalten derselben offenbar mit der Hxistenz 
von Symmetrieebenen vereinbar wird (siehe § 8) 
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Drehungsvermigen nur durch zu geringe GréBe der Wahrnehmung 
entzogen hat, was um so leichter denkbar ist, als die fraglichen 
Kristalle meist mehr oder weniger starke optische Anomalien aufweisen. 


5. Drehungsvermégen optisch zweiachsiger Kristalle. Die schon 
1837 von Mac Cullagh"’) ausgesprochene Vermutung, daf auch optisch 
zweiachsige Kristalle optisches Drehungsvermégen besitzen kénnen, 
fand ihre erste Bestiitigung durch die Beobachtungen von Mach und 
Merten, wonach ein durch Druck senkrecht zur Hauptachse zweiachsig 
gemachter Quarzkristall in den Richtungen der Binormalen sein 
Drehungsvermégen beibehiilt. (Niheres hieriiber siehe in Kap. II, § 3.) 
Die Existenz von Drehungsvermégen in von Natur optisch zwei- 
achsigen Kristallen ist hingegen erst vor kurzem zum ersten Male 
von Pocklington’) nachgewiesen worden, und zwar an den Kristallen 
von Rohrzucker und Seignettesalz (rechtsweinsaurem Kali- Natron). 
Derselbe beobachtete an Platten senkrecht zu einer Binormale, dab 
die durch die Spur der Binormale hindurchgehende Isogyre nicht bei 
gekreuzten Nikols, sondern erst bei einer gewissen Drehung des Ana- 
lysators aus der gekreuzten Stellung hinaus ganz dunkel erscheint; 
aus dieser Drehung ergibt sich sogleich der Wert des Drehungs- 
vermégens o fiir die betreffende Binormalenrichtung. Pocklington 
fand so fiir Na-Licht und 1 mm Dicke: bei Seegnettesalz (rhombisch- 
hemiédrisch) ge = — 1,2° fiir beide Binormalen, bei Rohrzucker (monoklin- 
hemimorph) 9 = + 2,2° fiir die zur Spaltungsfliche nahe senkrechte, 
= — 6,4° fiir die andere Binormale. Da die Binormalen des Rohr- 
zuckers in der zur Symmetrieachse senkrechten Ebene liegen und 
also kristallographisch ungleichwertige Richtungen sind, so ist die 
Verschiedenheit der beiden Werte von o verstiindlich (siehe unten, 
Kap. I, § 4 u. 10). 

Eine Messung des Drehungsvermégens des Rohrzuckers in der 
Richtung der einen (zur Spaltungsfliche nahe senkrechten) Binormale 
hat auch W. Voigt®) ausgefiihrt und fiir Na-Licht eine Drehung von 
etwa 1° nach links gefunden. Um die geringe Drehung in der Rich- 
tung der Binormale messen zu kénnen, war es notwendig, mit einem 
Fernrohr za beobachten und die hellen Felder in der Umgebung der 
Binormalenspur mittels eines, dem Isogyrenbalken parallel gestellten 
Spaltes abzublenden. 


2 
1) MacCullagh, Trans. Irish. Acad. 17,3, p. 461. 
2) H. C. Pocklington, Phil. Mag. (6) 2 (1901), p. 368. 
3) W. Voigt, Gottinger Nachr. 1903, p. 184. 
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Weitere Beobachtungen liegen von Dufet*) vor, der dabei einen 
gewohnlichen Polarisationsapparat fiir konvergentes Licht, jedoch mit 
sehr schwachen Kondensorlinsen und starkem Okularmikroskop, . be- 
nutzte. Derselbe fand die Resultate Pocklingtons fiir Zucker und 
Kali-Seignettesalz nahezu bestitigt (fiir letzteres e = — 1,35 statt — 1,2) 
und bestimmte ferner folgende Werte des Drehungsvermégens in den 
Binormalenrichtungen anderer rhombischer und monokliner Kristalle 
fiir Na-Licht. 

Rhombische hemiédrische Kristalle: 

Magnesiumsulfat (MgSO, + TH,O) + 2,6° (an Kristallen, welche die 
Sphenoidflachen an der stumpfen Prismenkante oben links zeigten), 

Natriumphosphat (NaH,PO, + 2H,0) — 4,45°, 

d-methyl-c-glukosid — 4,4° (in Lésung rechtsdrehend), 

Ammoniak-Seignettesalz + 1,55° Gn Loésung rechtsdrehend). 

Monoklin-hemimorphe Kristalle: 

Weinsture. Fiir beide Binormalen, deren Ebene senkrecht zur optischen 
Symmetrieebene steht, e=+11,4°; (fiir Li-Licht 8,55°, fiir Tl 14,25°; 
die Dispersion ist also ganz ahnlich wie bei Quarz). 

Rhamnose. Binormalen in der optischen Symmetrieebene; fiir die eine 
o =+12,9°, fiir die andere + 5,4°. Dispersion des Drehungs- 
vermégens fihnlich wie bei Quarz. 

Letztere Substanz léBt wegen ihrer schwachen Doppelbrechung 
das Drehungsvermégen besonders gut wahrnehmen; man erkennt es 
leicht an der Unterbrechung der Isogyren-Hyperbeln, sowie auch an 
den Spiralen, welche bei Anwendung eines zirkularpolarisierenden 
Analysators (oder Polarisators) auftreten”) (siehe Kap. III, § 7). 


6. Drehungsvermégen geléster und amorpher Substanzen; 
Pasteurscher Satz. Viele organische Verbindungen besitzen be- 
kanntlich in geléstem Zustande Drehungsvermégen, welches dann 
einem asymmetrischen Bau ihres Molekiils zugeschrieben wird. Nach 
einem von Pasteur aufgestellten und seitdem stets bestiitigten Satze 
kristallisieren diese Substanzen in enantiomorphen Formen. Die hier- 
durch nahe gelegte Vermutung, daf die im kzistallisierten Zustand 
drehenden Substanzen diese Higenschaft auch im  geldsten bezw. 
amorphen Zustande beibehalten werden, hat sich indessen nur fiir 


1) H. Dufet, Journ. de phys. (4) 8 (1904), p. 757; Bull. soc. frang. de 
min, 27 (1904), p. 156. 

2) In der vorstehend zitierten Arbeit finden sich photographische Abbildungen 
dieser Erscheinungen. 


ill 


We Erklirung der Drehung der Polarisationsebene nach Fresnel. 303 


wenige zutreffend erwiesen, und auch bei diesen ist das Drehungs- 
vermégen in der Lésung, wenn es fiir die Dichte der festen Substanz 
berechnet wird, der GréBe und selbst dem Sinne nach meist unab- 
hangig von demjenigen der Kristalle. Hierher gehéren von optisch 
zweiachsigen Kristallen z. B. Zucker und Seignettesalz, die in Lésung 
schwiicher drehen als im kristallisierten Zustand in der Richtung der 
Binormalen, ferner von optisch einachsigen Kristallen weinsaures Ru- 
bidium, welches im kristallisierten Zustande etwa 15 mal so stark und 
entgegengesetzt dreht als im gelésten, sowie weinsaures Antimonoxyd- 
Cinchonin, saures apfelsaures Zink, Maticokampfer, welche im kristalli- 


-sierten Zustand zwar gleichsinniges, aber viel stiirkeres Drehungs- 


vermodgen besitzen, wie in Lésung. Dagegen hat H. Traube fiir Lan- 
rineenkampfer und Patchoulikampfer nachgewiesen, da das Drehungs- 
vermégen im kristallisierten und amorphen (geschmolzenen oder ge- 
lésten) Zustande fast das gleiche ist*) (bei letzterer Substanz — 1,325 
und — 1,24 bis — 1,31, bei ersterer + 0,65 und + 0,554° fiir Na-Licht). 
Da diese Substanzen in Lésung verhaltnismifig sehr starkes Drehungs- 
vermégen besitzen, so ist es (wie H. Traube betont) immerhin wohl 
méglich, daB viele in Lésung drehende Kérper ihr Drehungsvermégen 
beim Kristallisieren beibehalten, und daB die Drehung der Kristalle 
sich nur wegen deren Kleinheit oder optischer Anomalien der Be- 
obachtung bisher entzogen hat. 

Wir werden tibrigens weiter unten sehen, da’ die Theorie der 
optisch drehenden Substanzen einen einfachen Zusammenhang zwischen 
dem Drehungsvermégen einachsiger Kristalle in der Richtung der 
Hauptachse oder zweiachsiger in den Binormalenrichtungen und dem- 
jenigen ihrer Lésung im allgemeinen nicht erwarten laBt. 


7. Erklarung der Drehung der Polarisationsebene nach Fresnel. 
Fresnel?) zeigte bald nach der Entdeckung der Drehung der Polari- 
sationsebene im Quarz, daf dieselbe durch die Mortpflanzung zweier 
entgegengesetzt zirkularpolarisierter Wellen mit verschiedener Geschwin- 
digkeit zu erkliren ist. Gemif § 6 der Hinleitung sind die recht- 
winkligen Komponenten einer rechts-zirkularen Schwingung von der 
Form 


+ 1) H. Traube. Berliner Sitzungsber. (1895), p. 195. Vgl. auch Wiraloper 
Journ. Chem. Soc. London 69 (1896), p. 971. 

- 2) A. Fresnel, Ann. chim. phys. (2) 28 (1825), p. 147, Pogg. Ann. 2] (1831), 
p- 276, Oeuvres compl. I, p. 731. 
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u= Asin [2a (5 5) A,| = Asin (x —A,), 


v=A cos | 2x (=- 7) - As = Acos(t —A,), 
ebenso diejenigen einer links-zirkularen: 


“w= Asin {2a (7 = =) = A,| = Asin(r—A), 
(3’) se 2 
vy =— A cos {2n (= = ;) sais) =— Acos(r—A)). 
Bei Koexistenz beider ist 
u = A(cos A,-+ cos A;) sin t — A(sin A, + sin A;) cost, 
v = A(cos A,— cos A;) cost + A(sin A,—sin A) sint, 
oder 


A,—A 
u=2A cos— : 


‘ A A 
sin (r — gar i), 


. — : A A 
v = OM . “ sin (x — SEI). 


Die Komponenten der resultierenden Schwingung haben also glezche 
Phase, aber verschiedene Amplitude; d. h. sie entsprechen einer gerad- 
linigen Schwingung, deren Azimut mit der X-Achse den (nach links 
positiv geziihlten) Winkel 


Lone exe 


bildet, welcher also der halben Phasendifferenz der beiden zirkularen 
Schwingungen gleich ist. Demnach ergibt die Interferenz zweier ent- 
gegengesetzt rotierender zirkularer Schwingungen von gleicher Ampli- 
tude und veranderlicher Phasendifferenz in der Tat eine geradlinige 
Schwingung von verinderlichem Azimut. Natiirlich kann man auch 
umgekehrt gemiif den Formeln (3), (3’) eine geradlinige Schwingung 
in zwei entgegengesetzt zirkulare von gleicher Amplitude zerlegen. 
Diese Zerlegung findet nun nach Fresnel wirklich statt, wenn eine 
linear polarisierte Welle in ein Medium mit optischem Drehungs- 
vermégen — oder, wie man deswegen auch sagt, ein zirkularpolari- 
sierendes Medium — eintritt. Die beiden zirkularpolarisierten Wellen 
pflanzen sich in diesem mit verschiedenen Geschwindigkeiten 0,, 0, 
fort und erhalten dadurch, wenn die zirkularpolarisierende Platte 
die Dicke d hat, bis zu ihrem Austritt aus letzterer die Phasen- 
differenz ; 
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wo A die Wellenlinge im leeren Raume bezeichnet. 
Sie setzen sich dann nach obigem zu einer linearen Schwingung 
zusammen, deren Richtung gegen die der einfallenden um den 


Winkel 
‘ Gh ah 1 

(4) p= a tee a =) 
nach links gedreht ist. (Geometrisch wird dies veranschaulicht durch 
nebenstehende Figuren. In Fig. 123 reprasentieren LZ und R, sowie 
LT’ und Rf’ gleichzeitige Lagen 
der den Kreis nach links bezw. 
rechts durchlaufenden End- 
punkte des Lichtvektors in 
den beiden zirkularen Schwin- 
gungen, in welche die ein- 
fallende lineare, lings OS® 
stattfindende Schwingung 
(wie die punktierten Parallelo- 
gramme zeigen) zerlegt wer- 
den kann. In Fig. 123” sind 
die gleichzeitigen Lagen von Z und Ff dargestellt, nachdem die links- 
zirkulare Schwingung eine dem Bogen LR entsprechende Phasen- 
verzogerung gegen die rechte erhalten hat; man sieht, daB sich die 
beiden zirkularen Schwingungen jetzt zu einer linearen zusammensetzen, 
deren Richtung OS’ um den Winkel $(L1R)=4$(A,—A,) =— @ nach 
rechts gedreht ist, — in Ubereinstimmung mit dem obigen Rech- 
nungsresultat. 

Das spezifische Drehungsvermogen o steht also zu den Geschwindig- 
keiten der beiden zirkularpolarisierten Wellen in der Beziehung: 


ed 1 
(4) On * (— an a 
und ist ein linkes oder rechtes, je nachdem die links- oder die rechts- 
rotierende Welle die schnellere st. 
Die Differenz der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten oder Brechungs- 
indizes der beiden zirkularpolarisierten Wellen ist selbst fiir Kérper 


mit starkem Drehungsvermégen eine sehr geringe. So findet man 
z. B, fiir Quarz aus den Stefanschen Messungen von g folgende Werte 


Fig. 123. Fig. 123b. 


x 1 af; 5 a 3 
der Differenz @,— @,; = ance (abgesehen vom Vorzeichen) fiir die 
J 


Wellenlaingen der Fraunhoferschen Linien B bis H: 


Pockels, Kristalloptik. 20 
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A 0 0, — 0; 

687 wu 15,55° 0,000059 

656 wu 175228 0,000063 

589 ww 21,67° 0,000071 

527 wu 27,46° 0,000080 

486 wu 32,69° 0,000088 

431 wu 42. 37° 0,000101 

397 wu 50,98° 0,000111 
Der direkte experimentelle Nachweis, daB sich im Quarz parallel 
der Hauptachse wirklich zwei zirkularpolarisierte Wellen mit ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten fortpflanzen, erfordert demgema8 fee 
Hilfsmittel. Dennoch ist derselbe bereits Fresnel’) selbst gelungen, 
indem er eine Kombination eines stumpfwinkligen Quarzprismas mit 
zwei rechtwinkligen aus entgegengesetzt drehendem Quarz anwendete, 
die’ zusammengekittet ein Prisma von rechtwinkligem Querschnitt 
bildeten, etwa wie Fig. 124 zeigt. Die Hndflichen BD und CE 
desselben waren senkrecht zur 


a A ad __&, optischen Achse geschliffen 
nae Bp eee ee Sy und das Prisma BAC so, dab 
D! | p “; Y Ie ~=6£, Seine optische Achse der- 


jenigen (OZ) in den anderen 
zwei Prismen parallel zu liegen 
kam. Hin senkrecht zu BD einfallender Strahl wird dann in zwei ent- 
gegengesetzt zirkulare zerlegt, und diese erfahren an der Grenzfliiche A.B 
eine Brechung in entgegengesetztem Sinne, da ja derjenige von ihnen, 
welcher im Prisma BDA der schnellere war, in BAC der langsamere 
wird und umgekehrt. Ebenso findet an der Grenzfliiche 4C nochmals 
eine Brechung statt, welche die Divergenz der beiden Strahlen OPQR 
und OPQ LI noch verstairkt. Beobachtet man durch eine solche 
Prismenkombination eine punkt- oder spaltformige Lichtquelle, so er- 
blickt man also zwei Bilder, welche bei Anwendung eines drehbaren 
Analysators stets gleiche Helligkeit behalten. Lat man zirkular- 
polarisiertes Licht eimfallen (wie man es mittels eines 4A-Glimmer- 
blittchens erzeugen kann), so verschwindet eines der Bilder, was be- 
weist, dai die beiden gebrochenen Strahlen tatsichlich entgegen- 
gesetzt zirkularpolarisiert sind. Ubrigens gelinet dieser Nachweis bei 
Anwendung eines stark vergréSernden Fernrohrs auch mit einem ein- 
fachen Quarzprisma, dessen brechender Winkel von der zur Haupt- 


1) A. Fresnel, Ann. chim. phys. (2) 28 (1825), p. 147; Cuvres I, p. 738. 
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achse senkrechten Ebene genau halbiert wird*); man erhilt dann die 
beiden zirkularpolarisierten Bilder, wenn man auf das Minimum der 
Ablenkung einstellt, und zwar betrigt ihr Winkelabstand bei einem 
Prisma von 60° fiir Na-Licht 27”. Andere auf Interferenzerscheinungen 
beruhende Beobachtungsmethoden zum Nachweis der Geschwindigkeits- 
differenz und Zirkularpolarisation der zur Hauptachse parallelen Strahlen 
im Quarz sind von Babinet, Stefan und Cornu angegeben worden.”) 
Babinet erzeugte mittels zweier benachbarter paralleler Spalte, die 
mit zirkularpolarisiertem Licht von entgegengesetztem Rotationssinn 
(erhalten mittels eingeschalteter +A-Glimmerblittchen) beleuchtet wur- 
den, ein mit emem Analysator beobachtbares System von Interferenz- 
streifen; dasselbe verschob sich dann bei Hinschaltung eimer genau 
senkrecht zur Achse geschliffenen Quarzplatte je nach deren Drehungs- 
sinne nach der einen oder anderen Seite. Noch einfacher ist die 
neuestens yon Voigt vorgeschlagene Versuchsanordnung, wobei sich 
die Spalte vor den beiden Hialften einer Soleilschen Doppelquarz- 
platte befinden und auf beide gleichsinnig zirkularpolarisiertes Licht 
auffallt; wird der Rotationssinn des letzteren (durch Drehung des 
1,-Blittchens um 90°) umgekehrt, so verschiebt sich das Interferenz- 
streifensystem, welches man in einem auf die Spalte gerichteten Fern- 
rohr beobachtet. — Fiir zirkularpolarisierende [’lissigkeiten ist der ent- 
sprechende experimentelle Nachweis nach der Fresnelschen Prismen- 
methode (jedoch wegen der hier noch viel geringeren Differenz 
«,—, unter Anwendung einer Kombination von 22 statt 3 Prismen) 
von E. vy. Fleischl erbracht worden.’) 


Zweites Kapitel. 


Theorie der Lichtfortpflanzung in durchsichtigen Kristallen mit 
Drehungsvermoégen. 


1. Qualitative Resultate beztiglich Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit und Schwingungsform in einachsigen Kristallen. Fiir optisch 
isotrope Medien (also auch regulire Kristalle) mit Drehungsvermégen 


1) V. v. Lang; Wiener Sitzungsber. (2) 60 (1869), p. 767; Poge. Ann. 140 
(1870), p. 460; A. Cornu, C. R. 92 (1881), p. 1369. 

”) Babinet, C. R. 4 (1837), p. 900; Pogg. Ann. 42 (1837), p. 30; Stefan, 
Wiener Sitzungsber. (2) 50 (1864). p. 380; Pogg. Ann. 124 (1865), p. 623; Cornu, 
C. R. 92 (1881), p. 1369. 

3) E.y.Fleischl, Wiener Sitzungsber. 1884; Wied. Ann. 24 (1885), p. 127. 
20s 
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folet aus den im vorhergehenden Kapitel besprochenen Beobachtungen 
ohne weiteres, dafi die Wellenfliche aus zwei konzentrischen Kugeln 
. besteht. Fiir den Quarz und die anderen optisch einachsigen Kristalle 
mit Drehungsvermégen in der Richtung der Hauptachse war aber 
aus dem Fresnelschen Versuch zunichst nur zu schlieBen, daB sich 
die beiden Schalen der Wellenfliche in ihren Schnittpunkten mit der 
Achse nicht beriihren, dagegen hatte man noch keinen weiteren 
Anhaltspunkt in betreff ihrer Gestalt. Airy'), welcher zuerst das 
Verhalten des Quarzes fiir von der Hauptachse abweichende Strahlen 
untersuchte, nahm an, die Wellenfliiche 1m Quarz unterscheide sich 
von derjenigen gewohnlicher einachsiger Kristalle nur dadurch, dai 
sich die Kugel und das Rotationsellipsoid nicht beriihren, wonach 
also der Gangunterschied der beiden sich in einer gegen die Haupt- 
achse geneigten Richtung fortpflanzenden Wellen um einen konstanten 
Betrag gréBer ware als in einem gewohnlichen einachsigen Kristall. 
Diese, an sich einfachste Annahme hat sich aber sowohl durch die 
weiter unten zu besprechende von verschiedenen Seiten in Angriff 
genommene theoretische Behandlung der Lichtfortpflanzung im 
Quarz, als auch durch Bestimmungen der Brechungsindizes, welche 
V. vy. Lang”) an einem Quarzprisma mit zur Hauptachse senkrechter 
Kante ausgefiihrt hat, als unzutreffend erwiesen. Letztere Bestim- 
mungen ergaben z. B. fiir die Brechungsindizes fiir Na-Licht in 
Richtungen, die mit der Hauptachse die angegebenen Winkel 
bilden, folgende Werte: 


@ N, | N, 
0° 1,5441884 1,5442602 
O°o7 1,5441887 | 1,5442605 
1°54,7 1,5441925 1,5442649 
2948.4’ | 15441942 1,5442766 
49404’ 1,54420438 1,5443009 


5° 4,8 | 1,5442088 | 1,5443043 


Man sieht hieraus zuniichst, daS der Brechungsindex der ordentlichen 
(schnelleren) Welle nicht mehr konstant ist, sondern in der Richtung 
der Hauptachse ein Minimum hat und mit wachsendem Winkel @ 
sich rasch demjenigen Werte (1,5442243) niihert, welcher fiir die 


1) G. B. Airy, Cambridge Phil. Trans. 4 (1831), p. 79, 198; Pogg. Ann. 23 
(1831), p. 204. 


2) V. v. Lang, Wiener Sitzungsber. (2) 60 (1869), p. 767; Pogg. Ann. 140 
(1870), p. 460. 


~~ 
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Richtungen senkrecht zur Hauptachse gilt und fiir g — 25° schon 
merklich erreicht ist. Dagegen ist n, fiir die Hauptachse und auch 
noch fiir wenig gegen dieselbe geneigte 
Richtungen etwas gréfer, als derjenige Wert, 
der sich aus den fiir gm = 90° giiltigen 
Brechungsindizes @ und « nach dem Huy- 
gensschen Gesetze berechnen wiirde. Die 
Normalenfliche (und ebenso folglich die 
Wellenfliche) des Quarzes weicht also von 


derjenigen eines nichtdrehenden positiv ein- | t 
achsigen Kristalls in dem Sinne ab, da8 in The 
der Nahe ihrer Pole die ordentliche Schale — wor 

>) Ed ‘ =S=— a 
der Fliche etwas nach auBen, die au8er- Fig iss. 


ordentliche etwas nach innen gebogen er- 
scheint (siehe Fig. 125, welche den Meridianschnitt der Wellenfliiche 
mit starker Ubertreibung dieser Abweichung darstellt). 

Von der Schwingungsart der beiden Wellen, die sich in irgend 
elmer gegen die Hauptachse geneigten Richtung fortpflanzen, hatte 
Airy die Vorstellung, da dieselben mit entgegengesetztem Umlauts- 
sinn in dhnlichen Ellipsen schwingen, welche gekreuzt zueinander 
legen (d. h. so, daB die grofe Achse der einen mit der kleinen 
der anderen zusammenfallt) und um so gestreckter sind, je groRer der 
Neigungswinkel der Wellennormale gegen die Hauptachse ist. Diese 
Annahme hat sowohl durch Beobachtungen, als durch die Folge- 
rungen aus den verschiedenen Theorien Bestitigung gefunden; letztere 
geben, wie wir unten sehen werden, tiberdies noch Aufschlu8 tiber 
das von Airy unbestimmt gelassene Gesetz, wonach sich das Achsen- 
verhaltnis der Schwingungsellipsen mit der Richtung der Wellen- 
normale andert. 


2. Ableitung allgemeiner Gesetze aus dem Prinzip der Super- 
position von Drehungsvermoégen und Doppelbrechung. - Zu quanti- 
tativen Gesetzen fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Schwingungs- 


1) Die Gegentiberstellung von Drehungsvermégen und Doppelbrechung mag 
hier der kiirzeren Ausdrucksweise halber gestattet sein, obgleich sie eigentlich 
nicht korrekt ist, insofern ja auch die Medien mit reinem Drehungsvermégen 
infolge der verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der entgegengesetzt 
zirularpolarisierten Strahlen doppeltbrechend sind. Es ist also bei obiger 
Unterscheidung hier und im folgenden unter ,,Doppelbrechung“ schlechtweg die 
gewohnliche, mit geradliniger Polarisation verbundene Doppelbrechung aniso- 
troper Medien zu verstehen. 
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form des Lichtes in Kristallen mit Drehungsvermégen kann man in 
der einfachsten Weise, ohne auf die Differentialgleichungen fiir den 
Lichtvektor zuriickzugehen, auf Grund der Annahme gelangen, da 
sich die Wirkung der gewohnlichen Doppelbrechung und diejenige 
des reinen Drehungsvermégens auf die fortgepflanzten Schwingungen 
superponieren, — eine Annahme, die schon 1863 von Briot*) zur 
Erklirung des Verhaltens des Quarzes auBerhalb der -Hauptachse 
vorgeschlagen, aber erst 1885 von Gouy?”) analytisch und bald darauf 
von Wiener®) mittels einer geometrischen Betrachtung exakt durch- 
gefiihrt worden ist. Am elegantesten und ktirzesten ftihrt hier aber 
wieder die Poincarésche geometrische Darstellungsweise*) zum Ziel, 
deren Grundziige in § 7 der Hinleitung auseinandergesezt wurden, 
und von der wir bereits bei der Untersuchung des Verhaltens von 
Kombinationen mehrerer superponierter doppeltbrechender Kristall- 
platten (S. 270) Anwendung gemacht haben. 

Hs sei beziiglich dieser Darstellungsweise hier folgendes in Erinne- 
rung gebracht. 1. Irgend eine Schwingungsellipse wird reprasentiert 
durch einen auf der Kugel vom Durchmesser Eins hegenden Punkt, dessen 
halbe ,,Linge“ gleich dem Azimut der Hllipsenachsen a, b gegen irgend 
zwei feste, zueinander senkrechte Richtungen, und dessen halbe ,,Breite“ 


b o ; te : ; 
durch arctg , gegeben ist, wobei positive und negative Breite ent- 


gegengesetztem Umlaufssinn der Ellipse entsprechen. 2. Der Ver- 
anderung einer elliptischen Schwingung beim Durchgang durch eine 
doppeltbrechende Platte entspricht eine Drehung 0° der Kugel, deren 
Betrag gleich ist der durch die Platte erzeugten Phasendifferenz, und 
welche um denjenigen Aquatorialdurchmesser der Kugel stattfindet, 
der den Schwingungsrichtungen in der Platte zugeordnet ist. 3. Der 
Drehung ¢, welche die Schwingungsellipse (mit unveriindertem Achsen- 
verhaltnis) durch eine Platte mit reimem Drehungsvermigen erfihrt, 
entspricht eine Drehung 2g der Kugel um ihren Polardurchmesser. 

Besitzt nun die Platte gleichzeitig gewthnliche Doppelbrechung und 
Drehungsvermogen, so werden hiernach ihrer Hinwirkung auf eine 
durch sie hindurch fortgepflanzte Schwingung gleichzeitige Drehungen 
der Kugel um eine Aquatorial- und um die Polarachse entsprechen, deren 
GréBen sich verhalten wie die Phasendifferenz, die bei alleiniger 


1) Briot, Essais sur la théorie math. de la lumiére 4, Kap. III, Paris 1863. 
2) Gouy, Journ. de phys. (2) 4 (1885), p. 149. 

3) O. Wiener, Wied. Ann. 35 (1888), p. 1. 

4) H. Poincaré, Traité de la lumiére, II, gg 158, 165. 


2. Ableitung allgemeiner Gesetze aus dem Prinzip der Superposition usw. 311 


Wirkung der gewéhnlichen Doppelbrechung in der Plaitendicke 1 auf- 
treten wiirde, zu der doppelten Drehung (20) der Polarisationsebene 
pro Dicke 1, welche bei fehlender Doppelbrechung allein stattfinde. 
Gleichzeitige Drehungen setzen sich aber zu- 
sammen wie aufeinanderfolgende unendlich 
kleine Drehungen (da sie durch solche er- 
setzt werden kénnen), also nach der Parallelo- 
grammregel: d.h. man erhilt die resultierende 
Drehungsachse und die GréBe der Drehung 
als Diagonale des Parallelogramms, welches 
aus den auf den Hinzeldrehungsachsen MO 
und MP als Strecken .aufgetragenen Hinzel- 
drehungen gebildet ist (siehe Fig. 126). In 
unserem Falle sind die Hinzeldrehungsachsen aufeinander senkrecht, 
das Parallelogramm wird also ein Rechteck; aus den Hinzeldrehungen, 
die fiir die Dicke 1 die Betriige 6° und 29 haben, folgt die resultie- 
rende Drehung 
(1) 6=Vo" + (20)? 
und die Achse MD, um welche dieselbe stattfindet, bildet mit der 
Aquatorebene den Winkel 

fb = arctg (4) 
Nun sind die Schnittpunkte D, D’ der Kugel mit der Drehungsachse 
die einzigen, welche bei der Drehung ihre Lage nicht andern und 
also Schwingungen entsprechen, welche sich unverindert fortpflanzen. 
Daraus folgt, daB diese ,privilegierten® Schwingungen im betrachteten 
Falle dhnliche, gekreuzt liegende und entgegengesetzt umlaufene Ellipsen 
sind, deren Hauptachsen — da die ,,Liinge“ der Punkte D und D’ die 
gleiche ist, wie die der Punkte O und O’ — parallel sind zu den 
Schwingungsrichtungen bei fehlendem Drehungsvermégen, und deren 
Achsenverhiltnis x gegeben ist durch 


a Bin A 


oder 


2’) “ 


Fig. 126. 


aoa, 

d+ 6, 
Die GréBe der Drehung der Kugel bedeutet auch hier (wie bei 
linetfren und zirkularen Schwingungen) die Phasendifferenz, welche 
die beiden elliptischen Schwingungen auf der Wegstrecke 1 erlangen; 
diese Phasendifferenz ist also durch die Formel (1) gegeben. Hier- 


312 Il. u. Theorie der Lichtfortpflanzung in Kristallen mit Drehungsvermégen. 


bei hingt 6, von der Fortpflanzungsrichtung in derselben Weise ab, 
wie in einem nichtdrehenden doppeltbrechenden Kristall; ob 9 auch 
von der Fortpflanzungsrichtung abhingig ist, mag zuniichst dahin- 
gestellt bleiben. 

Um nun von diesem Ausdruck fiir die Phasendifferenz aus zur 
Gleichung der Normalenfliche zu gelangen, mufi man noch eine 
Annahme iiber die absolute Gréfe der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
hinzufiigen, am einfachsten die, daf der Mittelwert der letzteren oder, 
was bei schwacher Doppelbrechung auf dasselbe hinauskommt, der- 
jenige ihrer Quadrate, fiir irgend ee Richtung derselbe sei wie bei 
fehlendem Drehungsvermégen. Da man nun bei nicht zu starker 
Doppelbrechung annihernd 


ia? = ue ee 
ae Gn A a Om r 


setzen kann, wo q,°, qg,° die Wellengeschwindigkeiten bei fehlendem, 
Gy, Gq diejenigen bei vorhandenem Drehungsvermégen bezeichnen und 
qd, ein konstanter Mittelwert derselben ist, so ergeben sich dann fiir 
die beiden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten q,, q, die Gleichungen: 


ie ae 2 2 ie! aQ 2| 
3) Qian ks ah" ody we Va" - Ga ass (= iq’) J? 
| Oe oe ta," + qo" EF Va" — 9° = (=2 : aq’) . 


Diese Ausdriicke sind aber die Wurzeln der in gq? quadratischen 
Gleichung: 


(4) (q?— 4) (g— 43") = (£243), 
welche also die durch das Drehungsvermigen modifizierte Normalen- 
fldche darstellt. 


Durch Hinfiihrung der obigen Naherungsausdriicke fiir 6 und 0° 
in die Formel (2’) kann man letztere auch schreiben: 


i ae, (4? — 9”) Pa a” — 4%") 
(= 0s) (n° — 4)’ 


was mit Riicksicht auf (3) identisch ist init 


x 


(5) ph 4 * = cis 8 Une Ze On 

Ge? gee Ga ag, 
Schreibt man fiir den hierdurch gegebenen Wert, der <1 ist, “4,7? 4 
und fiir seinen reziproken x,?, so kann man die Gleichneeae (4) und 
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(5) auch ersetzen durch die beiden, fir h=1 oder 2 giiltigen 
Gleichungen: *) ; 


2 aie 
(6) — Gs a = Aq; i > 7 — q° = es Aq; Taran 


3. Abhingigkeit des Drehungsvermégens von der Richtung. 
Im vorhergehenden wurde es noch unentschieden gelassen, ob bezw. 
wie die GréBe @ — d.i. die spezifische Drehung der Polarisations- 
ebene bei fehlend gedachter Doppelbrechung — von der Tachtung 
der Wellenfortpflanzung abhingig ist. In dem einzigen Halle, wo sie, 
weil die (anisotrope) Doppelbrechung wirklich fehlt, direkt fiir alle 
Richtungen meBbar ist, niimlich bei reguléiren Kristallen, ist sie er- 
fahrungsgemaB konstant. Gouy setzt in seiner Theorie diese Konstanz 
auch fiir andere Kristalle voraus, wofiir aber von vornherein keine 
Berechtigung vorliegt. In der Tat werden wir weiter unten ver- 
schiedene neuere Beobachtungen zu besprechen haben, aus welchen 
die Unrichtigkeit dieser Voraussetzung folgt. Die einfachste all- 
gemeinere Annahme, welche man fiir @ machen kann, ist diejenige 
einer quadratischen Funktion der Richtungskosinus v,, vy, vy der 
Wellennormale*); denn fiir entgegengesetzte Fortpflanzungsrichtungen 
muS sich erfahrungsméBig die gleiche Drehung ergeben.”) Wir 
setzen also 
(1) @ = MyM? + Mye%_? + 5g %p° + 27 og %2 Yq + 251 %3% + Wry M, 
wo die 7, individuelle Konstanten (die ,,Drehungs-“ oder ,,Gyrations- 


Konstanten“) des Kristalls sind. Trigt man die reziproke Quadrat- 
wurzel aus dem absoluten Wert von @ auf der zugehérigen Fort- 


1) Die obigen Formeln, bezw. solche, die praktisch mit ihnen gleichwertig 
sind, wurden zuerst von Clebsch (Journ. f. Math. 57 [1860], p. 319) aus den 
durch geeignete Zusatzglieder erweiterten Differentialgleichungen der elastischen 
Lichttheorie Cauchys, spiter von W. Gibbs (Am. Journ. of Science (3) 23 (1882), 
p. 460) aus den erweiterten elektromagnetischen (rleichungen abgeleitet. Letzterer 
behandelte auch das Drehungsvermégen als von der Richtung abhingig und 
fand dabei die in § 8 erdrterten Gesetze dieser Abhingigkeit. 

2) Zn diesem Ansatz gelangte zuerst W. Gibbs in der schon zitierten 
Arbeit, dann neuerdings von einem anderen Ausgangspunkte aus H. Chipart 
(Théorie gyrostatique de la lumiére. Paris 1904. Chap. I, § 9 I, § 27). 

3) An und fiir sich wire auch ein Drehungsvermégen @ denkbar, welches 
eine ungerade, z. B. lineare Funktion der Richtungskosinus ware und die durch 
Fig. 127a angedeutete Symmetrie besiBe. Dasselbe wire analog dem durch 
ein Magnetfeld kiinstlich erzeugten und kénnte von Natur gewissen zentrischen 
Kristallen, z. B. den pyramidal hemiédrischen des hexagonalen, rhomboédrischen 
und tetragonalen Systems zukommen, Da aber noch nichts derartiges beobachtet 
ist, so lassen wir diese Méglichkeit aufer Betracht. 
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pflanzungsrichtung als Strecke auf, so erhilt man also eine Fliche 
2» Grades, bezw., wenn @ das Vorzeichen wechselt, zwei solche (ein 
zweischaliges und ein einschaliges Hyperboloid mit gemeinsamem 
Asymptotenkegel); diese Fliche, bezw. dieses Flichensystem, mdge 
(nach Chipart) als ,,Gyrationsfldche“ bezeichnet werden. 

Besitzt der Kristall Symmetrieeigenschaften, so tritt eine Speziali- 
sierung des Ausdruckes (7) ein, fiir welche folgende Uberlegungen 
maBgebend sind. 

I. Ist ein Zentrum der Symmetrie vorhanden, so mu8 fiir je 
zwei entgegengesetzte Fortpflanzungsrichtungen die Drehung gleich 
gro8 und, absolut betrachtet, gleichgerichtet sein (siehe Fig. 127a). 
Nun bedeutet aber @ die Drehung der Polarisationsebene 
um die Fortpflanzungsrichtung und ist positiv oder negativ 

/ gerechnet, je nachdem diese Drehung, wenn man der letz- 

pe teren entgegensieht, entgegengesetzt oder gleichsinnig mit 

/ der Drehung des Uhrzeigers erfolgt. Folglich miiBte @ im 
Ch Falle des Vorhandenseins eines Symmetriezentrums bei 
Umkehrung der Fortpflanzungsrichtung, also bei gleich- 
zeitigem Vorzeichenwechsel von v,, 72, v3, selbst das Vor- 
zeichen wechseln. Dies ist nun bei dem quadratischen Ausdruck (7) 
auf alle Falle unméglich; folglich schlieBt das Vorhandensein eines 
Symmetriezentrums das Auftreten von Drehungsvermigen der hier be- 
trachteten Art viberhaupt aus.) 

IL. Existiert eine Symmetrieebene, so mu die Drehung fiir zwei 
zu ihr symmetrisch hegende Fortpflanzungsrich- 
tungen relativ zu diesen Richtungen entgegen- 
gesetzten Sinn und gleiche Grife haben, es 
mtissen also die entsprechenden Werte von o 
wieder entgegengesetzt gleich sein. Ist also 
z. B, die YZ-Ebene die Symmetrieebene (siehe 
Fig. 127b), so mu sich mit dem Vorzeichen 
von v, auch dasjenige von 9 umkehren, wodurch 
Fig, 127b. sich der Ausdruck (7) auf 


(7") 0 = 2, (731% + Tz M2) 
reduziert. 


J 
Cs 


Fig. 127a. 


III. Auch fiir Richtungen, die einander in bezug auf eine 
Spiegeldrehungsachse entsprechen, muf 9 entgegengesetzte Werte haben. 
Ist die Z-Achse eine 2-ziihlige Spiegeldrehungsachse (siehe Fig. 127¢) — 


1) Vergl. die Anm. 3 auf voriger Seite! 


i ili Winall 


— 
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dies ist der einzige Fall, der bei der Cha- 
rakterisierung der 32 Krystallsymmetriegrup- 
pen besonders in Betracht gezogen werden 
mu —, so sind die Richtungen »,, »,, v5 
und —v,,¥,,—v; spiegelbildlich gleichwertig  * 
beztighch der X Y-Ebene, und es muB8 bei 
Vertauschung von », mit —v,, v, mit + »,, 
v; mit —v, die GréBe 9 in den engegenge- 
setzten Wert iibergehen. Dies erfordert fiir 
den Ausdruck (7) die Form: 
(7) @ = (2 — 04") + 21% Vp. 
IV. Richtungen, welche einander beziiglich einer Symmetrieachse 
zugeordnet sind, miissen gleiche Werte von 9 entsprechen, da nur 
dann durch eine Drehung um jene Symmetrie- 
achse Deckung erzielt werden kann (siehe 
Fig. 127d, die sich auf eine 3-zihlige Achse (7) 
bezieht). Bei denjenigen Substitutionen der Rich- | 
tungskosinus, welche solchen Drehungen ent- 
sprechen, muf also @ ungeindert bleiben. Ist 
die Z-Achse eine 2-zahlige Symmetrieachse, so 
ergibt sich hieraus: 
(T°) = 1M + oqo" + 195%3 + 272%, %, 
ist sie eine mehr als 2-zahlige Achse, so muB ry,—0, ro9= 7, Sein. 
Fiir die Gyrationsflache besagt dies: Jede 2-zihlige Sei acne 
des Kristalls ist eime Hauptachse dieser Fliche, und wenn eine 
Symmetrieachse hdherer Zahligkeit existiert, so ist die Gyrations- 
fliche eine Umdrehungsfliche mit letzterer als Achse. — 


Fig. 127d. 


4, Hinteilung der Kristalle mit Drehungsvermégen. Hiernach ~ 
lassen sich nun die Ausdriicke fiir 0 fiir die eimzelnen Kristallsymmetrie- 
gruppen, von denen wir von vornherein nur die azentrischen zu 
beriicksichtigen brauchen, sofort hinschreiben. Im folgenden stellen 
wir dieselben zusammen und fiigen der Benennung jeder Gruppe‘) in 
Klammern die fiir sie charakteristischen Symmetrieelemente hinzu, 
wobei wir folgende Symbole benutzen: A,” fiir, eine der Z-Achse 


' #1) In bezug auf diese Benennungen schlieBen wir uns A. Schoenflies 
(Kristallsystemé und Kristallstruktur) an. Eine kurze Ubersicht der méglichen 
Symmetriearten findet sich z. B. in W. Voigts te aes d. theor. Physik, 
ie Deilee Kaper (2 
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parallele n-zahlige Symmetrieachse, 8,” fiir eime der Z-Achse parallele 
Spiegeldrehungsachse, LE, fiir eine zur X-Achse senkrechte Symmetrie- 


ebene. 


I. Triklines System. 
Hemiédrie. Keine Symmetrie. Es gilt der allgemeine Aus- 
druck (7). 
II. Monoklines System. 

Hemiédrie (F,). @ = 273, ¥3¥1 + 21121 9- 
Hemimorphie (A,”). 9 = 1447 + 129%" + %33U3° + 2 1o8%al's- 

III. Rhombisches System. 
Hemiédrie (4,2, 4,7). 9 = 741717 + Tep¥9" + 753 ¥s - 
Hemimorphie (4,7, E,). @ = 272%V- 

IV. Tetragonales System. 
Enantiomorphe Hemiédrie (4,4, 4,”). @=1y (42+ 17) + 73373 


. Hemimorphe Hemiédrie (4,, E,). @ =0. 


c. Hemimorphe Tetartoédrie (4,4). Wie a. 


Hemiédrie mit Spiegelachse (8,2, A,”). @ = 7, (117 —127). 

Tetartoédrie mit Spiegelachse (S,”). @ = 141 (¥?— 19") +21491'41'9- 
V. Rhomboédrisches System. 

Enantiomorphe Hemiédrie (4,°, A,”), Wie IVa. 


. Hemimorphe Hemiédrie (4,’, L,). 0 =0. 


Tetartoédrie (4,°). Wie IVa. 


VI. Hexagonales System. 
Enantiomorphe Hemiédrie (4,5, 4,*). Wie IVa. 


b. Hemimorphe Hemiédrie (4,°, ,). 0 = 0. 


Hemimorphe Tetardoédrie (4,°). Wie IVa. 

Hemiédrie mit 3-zahliger Achse (4,°, H,, A,”). 0 = 0. 

Tetartoédrie mit 3-zihliger Achse (A,*, L,). o = 0. 
VIL. Reguliires System. 

KEnantiomorphe Hemiédrie (4,*, 4,*). 90 =7y1- 

Hemimorphe Hemiédrie (S,’, S,”). 9 = 0. 


c. Tetartoédrie (4,°>=A,?=A,’). 9 = 1. 


Von den 21 azentrischen Kristallgruppen scheiden also noch 6 
aus und es bleiben 15 Gruppen, bei denen Drehungsvermégen der 
vorausgesetzten Art nach ihrer Symmetrie iiberhaupt auftreten kann. 
Es sind dies aufer den enantiomorphen Gruppen, auf welche man 


frither 


die Méghchkeit des Drehungsvermégens beschrankt glaubte, 


noch die Hemiédrie des monoklinen, die Hemimorphie des rhombi- 
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schen Systems und die beiden Gruppen (IV d,e) des tetragonalen 
Systems mit Spiegeldrehungsachse.') Diese 4 Gruppen sind hier dadurch 
ausgezeichnet, daB die Gyrationsfliiche in zwei gleichseitig -hyperbolische 
Zylinder ausartet. Untereinander unterscheiden sie sich nur durch 
die Orienticrung dieser Zylinderfliche gegen den Kristall (und gegen 
die Hauptachsen des Indexellipsoids): bei Ila ist eine der Asymptoten- 
ebenen bestimmt als die kristallographische Symmetrieebene, die andere 
beliebig; bei IIIb sind die Asymptotenebenen die sich in der polaren 
Symmetrieachse schneidenden Symmetrieebenen (also zugleich Sym- 
metrieebenen des Indexellipsoids); bei IVd und e schneiden sie sich 
ebenfalls in der ausgezeichneten Symmetrieachse (Z) und sind im Falle d 
noch niher dadurch bestimmt, daB sie mit den Nebenachsen (X, Y) 
Winkel von 45° bilden. Zieht man nur Gestalt und gegenseitige 
Lage des Indexellipsoids und der Gyrationsfliche, kurz das optische 
Verhalten ohne Riicksicht auf die kristallographische Orientierung 
in Betracht, so sind von den aufgezihlten Gruppen die beiden [Vd 
und IVe nicht verschieden; ebenso sind alle tibrigen Gruppen des 
tetragonalen, rhomboédrischen und Hexagonalen Systems, bei welchen 
sowohl die Index- als die Gyrationsfliche und folglich auch die Nor- 
malenflache Rotationssymmetrie besitzen, einander gleich, und dasselbe 
gilt natiirlich von den beiden reguliren Gruppen, wo alle diese Flachen 
Kugeln sind. Es gibt somit unter den durchsichtigen Kristallen 
mit Drehungsvermégen acht in rein optischer Hinsicht verschiedene 
Gruppen, deren Verhalten durch die beiden charakteristischen Flichen 
wie folet beschrieben werden kann. 

1*, Gyrationsfliche eine beliebige zentrische Fl. 2°" Grades und 
beliebig gegen das 3-achsige Indexellipsoid orientiert. Gruppe Ia. 

2*, Gyrationsfliche eine beliebige Fl. 2°" Grades, welche mit 
dem 3-achsigen Indexellipsoid eine Hauptachse gemein hat. IIb. 

3*, Gyrationsfliiche eine beliebige FI. 2°" Grades, welche mit 
dem 3-achsigen Indexellipsoid alle 3 Hauptachsen gemein hat. Ila. 

4* Qyrationsfliche und Indexellipsoid sind beide Rotations- 
flichen mit gemeinsamer Rotationsachse. IVa,c, Va,c, VIa, c. 

5*, Gyrationsfliche und Indexellipsoid sind Kugeln. VlIla, ¢. 

6*, Gyrationsfliche ein Paar gleichseitig-hyperbolischer Zylinder, 
deren eine Asymptotenebene eine Symmetrieebene des 3-achsigen 
Indexellipsoids ist. Ia. 

vs 1) Gibbs hat in seiner schon zitierten Untersuchung die Méglichkeit des 


Drehungsvermégens in den beiden erstgenannten nicht-enantiomorphen Gruppen 
(Ila und IIIb) tibersehen. 
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7T*, Gyrationsfliche wie bei Ila, aber beide Asymptotenebenen 
sind Symmetrieebenen des 3-achsigen Indexellipsoids. Ib. 

8*. Gyrationsfliche wie bei Ila, die Asymptotenebenen schneiden 
sich in der Umdrehungsachse des (Rotationssymmetrie besitzenden) 
Indexellipsoids. IVd und e. — 

Diese Gruppierung bleibt auch bestehen, wenn die Dispersion, 
also die Abhingigkeit der optischen Parameter von der Wellenliinge, 
mit in Riicksicht gezogen wird. . 

Die durchsichtigen Kristalle ohne Drehungsvermégen ordnen sich 
dann, wie wir schon in I, Kap. II, § 20 sahen, in 5 Gruppen, welche 
hier des Zusammenhangs wegen noch einmal zusammengestellt sein 
mogen: 

1. Indexellipsoid ein 3-achsiges Ellipsoid, dessen Hauptachsen- 
richtungen alle 3 von der Wellenlainge abhingen. Holoédrische Kristalle 
des triklinen Systems. 

2. Indexellipsoid 3-achsig, mit eimer festen, d. h. von der 
Wellenlinge unabhingigen Hauptachsenrichtung. Holoédrie des mono- 
klinen Systems. 

3. Indexellipsoid 3-achsig mit festen Richtungen samtlicher 
Hauptachsen. Holoédrie des rhombischen Systems. 

4, Indexellipsoid fiir alle Wellenlingen ein Rotationsellipsoid: 
Optisch eimachsige Kristalle. Alle Gruppen des tetragonalen, rhombo- 
édrischen und hexagonalen Systems mit Ausnahme der enantiomorphen 
und der oben mit [Vd und e bezeichneten. 

5. Indexellipsoid eine Kugel: Hinfach brechende Kristalle. Ho- 
loédrie, hemimorphe und paramorphe Hemiédrie des reguliiren Systems.— 

Insgesamt zerfallen also die vollkommen durchsichtigen Kristalle 
nach ihrem optischen Verhalten in 13 verschiedene Gruppen, und wir 
werden im III. Teil sehen, da® diese Hinteilung auch fiir absorbierende 
Kristalle bestehen bleibt.’ 


5. Drehungsvermégen geléster oder geschmolzener Kristalle. 
Wenn das Drehungsvermégen auf dem Baw des Molekiils beruht, wie 
es z. B. die im folgenden zu erédrternde elektromagnetische Theorie 
voraussetzt, und wenn bei der Schmelzung bezw. Auflisung keine 
Veriinderung der Molektile selbst eintritt, so muB sich das auf eleiche 
Dichtigkeit bezogene Drehungsvermégen 9 der Substanz in geléstem 
oder geschmolzenem Zustande aus demjenigen der kristallisierten 
Substanz durch Bildung des Mittelwertes fiir alle moglichen Richtungen 
berechnen lassen. Man hiitte also den Ausdruck 
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= MyM rt 2 tyg hug bo, 
indem man v,, v,, v, als Koordinaten eines Kugelpunktes deutet, tiber 
die ganze Oberfliche der Einheitskugel zu integrieren und das Resultat 
durch 42 zu dividieren. Dies ergibt 


(8) 0 = 5 Cu + M9 + P59) 
oder fiir im kristallisierten Zustand optisch einachsige Kérper 
(8’) C= Etats, 


wo vr; das direkt beobachtete Drehungsvermégen in der Richtung der 
optischen Achse ist. Im allgemeinen ist also zu erwarten, daf 0 von 
letzterem verschieden sein wird und sogar entgegengesetztes Vorzeichen 
haben kann, wie es auch die in Kap. I § 6 erwihnten Beobachtungen 
tatsichlich gezeigt haben. 

Das Drehungsvermégen im amorphen und geldésten Zustand mub 
verschwinden, wenn nur die 7,, von Null verschieden sind, oder die 
Summe der 7, Null ist. Dies ist nach der S. 316 gegebenen Zu- 
sammenstellung zmmer der Fall fiir Kristalle der nicht enantiomorphen 
Gruppen Ila, HIb, [Vd und IVe. Somit ergibt sich aus vorstehen- 
der Betrachtung in Ubereinstimmung mit dem Pastewrschen Satz (siehe 
Kap. I, $4), dab nur solche Kristalle optisch drehende Liésungen geben 
konnen, welche in enantiomorphen Formen kristallisieren. 

Wenn auch solche Substanzen, fiir deren Kristalle 'r,, nicht 0 
ist, beim Ubergang in den geldsten oder amorphen Zustand ihr 
Drehungsvermégen vollig verlieren — wofiir der Quarz ein Beispiel 
ist —, so mu man schlieBen, daf in diesen Fallen entweder das 
Molekiil selbst eine Umwandlung erleidet, oder aber das Drehungs- 
vermdgen des Kristalls auf lamellarem Aufbau aus Schichten von ge- 
wohnlicher Doppelbrechung (nach Art der Reuschschen Glimmersiiulen, 
vergl, I, Kap. X, § 7) beruht. 


6. Differentialgleichungen fiir den Lichtvektor in durch- 
sichtigen Kristallen mit Drehungsvermégen. Die in § 2 auf Grund 
des Superpositionsprinzips und gewisser plausibler Annahmen ge- 
wonnenen Grundgesetze fiir die Lichtfortpflanzung in Kristallen mit 
Drehungsvermégen, auf deren Folgerungen fiir die beobachtbaren Hr- 
scheinungen wir weiter unten naher eingehen werden, stimmen im 
wesentlichen mit denjenigen iiberein, welche man durch Erweiterung 
der ifferentialgleichungen fiir den Lichtvektor abgeleitet hat. Die 
zahlreichen verschiedenen Ansiitze, welche zu diesem Zwecke gemacht 
worden sind, haben das gemeinsame, daf in den fiir gewdhnliche 
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durchsichtige Kristalle giiltigen Differentialgleichungen Glieder hinzu- 
gefiigt werden, welche wngerade Differentialquotienten der Lichtvektor- 
komponenten nach den Koordinaten enthalten; denn nur hierdurch ge- 
lingt es, Differentialgleichungen zu erhalten, welche bei Umkehrung 
einer Koordinatenachse nicht unveriindert bleiben und daher mit den 
Symmetrieverhiiltnissen der optisch drehenden Medien vereinbar sind. 
Im Anschlu8 an die elastischen Lichttheorien sind solche Gleichungen 
von MacCullagh, Cauchy, Briot, Boussinesq, Sarrau, V. v. Lang, 
Chipart aufgestellt worden'), wobei aber eine physikalische Deutung 
der Zusatzglieder meist gar nicht versucht worden ist. Wir wollen 
uns hier nur mit denjenigen Erweiterungen befassen, welche an den 
Gleichungen der elektromagnetischen Theorie zur Erklirung des Drehungs- 
vermégens anzubringen sind. Hine solche Erweiterung hat zuerst 
W. Gibbs?) angegeben und durch die Erwigung motiviert, daB in 
einem inhomogenen Medium, wie es der Ather mit eingelagerten 
ponderabeln Molekiilen darstellt, die elektrischen Verschiebungs- 
komponenten nicht nur von den Feldkomponenten in dem betreffen- 
den Punkte selbst, sondern auch von deren Werten in der Umgebung 
des letzteren, oder also von thren Differentialquotienten nach den Ko- 
ordinaten abhiingen kénnen. Im Falle dissymmetrischer Molekiile er- 
halten diese Zusatzglieder dann eine Form, welche auf das Drehungs- 
vermégen fiihrt. P. Drude, der spiter auf Grund derselben Erwiigung 
die Gleichungen der elektromagnetischen Theorie fiir drehende Kri- 
stalle aufstellte*), gab fiir die Zusatzglieder eine anschauliche Deutung 
durch die spezielle Vorstellung, daB die Molekiile eine schrauben- 
formige Struktur besitzen, bezw. da die Verschiebung der Elektronen 
nur auf Schraubenlinien stattfinden kann‘). Denkt man sich z. B. 
solche Schraubenlinien mit der Achse parallel der X-Achse angeordnet, 
so wird ein zu letzterer paralleles elektrisches Feld Verschiebungen 
der Elektronen hervorrufen, welche in Komponenten parallel zu _X und in 
solche auf Kreisbahnen um die X-Achse zerlegt werden kénnen; eine 
Anderung dieses elektrischen Feldes wird also nicht nur eine Salts 


1) Vergl. die Darstellung P. Drudes in Winkelmanns Handbuch der Physik, 
p. 784 ff. 

2) W. Gibbs, Am. Journ. of science (8) 23 (1882), p. 460. 

3) P. Drude, Géttinger Nachr. 1892, p. 403. Die urspriinglichen Gleichungen 
Drudes enthalten die Zusatzglieder nur in dem einen Tripel und auBerdem in 
zu spezieller Form, die einem von der Richtung unabhingigen Drehungsvermigen 
entspricht. 

4) P. Drude, Lehrbuch der Optik, 1900, p. 370; Géttinger Nachr. 1904, 
p. 1. Angedeutet auch schon bei Gibbs, 1. c., p. 475, Anmerkung 2). 
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der gleichgerichteten elektrischen Verschiebung, sondern zugleich elek- 
trische Kreisstréme hervorrufen, welche einer magnetischen Polarisation 
parallel der X-Achse ‘quivalent sind, und deren Intensitiit der Ande- 
rungsgeschwindigkeit des parallel X gerichteten elektrischen Feldes 
proportional ist. Umgekehrt wird die durch Anderung eines zu X 
parallelen magnetischen Feldes induzierte elektromotorische Kraft in 
den Molekiilen infolge der Schraubenstruktur auch eine der Richtung 
des magnetischen Feldes parallele elektrische Verschiebung hervor- 
rufen, und zwar ist diese zweite rotatorische Wirkung von den- 
selben Konstanten abhingig, wie die zuerst erwaihnte. In die Maxwell- 
schen elektromagnetischen Gleichungen sind natiirlich die yon der 
Gesamtheit aller in der Volumeinheit enthaltenen Molekiile herriihren- 
den Beitrige einzufiihren, wobei zu beriicksichtigen ist, da die 
Schraubenachsen in Kristallen gesetzmiBig orientiert sein, in iso- 
tropen Kérpern aber alle méglichen Lagen haben miissen. Drude 
hat (Gétt. Nachr. 1904) gezeigt, da die Durchfiihrung dieser Vor- 
stellung (in gewisser Anniiherung) dasselbe System von Differential- 
gleichungen ergibt, welches W. Voigt') zuvor ohne Zugrundelegung 
einer speziellen Vorstellung tiber die Herkunft der Zusatzglieder auf- 
gestellt hatte. Dieses Gleichungssystem lautet fiir nichtabsorbierende 
Kristalle von rhombisch-hemiédrischer Symmetrie — auf welche wir 
uns hier beschranken wollen?) — bei Benutzung der schon in I, Kap. H1, 
§ 5, angewandten Bezeichnungen: 


aM a2, 1 (02 a) 

(9°) oe ED ape} Gara 
oN dg O° Bn ape ee 
at Dae a \ay dx)? 
ax OX, oN 0M 


(9°) serra FAT Gy %) 


1) W. Voigt, Drudes Ann. 69 (1899), p. 307; Gottinger Nachr. 1903, p. 155. 
2) Die Differentialgleichungen fiir die enantiomorph-hemiédrischen Kristalle 
des tetragonalen, rhomboédrischen und hexagonalen Systems sind als Spezialfall 
in obigen enthalten und gehen aus ihnen hervor, indem man @, 5=€) 4; Dy» = 0b) 45 
d, 5d, , setzt. Ebenso erhilt man die fiir enantiomorphe regulire Kristalle 
und isotrope Kérper geltenden Gleichungen, indem man auch noch €, 5 = €y,19 


D3 = Dy 4 dys = qi macht. 


F 9 
Pockels, Kristalloptik. 21 
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o°2, z aL 
25 Dit aan <= nix th di, Dt? 
229), o aM 
(9°) Y,+ 5,» oe = 6. ¥—ady» AED 


3.4 bis ob = Cpl d;, i , 

worin die 6, ,, @,,,&,, Konstanten sind, und zwar die d,,, diejenigen, 
welche das Drehungsvermégen bedingen. Die Zusatzglieder in dem 
ersten Gleichungstripel (9*) sind so bestimmt, daB die Hnergiegleichung 
in der sonst in der Elektrodynamik angenommenen Form _bestehen 
bleibt, d. h. daB die Anderung des den elektromagnetischen Hnergie- 
inhalt eines Raumteiles darstellenden Raumintegrals einem, den Poyn- 
tingschen Energiestrom darstellenden, Oberfliichenintegral gleich wird. 

Unter Voraussetzung harmonischer (Sinus-)Schwingungen yon der 


Periode JZ’ = ae 


man die in bezug auf die rotatorischen Konstanten d, , quadratischen 
Gleder vernachldssigt, fiir die elektrischen Feldkomponenten die 
Gleichung 


erhalt man durch Elimination yon L, M, N, wenn 


a Xk On (OX Z DMODE — GIK 
yea. V2 tapi pil 
(10) eT OR A laler a nA ak 
6, +6, oY db, +9; 0°Z | 
Wt Re aie yas ay OF | 
und zwei analoge, worin 
é 

a Oh pee 
(11*) 9) =14+ >) ie 
und (k = 1, 2,3), 

d 

b) at h, ke 

Cae Ses ia es 


die von der Schwingungsdauer abhiingigen optischen Parameter des 
Kristalls sind. 

Natiirlich hatte man aus den Gleichungssystemen (9%"°) auch 
Differentialgleichungen ableiten kénnen, in welchen nur die elektrischen 
Verschiebungen oder nur die magnetischen Polarisationen vorkaémen; 
doch wiirden diese kompliziertere Gestalt haben, und daher kntipfen 
wir die Integration an das vorstehende System (10) an. Sind X, YZ) 
gefunden, so lassen sich die X,, ¥),, 8, ohne Schwierigkeit aus den 
Gleichungen (9°) in Verbindung mit (9*) bestimmen. 


7. Ableitung der Gleichung der Normalenfliiche. Da die 
Gleichungen (10) Differentialquotienten zweiter und dritter Ordnung 
nebeneinander enthalten, so kann man ihnen nicht, wie frither (I, Kap. III, 
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§§ 83—5) bei nichtdrehenden Kristallen, dadurch gentigen, daB man 
X, Y und Z einer und derselben trigonometrischen Funktion von 


Es (¢—"25 fet *22) 


Komponente je den Sinus wid den Kosinus dieses Argumentes, mit 
verschiedenen Faktoren multipliziert und dann addiert, einfiihren. Dies 
bedeutet, wie wir in §6 der Hinleitung gesehen haben, daf der End- 
punkt des Vektors, dessen Komponenten X, Y, Z sind, eine Ellipse 
beschreibt. In den jetzt betrachteten Kristallen pflanzen sich also 
nicht geradlinige, sondern elliptische Schwingungen fort. In solchen 
Fallen gestaltet sich nun die Rechnung formell einfacher, wenn man 
die komplexen Gripen einfiihrt, deren reelle Teile die gesuchten 
Vektorkomponenten sind; man kann dann zunichst mit diesen hkom- 
plexen GréBen rechnen, welche mit (X), (Y), (7) bezeichnet werden 
mogen, und dann im SchluSresultat den reellen und imaginiren Teil 
sondern. Wir setzen demgemaf 


proportional setzt, sondern man miiBbte fiir jede 


: VTA Y +s 2 
Pan hae) 
(12) epee: t : 


eS ans 


Dann gilt 
FO) 93(X), ak) ——5 (8), 

(ES v7 ae a7 a) a ~ vy, (¥, (X) + v,(Y)+ 0, (Z)), 
Fae PL), Fon OE), 


und durch Hinfiihrung dieser Relation in die erste Gleichung (10) 


q? 
92 
Festsetzung (vergl. 8. 1) entsprechend, V =1 setzen und den, die 

Abhingigkeit der ¢, von 7’ andeutenden Index ” jetzt fortlassen: 
(13) CD ge es Cli PCY) [eg st tqv, (0, + 92)| 
+ (Z)[¥3% — tqv,(d,+0,)| = 9. 

Dazu kommen zwei analoge, hieraus durch zyklische Vertauschung 
der Buchstaben und Indizes abzuleitende Gleichungen. Die Elimination 
von (X), (Y), (7) aus diesen drei Gleichungen gibt: 

a[ge,-—A1—»,*)] ly votigys(0,+02)] [ivs—tars (0, +9)] | 

(14) [4 r—19%5 (0, +93)] [?2, — GA — v°)]_— [va vgttqy, (02+ 93)] | iN) 
[versttare (03 +94) [rv,¥,—t¢v,(0,+05)] [98 — (1 el | 


und Multiplikation mit =, ergibt sich, wenn wir noch, der friiheren 
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oder aufgelist (nach Fortlassung des gemeinschaftlichen Faktors q”): 
fg 8,55 6,19" 5 5 I 0 ged) oy (Oy 0g) 
= { 742(, +03) +97(03 +04) + %5°(01 +95) } ? 
oder, wenn wir noch durch ¢,¢,é, dividieren und die reziproken 
Werte von &, &, €; mit d)”, 07, c” bezeichnen, sowie den Ausdruck 
in der ersten Klammer in leicht ersichtlicher Weise umformen: 

| { 047(q? by”) (G? 09") + ¥9°(G— Co") (?— 4g") +-¥5°(G— A") (4? bg’) } 

5 = 042976? (G? — iy”) (9g + 95)? + 797097 Ag" (G" — by”) (Os + 94)? 
ub) | ite Og Mam Co) Oncin Ga) 

| Ht Ay" Dy? Cy? { 74702 + 45) + 727195 + 91) + 15"(0, + 9) } ”. 

Dies ist eine Beziehung zwischen der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit und den Richtungskosinus v, der Wellennormale, also die Gleschung 
der Normalenfldche fiir Kristalle rhombischer Symmetrie mit Drehungs- 
vermédgen'). Die rechte Seite verschwindet mit den fiir das Drehungs- 
vermogen charakteristischen Konstanten 0,, und man kommt dann auf 
die Normalenfliche eines gewohnlichen zweiachsigen Kristalls (vergl. 
S. 34) zuriick, dessen Hauptlichtgeschwindigkeiten a), b, ¢) sind, 
Unter Einfiihrung der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten q,°, g,°, welche 

- bei fehlendem Drehungsvermégen der Richtung v,, »,, v, entsprechen 
wiirden, kann man daher die linke Seite von (15) auch schreiben: 
(@ — 4,") (a — a"). 

Von den Gliedern auf der rechten Seite enthalten die drei ersten die 
Differenzen zwischen q? und den Hauptlichtgeschwindigkeiten des nicht- 
drehenden Kristalls als Faktoren und werden folglich bei schwacher 
Doppelbrechung im allgemeinen klein gegen das letzte Glied sein’). 
Vernachlissigt man sie, so wird die rechte Seite frei von g und nimmt 

(15) die einfachere Gestalt an 


(15’) Gage) (ga )=(ay Do Co)” { 4" (Os+05)+2°(0s+-0;)+157(0, +05) } 3, 
welche mit derjenigen (7*) itibereinstimmt, zu welcher wir, ebenfalls 
unter Voraussetzung schwacher Doppelbrechung, in § 2 gelangt sind. 

Die Vergleichung mit (4) und (7) sowie (11°) zeigt, daB die 
Konstanten 1,,, 79, 733, welche das spezifische Drehungsvermégen fiir 
die Hauptachsenrichtungen bei fehlender Doppelbrechung messen, mit 
den GréBen 0,, sowie mit den in den urspriinglichen Differential- 


1) P. Drude, Gott. Nachr. 1904, p. 8. 

2) Nur ftir die Nachbarschaft von Richtungen, in denen etwa dieses letztere 
Glied verschwinden witirde, wire diese Voraussetzung unzulissig. Solche Rich- 
tungen kann es indessen nur bei verschiedenen Vorzeichen der 0, geben. 
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gleichungen (9°) der elektromagnetischen Theorie vorkommenden 
Konstanten d, , und b,x, durch Relationen von nachstehender Form 
zusammenhingen: 


: TOO a ce ; d, d, é 

(LS te (0, +03) = or @ Ay Dolo o> (Ge a is) 
h a " 

oder auch, da Re = ae gesetzt werden kann und 4= 7'V, & = 2 ist: 


T 
(16) ro iste t a 


Diese Formel seth daB im an vemernen (seth namlich die b, , 
klein gegen 7” sind, d.h. die Tragheit der Elektronen nicht merklich 
in Betracht kommt) der elektromagnetischen Theorie zufolge das 
Drehungsvermégen in erster Anniherung umgekehrt proportional mit 
T? oder 4° sein mu, was bekanntlich durch die Beobachtungen an 
reguliren und einachsigen Kristallen bestiitigt wird (siehe Kap. I, § 2). 


8. Ndaherungsgesetz fiir die Schwingungsform. Es bietet sich 
hier zunichst die Frage dar, welche GréSfe man in drehenden Kristalien 
als Lichtvektor ansehen soll. Streng transversal schwingen die ganze 
elektrische Verschiebung oder magnetische Polarisation, da diese auf der 
linken Seite der Maxwellschen Gleichungen auftreten. Allein die 
Gleichungen, welche man (auf dem 8.322 angedeuteten Wege) zu deren 
Bestimmung erhielte, sind sehr kompliziert. Wir wollen daher die 
Schwingungsart nach dem Vektor mit den Komponenten ¢,X, ¢ Y, ¢,7 
beurteilen, welcher bei fehlendem Drehungsvermégen der Fresnelsche 
Lichtvektor sein wiirde; derselbe unterscheidet sich von der gesamten 
elektrischen Verschiebung nur sehr wenig, ist also nahezw transversal 
und kann, wenn nur anndhernde Gesetze fiir die Schwingungsform 
ermittelt werden sollen, fiir die erstere substituiert werden. Wir wollen 
also setzen: Kale? Bans) 
“u=—i&X—Rl(4 +1A" Je q 
und analoge Ausdriicke, die sich nur durch Vertauschung der A mit 
B bezw. C unterscheiden, fiir v und w. Durch Hinfiihrung der kom- 
plexen GrdBen in die Differentialgleichungen (oder in die Gl. (13)) 
und Trennung der reellen und imaginiren Teile erhalt man dann 
folgende sechs Gleichungen: 


3) Aus der Formel (16) in Verbindung mit der Gleichung (11%) ergibt sich 
ein gesetzmiBiger Zusammenhang zwischen der Dispersion des Drehungsvermigens 
rand jorlex des Brechungsvermégens, welchen P. Drude (Lehrbuch der Optik, p. 379) 
aufgedeckt und fiir Quarz parallel der Hauptachse bestiitigt gefunden hat. 
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DG Gh q[ Bi by705 (0, + 05) = C” ¢92¥4(03 + 01) | 
(17) = — v, (A’a,?v, + Bb?v, + Cty? v5) 


Ag =O, \oaG [B'b? v5 (0; + 92) — C’ ey? vy (03 + 91)] 
= — v,(A”a,?v, + B’by?v, + CO’ Cy? v5) 


wobei die durch Punkte angedeuteten Gleichungen aus den _hin- 
geschriebenen durch zyklische Permutation der Buchstaben und Indizes 
folgen. Diese sechs Gleichungen wiirden nun fiir die Verhialtnisse 
A’: Bo2C',.A":B”’:6", A’: A oder (A+B + CO): (A? BAC); 
sowie fiir g aufzulésen sein. Die fiir g resultierende Gleichung ist die 
bereits oben abgeleitete (14) oder (15). Fiir die Verhiltnisse A’: B’: C’ 
wiirde bei fehlendem Drehungsvermégen gelten 
PODS Oa a 4 


ink 2 2° 2 2 
i 2 ——— 04 = 
a ie @ c 
q, eek F oe 0 


(17°) 


? 


und ebenso fiir A”: B”: C”; dabei ist unter g° eine der Wurzeln der 
durch Fortlassung der Drehungsglieder vereinfachten Gleichung (15) 
(also g° oder q$) zu verstehen. Da nun die Glieder mit den 0, sehr 
klein sind, so werden vorstehende Verhiltnisse ndherungsweise auch 
fiir den drehenden Kristall gelten. Da aber fiir diesen, wie wir sahen, 
den Hauptgleichungen nicht durch Loésungen mit reellen Faktoren 
W,B, © geniigt werden kann, so kann nicht A”: B’:C” = A’: B’:C 
sein, und es muff in den fiir A’, B’, C’ einerseits und A”, B”’, C” 
andererseits geltenden gleichlautenden Proportionen fiir g? das eine 
Mal die erste, das andere Mal die zweite Wurzel gesetzt werden, also 


Pe FB oA? ws re ey 
| 4: B 7C Lee o eae a Po 
| q, a, q, Ds q, Se 
18 
( ) | Ye vr a Vy; Vo Vs 
| :B SiG) —— Pras eae - Tie 
| q, Mire Ee o 4s % 


Dies sind aber nach I, Kap. I, Gl. (6) diejenigen Proportionen, 
welche die Schwingungsrichtungen in einem nichtdrehenden Kristall mit 
den Hauptlichtgeschwindigkeiten a), by,  bestimmen. Da diese, wie 
a. a. O. gezeigt, stets aufeinander senkrecht stehen, so ist 

A’ A” + B’B"” +C’'C"” =0. 
Folglich bedeuten gema8 § 6 der Hinleitung A’, B’, C’ bezw. A”, B”, 0” 
die Projektionen der Hauptachsen +’, r’’ der vom betrachteten Licht- 
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vektor beschriebenen Ellipse, und wir haben als Niherungsresultat 
den schon 8. 311 ausgesprochenen Satz wiedergewonnen, dap diese 
Lllipsenhauptachsen mit den Schwingungsrichtungen des nichtdrehenden 
Kristalls zusammenfallen. Es bleibt jetzt noch das Achsenverhiltnis 


| aie QC”? yr’ 


PLB ILoT Fae bestimmen. 


Man kann zu diesem Zwecke in den kleinen, die 0, enthaltenden 
: é ha Ae ee Cy oy 
Gliedern in (17%) fiir 77> a7 ,7 die aus vorstehendem Satze folgen- 
den Naherungswerte setzen, also die Werte, welche gelten wiirden 
wenn die Richtung von 7” sowohl zur Wellennormale als zu 7’ streng 
senkrecht wire; diese Werte sind: 
ee AOR he ay Bee Ave Oe, CC” Br,—A'r, 


Ae ) a ” 9 aa , ’ 


falls man noch festsetzt, daB 7° zu r” zur Wellennormale liegt wie 
die X- zur Y- zur Z-Achse des benutzten Koordinatensystems. Fiihrt 
man diese Werte ein und ersetzt ferner in den Gliedern mit den 0, 
die Hauptlichtgeschwindigkeiten sowie den Faktor qg durch einen ge- 
meinschaftlichen Mittelwert qg,,, so kann man die erste der Gleichungen 
(17*) schreiben: 


A’(q’ — a") — ¥, [A’{ (0, +95) 4? + (05 +.4;) v2? + (0; + 45) ¥57} 
(Lu) —v, {A’(d, + 03), + B’ (ds + 01) vp + C’ (0, + 99) v5} 
=—v,{A’a,?v, + B’D,?v, + C'e?v5}. 


Dazu kommen zwei analoge, durch zyklische Vertauschung der 
Buchstaben und Indizes zu bildende Gleichungen, in denen die Aus- 
driicke in den geschweiften Klammern dieselben sind. Fat man diese 


, 


é : d PAs = 
drei Gleichungen mit den Faktoren %,, (3, 72 zusammen, so erhalt 


man mit Riicksicht darauf, daB A’v, + B’y, + C’v,=0 und _ =» 1st: 
A’\2 JEON PHS bes CNCDe. 
(19) at —[(F) a0? + (Gr) Bh + (7) "| 
— Fe H\ (Oot 05) ¥,> +(03+0;) ¥27+(0, + 9s) vs"} = 0. 


In analoger Weise kann man, unter Beriicksichtigung der nach 
der obigen Festsetzung iiber die Richtungen von 7’, r” geltenden 


Relationen: 
eo A Oo Vy == B’ Vs 


7 Fe 


Gy OD Og 


aus den GI. (17) die Gleichung ableiten: 
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A’\2 ‘Be 2 Q” 2 
ae da Cy) a () by’ + Fr) al 
Fides ‘ 
— 8, © {(8_ + 95) %42 + (Os + 9,) %9? + (0; + 99) 9°} = 0. 


Die Ausdriicke in den eckigen Klammern sind offenbar die 


Wurzeln g? = qe bezw. qe fiir fehlendes Drehungsvermégen, und der 
Ausdruck in der geschweiften Klammer ist zufolge den Relationen 


(16) und (7) gleich ae Folglich kann man die vorstehenden 
Gleichungen auch schreiben: 

; 9 rm 2 a i 
(19') Pg een, g—g —Tg-— 
und erkennt ihre Identitit mit den Gleichungen (6). Je nachdem 
man fiir gq? den Wert q? (welcher fiir 9 = 0 in q? iibergeht) oder. g3 
setzt, erhalt man das Verhiltnis der in die Richtung A”, B”, C” 


fallenden Ellipsenachse zu der anderen fiir die Welle (1) oder (2). 
Hs ist also z. B. 


2 2 2 
, (eae age aera 
- gh q f He Qh @ 
~ 7m edi: 
2 2 . 
Da nun-nach (3) q,7+ q,.?= g,° +4," ist, so gilt 
1 
20 en eta 
(20) u ills,” 


was besagt, daB die Schwingungsellipsen der beiden Wellen eimander 
Ghnlich sind, aber gekreuet liegende grope Achsen und entgegengesetzten 
Umlaufssinn haben, was wiederum mit dem in § 2 aus dem Super- 
positionsprinzip abgeleiteten Resultate tibereistimmt. 


9. Spezialisierung fiir optisch einachsige Kristalle. Setzen wir 
fest, daB der Index , sich auf die ordentliche, der Index , auf die 
auBerordentliche Welle beziehen soll, und fiihren den Neigungswinkel 
g der Wellennormale gegen die Hauptachse ein, so wird 


Ore (PO 2 Dane 
q°=0, @,° =o cos’ p+ e’ sin? g, 


2 D) 9 Oke! 2 2 
a Voy \o 2+(0°—E)costp + V/ (o%e8)sintg+ (= 9443) | 
i eg 

Cty ae al 


| 
de 0 ++ (0? -e2)costp—V/(oe)Fsintp +(20 293) |, 


0 =7, sin? g + 1; cos? g. 


Dabei ist die 7 immer mit dem Vorzeicheh von 0? — e? zu 
nehmen; in der Richtung der Hauptachse wird sie demgemif bei 
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ee balad 2 
einem positiven Kristall — = Je|ag3,, bei einem negativen = — il o lig’, 


wo unter |e der absolute Wert des Drehungsvermégens verstanden 
ist. Will man die Wellen nach dem Rotationssinn ihrer Schwingungs- 
ellipse durch Indizes , und .. unterscheiden, so ist 
W=%, =, fiir einen positiven rechten oder negativen 
lnken Kristall, 
"“%=%, %=4% fir einen positiven linken oder negativen 
rechten Kristall. 
Die groBe Achse der Schwingungsellipse liegt stets fiir die Welle (1) 
senkrecht zum Hauptschnitt, fiir die Welle (2) parallel zum Haupt- 
schnitt, und das Verhiiltnis.x der kleinen zur groBen Achse ist nach 


(19°) gegeben durch: 


Vere sin OAC dg) (7, sin® p+ 1, cos” p)?— (0? —e?) sin? w 
(pa yrgioa C E stead ve 


- 18, (7, sin® gy + 7, cos? q) 


In den vorstehenden Gleichungen sind die Gesetze enthalten, 
welche bereits in § 6 im allgemeinen ausgesprochen wurden, und iiber 
deren quantitative Bestitigung durch Beobachtungen weiter unten ein- 
gehender berichtet werden soll. Hier sei nur noch hervorgehoben, 
daB die Abhiingigkeit des @ von der Richtung oder, anders ausgedriickt, . 
die Verschiedenheit von r, und r, auf die Gestalt der Normalenfliche 
nur sehr geringen Hinflu8 hat, da dieselbe von derjenigen eines nicht- 
drehenden Kristalls tiberhaupt nur in solchen Richtungen merklich 
abweicht, welche mit der Hauptachse kleine Winkel bilden, und fiir 
welche demnach @ nahe gleich r, ist. Dagegen hingt die, freilich auf 
alle Falle bei den meisten Kristallen sehr geringe, Hlliptizitit der 
Schwingungen in Fortpflanzungsrichtungen senkrecht zur Hauptachse 
von r, ab; denn es wird fiir = 3a, wenn man die 7/ unter Be- 
riicksichtigung der Kleinheit des zweiten Gliedes des Radikanden 


entwickelt: 

i POE ar 
95 Be eee Rie «Meat eke! gS 
(23) Ma ma 07—e* %n(e—o) 


Ist x, durch Beobachtungen ermittelt, so kann also hiernach mit 
Hilfe der Hauptbrechungsindizes ¢, @ und der Wellenlinge 1 des 
‘angewandten Lichtes die Konstante 7, berechnet werden. Da ferner 
ry, als das Drehungsvermégen in Richtung der Hauptachse direkt be- 
obachtbar ist, so ist hiermit ein Mittel gegeben, zu entscheiden, ob 
r, und 7, einander gleich oder verschieden sind. Nach den spiter zu 
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besprechenden Beobachtungen von Voigt’) am Quarz gilt das letztere 
und es ist auch 7, von Null verschieden; folglich trifft beim Quarz 
keine der iilteren Theorien zu, denen zufolge entweder 1, = 7, oder 
(wie nach der ersten Theorie von V. v. Lang) 7, = 0 sein sollte. 


10. Normalenfiache und Strahlenfliche zweiachsiger Kristalle. 
Die Gleichung (4) oder (15’) ist fiir den Fall eines konstanten 9 (also 
fiir 0, = 6,— 03 oder 14, —= 122133) von O. Weder”) einer eim- 
gehenden Diskussion unterzogen worden. Die Resultate dieser Unter- 
suchung behalten aber, von Ausnahmefiillen abgesehen, ihre Giiltigkeit 
in der Hauptsache auch dann, wenn fiir @ die Funktion (7) der 
Richtungskosinus eingesetzt wird. 

Zuniichst folgt aus (3), daB q,7—g,” niemals verschwinden kann 
und immer dasselbe Vorzeichen wie q,° — q,° besitzt (da dies fiir die 
z, in (3) auftretende V  festge- 
setzt ist). Dies bedeutet, dap 
die Normalenfldche aus zwei 
vollig getrennten Schalen be- 
steht®), die in den durch 
q° = q° bestimmten Rich- 
tungen, welche bei fehlender 
Doppelbrechung die Binor- 
malen wiiren (und auch hier 
so bezeichnet werden sollen), 
zwar einander am niachsten 
kommen‘), aber ohne sich 
zu beriihren. (Siehe Fig. 128, 
welche den Schnitt der Nor- 
malenfliche mit der ZX- 
Ebene schematisch veranschaulicht.) Fiir diese Richtungen haben die 
Normalengeschwindigkeiten in groBer Anniherung die Werte: 


Fig. 128. 


1) W. Voigt, Géttinger Nachr. 1903, p. 170. 

2) 0. Weder, Die Lichtbewegung in zweiachsigen aktiven Kristallen. 
Dissert. Leipzig 1896. — Die Gleichung ist in dieser Form zuerst von Clebsch 
[Journ. f. Math. 57 (1860), p. 319] aus der Theorie von Cauchy abgeleitet worden. 

3) Nur in dem bei den Gruppen Ila und IIIb méglichen Fall, daB o gerade 
in den Richtungen der Binormalen verschwindet, wtirden die beiden Schalen in 
diesen Richtungen Punkte gemeinsam haben. 

4) Dies gilt nicht genaw, da die Richtungen, in denen g, — q, ein Minimum 
wird, ein wenig von denjenigen abweichen, wo q,*— q,* ein Minimum erreicht; 
auferdem wtirde die Anderung des @ mit der Richtung die Minimumrichtungen 
etwas beeinflussen. 
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7 il) ih 
(24) gy = by + = 20,2, eee nel bs 


Die Differenz q,7—q,? oder g,—4q, also die Stiirke der Doppel- 
brechung, wird durch das Hinzukommen des Drehungsvermégens stets 
vergroPert, am meisten in der Umgebung der Binormalen, am wenigsten 
in der Richtung Y der starksten Doppelbrechung. 

Die Schnittkurven der Normalenfliche mit den Koordinatenebenen 
— welche bei konstantem @ immer, bei von der Richtung abhingigem 
_ @ aber in Strenge nur fiir rhombische Kristalle Symmetrieebenen der 
Normalenflache sind — sind hier irreduzibele Kurven. Dagegen 
existieren bei konstantem 9 zwei Paare anderer Hbenen, welche je die 
eine Schale der Fliche in einem Kreis, die andere in einem Oval 
schneiden; dieselben gehen durch die Y-Achse hindurch und schnei- 
den die Z X-Ebene in Geraden, die sehr kleine Winkel mit der Z- bezw. 
X-Achse bilden (OK und OK’ in Fig. 128). Die Normalenflache 
ist dann der geometrische Ort der Schnittkurven einer Kugelschar 


et+yte= Rk 
mit einer Schar elliptischer Kegel: 
tN O(a eke Pry CE ae i) 
+ 2[(R — a?) (Rt — 0) —P]=0, 


wo P fiir 0. @, steht. Durch jede Wellennormalenrichtung gehen 


dabei zwei derartige, sich orthogonal schneidende Kegelflachen, und 
die senkrecht zu letzteren durch die Wellennormalen hindurchgelegten 
Ebenen enthalten die zugehdrigen Strahlen. Diese Ebenen enthalten 
aber nicht, wie man nach Analogie der nichtdrehenden Kristalle er- 
warten kénnte, die groBen Achsen der Schwingungsellipsen und sind 
also auch nicht als Halbierungsebenen der Winkel zwischen den durch 
die Wellennormale und die Binormalen gelegten Ebenen konstruierbar. 

Die analytischen Beziehungen, welche den zu einer gegebenen 
Wellennormale gehérigen Strahl bestimmen, sind, wie O. Weder ge- 
zeigt hat, immer eimdeutig (wahrend sie bei Punlitken zweiachsigen 
Kristallen aufhéren dies zu sein, wenn die Wellennormale in die 
Richtung einer Binormale fiillt). Daraus folgt, dab zu jeder Wellen- 
ebene nur ein Strahl gehort, oder anders ausgedriickt, dab die Strahlen- 
fliiche keine singuldren Tangentialebenen besitzt. Demzufolge muf die 
Ersgheinung der inneren konischen Refraktion durch das Vorhandensein 
von Drehungsvermégen aufgehoben werden. Hine Bestiitigung dieser 
Folgerung durch Beobachtungen liegt noch nicht vor. 
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Die Strahlenfldiche — deren Gleichung sehr kompliziert wiirde — 
besteht, wie die Normalenfliche, aus zwei vollig getrennten Schalen. 
Wiahrend aber die beiden Schalen der Normalenfliiche frei von singu- 
laren Punkten sind, gilt dies bei der Strahlenflache nur von der 
iuBeren Schale. Ihre innere Schale hingegen besitzt, wie zuerst 
Pocklington bemerkt hat'), kegelartige Hervorragungen nach auBen 
mit Riickkehrkanten von der Art, dai ihre Schnittkurve mit der Z X- 
Ebene sich in der Nahe der Binormalen thnlich verhilt, wie die in 
Fig. 48, S. 126 dargestellten Kurven, nur mit dem Unterschied, dab 
die diufere Kurve (G,G,') hier nach aufen schwach konvex gekriimmt 
sein wiirde. Da nun diese Hervorragungen mit der inneren Schale 
der Strahlenflache in konischen Doppelpunkten zusammenhingen, so 
folgt Gm Widerspruch mit einer Behauptung von O. Weder, 1. e. p. 43), 
dap die dupere konische Refraktion auch bet Vorhandensein von Drehungs- 
vermogen bestehen bleibt. 

Die Indexfliche besitzt keine Doppelpunkte, dagegen Wende- 
tangenten auf ihrer auBeren Schale. 


11. Schwingungsform und Drehungsvermoégen in der Nahe der 
Binormalen. Fiir das Achsenverhiltnis x, folet aus (6) in Verbin- 
dung mit (3) unter Benutzung der oben eingefiihrten Abkiirzung P 
der Ausdruck 


ity = 5 (VO. — a) + APP — 9), 
oder, wenn man q,° und q,” gemi8 den Formeln (8) 8. 38 durch die 


Hauptlichtgeschwindigkeiten a°, c? und die Winkel g,, m, der Wellen- 
normale gegen die Binormalen ausdriickt, 


1 ORE ee 5 : 5 
(25) x, aye | Va? — €") sin’ y, sin? y, +4P?—(a,?— ¢,”) sin g, sin 9, : 


wobei die VY — stets mit dem Vorzeichen von (a,?— €)") sin g, Sin g,, 
also positiv zu nehmen ist, so da x, das Vorzeichen von P _besitzt. 

Fir die Richtungen der Binormalen wird x, —=-+ 1 (je nach dem 
Vorzeichen von P); es pflanzen sich also in diesen Richtungen ZWel 
zirkularpolarisierte Wellen fort mit Geschwindigkeiten, deren Differenz 


P p 

nach (24) durch = = gegeben ist. Demnach mufs in den 
Z 0 

Liichtungen der Binormalen reine Drehung der Polarisationsebene auf- 


treten, und zwar, wie der Vergleich mit (4), Kap. I, zeigt, vom Betrage 0 
pro sche een und nach links oder nach rechts, je nachdem die 


NHC C. Pocklington, Phil. Mag. (6) 2 (1901), p. 361, 365. 
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schnellere Welle (1) links oder rechts rotiert, was wieder vom Vor- 
zeichen yon @ abhiinet. 

_ Fir Richtungen, die einen sehr kleinen Winkel Og mit einer 
-Binormale bilden, ist nach (25) die Abweichung des x von 1 nahezu 


gegeben durch ole sin 2Qdq, wihrend sie bei einem einachsigen 
Kristall mit den Hauptlichtgeschwindigkeiten a), ¢,. fiir Richtungen, 
die um dg gegen die Hauptachse geneigt sind, zufolge (22) den 
Betrag Ba (Og)? hat. Der Vergleich dieser beiden Ausdriicke 
laft erkennen, daB der Winkelbereich, innerhalb dessen eine bestimmte 
Annaherung der Schwingungsform an den Kreis statttindet, bei optisch 
zweiachsigen Kristallen von nicht sehr kleinem Binormalenwinkel 2 Q sehr 
viel kleiner sein muf, als bei emachsigen Kristallen von gleich starker 
Doppelbrechung und gleichem Drehungsvermégen. Dies ist der Grund, 
weshalb die Existenz von Drehungsvermégen bei optisch zweiachsigen 
Kristallen bis vor kurzem der Wahrnehmung iiberhaupt entgangen war. 

Wegen der Abhingigkeit des @ von der Richtung kann das 
Drehungsvermigen fiir die beiden Binormalenrichtungen ein verschie- 
denes sein, so z. B. bei monoklinen Kristallen der Gruppe Ib in dem 
Falle, daB die Binormalenebene senkrecht zur Symmetrieachse X ist; 
haben dabei r,, und 73, verschiedenes Vorzeichen, oder ist 73, > 19733, 
so kann ersteres auch fiir das Drehungsvermégen parallel den beiden 
Binormalen gelten, wofiir nach den 8. 301 angefiihrten Beobachtungen 
der Rohrzucker ein Beispiel bietet. Bei rhombisch-hemiédrischen Kri- 
stallen (Gruppe Illa) ist aber das Drehungsvermégen fiir beide Binor- 
malen stets gleich, auch bei verschiedenem Vorzeichen der Konstanten 1,,. 
Auch dies wird durch die vorhandenen Beobachtungen (vergl. 5. 302) 
bestitigt. In den Gruppen Ia und IIIb, wo alle r,,—0 sind, muf den 
beiden Binormalen je nach der Lage ihrer Ebene entweder verschwin- 
dendes, oder entgegengesetzt gleiches Drehungsvermégen entsprechen 
(letzteres bei rhombisch-hemimorphen Kristallen dann, wenn die Bi- 
normalenebene normal zur hemimorphen Achse steht). In diesen Fallen, 
wie auch in IVd und IVe, wird nimlich die Normalenflaiche durch zwei 
gueinander senkrechte Ebenen in vier Gebiete geteilt, in denen die 
Schwingungen der schnelleren Welle abwechselnd rechts oder links 
rotieren, wihrend den in jenen Ebenen liegenden Fortpflanzungsrich- 
tungen streng geradlinige Schwingungen zukommen. 

Cd 


12. Bemerkung iiber hemimorphe Kristalle. Die Hrweiterung 
der Differentialgleichungen, welche zur Erklirung des Drehungs- 
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vermégens vorzunehmen war und in § 6 fir rhombische (oder héher 
symmetrische) Kristalle durchgefiihrt wurde, bestand in der addi- 
tiven Hinzufiigung der mit gewissen Konstanten multiplizierten Diffe- 
rentialquotienten der elektrischen Verschiebungskomponenten nach ¢ 
zu den magnetischen Feldkomponenten, bezw. (im 2° Gleichungs- 
tripel) der Differentialquotienten der letzteren zu den elektrischen 
Verschiebungskomponenten. Die Frage, in welchen linearen Ver- 
bindungen diese beiden Arten von Vektorkomponenten tiberhaupt bei 
den verschiedenen Kristallgruppen nach ihrer Symmetrie vorkommen 
kénnen, ist von Voigt systematisch untersucht worden.*) Das elek- 
trische Feld oder die elektrische Verschiebung wird durch einen 
polaren, das magnetische Feld durch einen axialen Vektor gemessen.”*) 
Die Komponenten eines polaren und diejenigen eines axialen Vektors 
kénnen nun allgemein nur dann in linearer Verbindung auftreten, 
wenn ein Zentrum der Symmetrie fehlt. Folglich ist die in Rede 
stehende Erweiterung der Differentialgleichungen der Lichtbewegung 
jedenfalls nur bei den in § 4 aufgezihlten azentrischen Kristallgruppen 
méglich, und von diesen kommen infolge ihrer speziellen Symmetrie- 
yerhiltnisse noch die Gruppen VId, VIle und VIIb in Fortfall. 
Auer bei den Gruppen, welche nach der Zusammenstellung in § 4 
Drehungsvermégen besitzen*), kénnen also noch bei den hemimorph- 
hemiédrischen Gruppen des tetragonalen, rhomboédrischen und hexago- 


1) W. Voigt, Géttinger Nachr. 1903, p. 186. 

2) Der zuerst von P. Curie betonte Unterschied dieser beiden Arten von 
Vektoren lift sich dadurch charakterisieren, daB bei Umkehrung der Richtungen 
aller drei Koordinatenachsen die Komponenten eines polaren Vektors ihr Vor- 
zeichen wechseln, diejenigen eines axialen Vektors dagegen nicht. (Vel. z. B. 
Voigt, Kristallphysik, p. 18.) Axiale Vektoren sind z. B. eine Drehungs- 
geschwindigkeit oder ein Drehungsmoment, welche man ja durch eine auf der 
Drehungsachse aufgetragene Strecke repriisentieren kann. Man kann den Unter- 
schied der beiden Vektorenarten auch so charakterisieren: fiir beide ist die 
Vektorrichtung eine unendlichzihlige Symmetrieachse; fiir den polaren Vektor 
sind alle durch dieselbe hindurchgehenden Ebenen Symmetrieebenen, die zu ihr 
senkrechte Ebene aber nicht, wihrend fiir den axialen Vektor umgekehrt nur 
diese letztere Ebene eine Symmetrieebene ist. — Daf nun das magnetische Feld 
den Charakter eines axialen Vektors besitzt, ist hiernach sofort einzusehen, 
wenn man,sich erinnert, daf ein solches durch ein System geschlossener elek- 
trischer Stréme, die mit bestimmtem Umlaufssinn in Ebenen senkrecht zu den 
magnetischen Kraftlinien flie8en, hervorgebracht werden kann, und daf die 
elektrische Strémung oder das elektrische Feld (wie die Erscheinungen der Piézo- 
elektrizitat lehren) ein polarer Vektor ist. 

3) Ftir diese ftihren die so nach Mafgabe der Symmetrie erweiterten 
Differentialgleichungen in grofer Anniherung zu den oben in §§ 1—3 ent- 
wickelten Gesetzen der Fortpflanzung ebener Wellen, wie dies in §§ 6—8 am 
Beispiel der rhombisch-hemiédrischen Gruppe gezeigt ist. 
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nalen Systems Zusatzglieder der besprochenen Art auftreten, und zwar 
lauten dieselben hier den Symmetrieverhiiltnissen zufolge in den 
beiden ersten Differentialgleichungen des Tripels 9 a) 


OD, 1G, O°&, 
ey ae fen acne 


_Tripels 9c) 


oL OL 
Sher und Ton Op: 


wahrend je die 3° (auf die Z-Komponente beztigliche) Differential- 
gleichung kein Zusatzglied erhilt. Aus dieser speziellen Form der 
Differentialgleichungen folgt nun, daB die Gesetze der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten durch die Zusatzglieder nicht beeinfluBt werden, 
wenn man wie friiher Glieder 2°" Ordnung in bezug auf die Erginzungs- 
konstanten vernachlissigt.1) Ebenso wird die Schwingungsform nicht 
beeinfluBt, d. h. bleibt limear. Fir hemimorphe optisch einachsige 
Kristalle ist also keine nachweisbare Abweichung von den Huygensschen 
Gesetzen der Doppelbrechung zu erwarten. In der Tat hat W. Voigt 
mittels eimer empfindlichen Interferenzmethode nachweisen k6nnen, 
daB im rhomboédrisch-hemimorphen Turmalin die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten nach den beiden entgegengesetzten Richtungen der 
polaren Achse wenigstens bis auf jt, ihres Wertes iibereinstimmen. ”) 

Hin Einflu8 der Zusatzglieder von der ersten Ordnung in bezug 
auf die GréBen c, wiirde bei den hemimorphen optisch einachsigen 
Kristallen jedoch bei den Erscheinungen der Reflexion zu erwarten 
sein und sich z. B. darin auBern miissen, daf bei der Reflexion an 
einer zur Hauptachse seénkrechten Flaiche linear polarisiertes Licht 
in elliptisch polarisiertes verwandelt wiirde. Versuche von Voigt, 
diesen Effekt am Turmalin nachzuweisen, blieben erfolglos. In An- 
betracht der Schwierigkeit dieser Messungen, die insbesondere durch 
den Einflu8 der nie fehlenden Oberflichenschichten (siehe 8. 181) 
bedingt wird, darf allerdings hieraus noch nicht auf das Fehlen der 
fraglichen Glieder in den Differentialgleichungen geschlossen werden. 
Denn es ist bisher auch noch ‘nicht gelungen, am Quarz den analogen 
Einflu8 nachzuweisen, den der Theorie zufolge das Drehungsvermégen 
auf die Reflexion haben mu. Jedenfalls berechtigen uns aber diese 
negativen Beobachtungsresultate, an dieser Stelle von einem niéheren 


Eingehen auf die fraglichen Hrscheinungen Abstand zu nehmen. 
ae 


1) WY, Woiystns Ines fo, ast 2) W. Voigt, Gottinger Nachr. 1903, p. 194. 
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Drittes Kapitel. 
Priifung der Theorie durch Beobachtungen. 


Wir bemerken im voraus, daB Messungen, welche zu einer Priifung 
der theoretisch abgeleiteten Gesetze fiir die Wellengeschwindigkeiten 
und Schwingungsform in Kristallen mit Drehungsvermégen dienen 
kénnen, bisher ausschlieBlich am Quarz ausgefiihrt worden sind, 
welcher sowohl wegen der GréBe und Homogenitat seiner Kristalle, 
als auch wegen seiner relativ schwachen Doppelbrechung und seines 
starken Drehungsvermégens hierfiir das weitaus geeignetste Material 
bietet. 


A. Erscheinungen in parallelem Lichte. 


1. Formeln fiir senkrechten Durechgang homogenen polari- 
sierten Lichtes durch eine gegen die Hauptachse geneigte Platte 
eines einachsigen drehenden Kristalls. Wie wir in Kap. I, § 1 sahen, 
erleidet eime linear polarisierte Welle homogenen Lichts bei senk- 
rechtem Durchgang durch eine zur Hauptachse senkrechte Quarzplatte 
einfach eine deren Dicke proportionale Drehung ihrer Polarisations- 
ebene. Hine zur Hauptachse parallele Quarzplatte verhilt sich hin- 
gegen sehr anndhernd wie eine solche aus einem nichtdrehenden 
Kristall, d. h. so als ob sich in ihr zwei linear polarisierte Wellen 
fortpflanzten. (Vergl. jedoch 8.329 unten.) LaSt man nun die Neigung 
der Plattennormale gegen die optische Achse von Null an wachsen, 
so beobachtet man einen stetigen Ubergang von dem ersteren Ver- 
halten zu dem letzteren; wenn linear polarisiertes Licht auf eine 
solehe geneigte Platte senkrecht einfallt, so wird das austretende Licht 
bei Drehung der Platte in ihrer Ebene und bei Drehung des Analy- 
sators niemals ausgeléscht, es ist also stets elliptisch polarisiert.') 

Wenn wir uns zunichst erinnern, daB nach dem in der Hinleitung, 
§ 6, und in I, Kap. VI, § 4, Gesagten die Lage und das Verhiiltnis 
der Achsen der austretenden Schwingungsellipse mittels eines Kompen- 
sators in Verbindung mit einem Analysator bestimmt werden kann, 
so handelt es sich nur noch darum, aus diesen Bestimmungsstiicken 
idas Achsenverhiltnis x und die beim Fortschreiten um die Liingen- 
einheit stattfindende relative Verzégerung 6 der beiden elliptischen 


1) Bei Anwendung sehr intensiven Lichtes erkennt man, daB auch eine 
zur Achse parallele Platte zwischen gekreuzten Nikols nicht vollstindig aus- 
léscht. Siehe Voigt, Gittinger Nachr. 1903, p. 176 
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Schwingungen in der Kristallplatte, welche Gréfen theoretisch durch 
die Formeln (1) und (2), 8.311, gegeben sind, zu ermitteln. Wir 
legen die Y-Achse in den Hauptschnitt der 
Platte und bezeichnen mit « den Winkel, den 
die Schwingungsrichtung OS des einfallenden 
linearpolarisierten Lichtes mit dem Haupt- 
schnitt OH bildet (siehe Fig. 129); die ein- 
fallende Amplitude setzen wir der Hinfachheit 
halber gleich 1. Dann sind die einfallenden 
Komponenten also IE 


Uy = — sina Cost, Up = COS & COST. 


Diese zerlegen sich im Quarz in zwei elliptische Schwingungen, deren 
Komponenten folgende Form haben: 
u,—= A, cos(c—A,°), Uy = * Ay cos (t — A.°), 
0, = A, x sin(s —A,°), V, = — A, sin(r — A,°), 
wo der Index , sich auf die ,,ordentliche“, d. h. diejenige Welle be 
zieht, deren grofe Achse senkrecht zum Hauptschnitt ist, und wo x 
fiir linksdrehenden Quarz (auf den sich Fig. 129 bezieht) positiv, 
fiir rechtsdrehenden negativ zu nehmen ist. 
Aus der Gleichsetzung von uw, und u, + u, bezw. vy und v, + 2, 
folgen die Relationen: 
A, cos A,° + «A, cos A,° = — sine, 
A, sin A,° + «A, sin A,° = 0, 
A, cos A,° — A, cos A,° = 0, 


A,x sin A,° — A, sin A,° = — cos «, 
deren Auflésung ergibt: 
— sin « —.% sin c 
exe Oo 
A, cos A = se» A, cos As eee 
. One — % COS & . Os COs a 
A, sin A, ay gi A, isin A, are isiite g 
42 sin? « | x? cos? c g _ # ain? a + cos? a 
rel ie 2 ’ han 
(1 + x?) (L$ x3)’ 


Je nachdem « > 45° oder < 45° ist, ist die Ellipse mit der zum Haupt- 
sehnitt OY senkrechten oder diejenige mit der zu ihm parallelen grofen 
Achse die gréBere von beiden. Die Richtung OS ist parallel einer 
gem@insamen Tangente beider Ellipsen. (Siehe Fig. 129, die fiir 
tg «1,4 gezeichnet ist.) Fir «= 90° wird Aj x4). ds ih die 
groBe Achse der Ellipse (2) gleich der kleinen der Ellipse (1), fiir 


Pockels, Kristalloptik. 22 
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« =O ist es umgekehrt; in Fig. 130, a—d, ist die gegenseitige Lage 
und der Umlaufssinn der beiden Ellipsen in einem rechten und linken 
Quarz fiir diese beiden ausgezeichneten Schwingungsazimute des ein- 
fallenden Lichtes (die durch Doppelpfeile angedeutet sind) veran- 
schaulicht. 

Die Komponenten der beiden Schwingungen beim Hintritt in die 
Quarzplatte sind nach obigem: 


1 ; 
Pte galore COS ae COC SIE | 
1 at 
| Uy = = —3{— x* sin a cost + x cos a sin T}, 
1tx 
() eke 
Ea Ts act git ap pl Tis 
0, = mm {% sin @ sin t + cos @ cos T}. 


Beim gate hat die Schwingung (2) gegen (1) eine relative Phasen- 
verzogerung A= D.-0_ erhalten, 


alge eae wenn D die Dicke der Platte und d 
ce die durch Gl. (1), Kap. II, bestimmte 
GréBe (bei stets positiv genom- 


a.rechter b, linker es i 
eee mener Y ) ist. Es ist also, wenn 
oe Ui [6 , 

man fiir die Komponenten u,, v, 


der austretenden Schwingung (1) 


die Form von u,,v,, nur mit Hr- 

setzung von t durch 7, beibehilt, 

in denjenigen der Schwingung (2) 

t—A statt + zu setzen. Bringt 

BRE caer a linker man schlieBlich w’ = u,’ + uy’ bezw. 

ane v =v, +0, auf die Form 

Asin (c’— 4,) bezw. Bsin (c’— A,), 

so findet man nach den Formeln (3)—(6) des § 6 der Hinleitung 
die austretende Schwingungsellipse. 

Wir wollen die Rechnung hier nur fiir die beiden, bei den Be- 
obachtungen vorzugsweise in Betracht kommenden Falle durchfiihren, 
daB die einfallende Schwingune parallel oder senkrecht zum Haupt- 
schnitt (« = 0 oder = 90°) ist. 

1. «=Q0. Polarisationsebene senkrecht zum Hauptschnitt. 


w= 7 a( sin (2'— A) — sin 1’ jarqaers 3{sinz’ (cosA —1)—cosr’sinA}, 
v= pga (#0080 + 008 (0 A)} =p sal sine’sinA + cosr(cosA'+-x)}, 
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2 . 
A? = _*__{2 — 2 cos A} = Goes 


2) aa Tea 
jpegs Cel ay AL Dop2 _ 1 _ (2%8in tA)? 
apart t* + 2x? cos A}=1 Grimes 
tg A, = — cote 4 tg A, =—* ees 
, } b= oe A 
(3) tg A = tg (A, — A,) = an tg on 
Setzt man 
B 
(4) x—tgy, oe ee 
so folgt durch leichte Rechnung: 
(5) cos © = sin 2y sin oy 
, 4, - A 
(6) tg A’= cos 2y tg = - 


Zur Bestimmung des Achsenverhiltnisses ee =tg d der austreten- 
den Schwingungsellipse und des Azimutes ~ ihrer Hauptachsen hat 
man nach § 6 der Hinleitung die Gleichungen [(5’) beaw. (6), 8. 9] 
(7) tg 2y = tg 20 cos A’, 

(8) sin 24 = + sin 20 sin A’. 

Driickt man tg 20 und cos A’ mit Hilfe der vorstehenden Gleichungen 
(2), (4) und (6) durch y und A, also durch die Bestimmungsstiicke der 
elliptischen Schwingungen im Kristall aus, so erhalt man 


(9) tg 24 = 
oder, wenn man benutzt, daB nach den Gouyschen Formeln (8. 311) 
ésin2y=—OsmB=20 oder Asin 2y—2Do = 2P 


sin 2y sin A 
cos? 2y + sin? 2y cos A’ 


und 

0 cos 2y =dcosB=0°, Acos2y=A?° 
ist, auch 
(9’) tg Qu 2PA sin A 


A? 4 4P2 cos A. 
Ferner ergibt sich aus (6%) der Einleitung in Verbindung mit der 
obigen Gl. (6): 


bk tg 2 
tg 29 = tg A’ sin 2y = cos 2y tg A Eas 


Vit tg? ay’ 


oder mit Benutzung von (9): 
sin4dy-sin? tA 


tg 29 = ——___*_—__. 
eo) 8 V1—sin?4y sin‘ iA 
(10')4 sin 2%=sin4y-sin? tA, 
a sindy-sint¢ AQ 
an me idigiis a at ynan fA 


bo 
bo 
*% 


f 
a 


v 
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Um umgekehrt aus den mittels Kompensators und Analysators direkt 
beobachtbaren GréBen A’ und © die Gréfen A= Dd und x= tg y 
zu berechnen, dienen die aus (5) und (6) leicht ableitbaren Formeln: 


A ee 
(11) cos 5 = cos A’ sin O, 
1 
oe) tg 27 woman" 
2, = OO: pe ree a meen dem Hauptschnitt. 
= oS {cos t’+ x? cos (t’— A) } = ~,{cosr’(1+%?cosA) + sint’ x7 sind }, 
= 5p gs («sin (A) —x sind’ \ = Tia {sint’(1—cosA)+cosz’ sin A}, 
| 42 1+ «4+ 2x? cosA t— 2x sin $A 2 
(2’) | (1+ x3)" ( ee ) 
| ng (2x sin fA\? 
te gi ); 
1+ x? cos A —sin A A 
tg Ay = x? sin A ? bei eaaeeon ane cotg 9? 
; i a 
| tg A = tg (A, —A,) = 7p te S 


Ist wieder 2 = tg 0, x =tg y, so wird, wie im Falle 1, 
tg A’ = cos 2 tg = 


dagegen abweichend: 


(13) sin @ =F sin 5 = sin 2y sin 4. 
Die Auflésung nach A und y ergibt: 
A 
(14) cos = = cos A’cos O, 
tg O 
ce) ee 


Fiir die Veriinderung der austretenden Schwingungsellipse bei von 0 
an wachsendem A, also etwa bei zunehmender Dicke der Platte, lait 
sich aus den Formeln (3) bis (10) folgendes entnehmen. Die Glei- 
chung (9) zeigt, daB beziiglich der Drehung der grofen Achse ein 
verschiedenes Verhalten statt hat, je nachdem tg 2y >1 oder <1, 
dpi.) oder (Vo 1) ist, da nur im ersteren Falle der Nenner 
von tg 2y~ durch Null hindurchgehen kann. 

1. Im Falle «= 0, wo die einfallende geradlinige Schwingung 
parallel dem Hauptschnitt ist, ergibt sich: 


A. wenn x positiv und > /2—1 ist (linker Kristall, Wellen- 
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normale wenig von der Hauptachse abweichend), eine rechtsumlaufene 
austretende Schwingungsellipse, oie eroke Achse sich, wahrend A 
von 0 bis x bezw. 2a wiichst, um 4a bezw. a nach links dreht, wobei 
das Achsenverhiiltnis te o ete wichst und, wie aus (10) oder 


(10”) folgt, sein Maximum = tg 2y = ot fiir A =a erreicht (siehe 
Fig. 131, die fir » = 30° gilt); 


A=0 ae 3H 2a 


Fig. 131. Fig. 132. 


B. wenn x positiv und < 2 —1 ist (was bei hinreichend oroBer 
Neigung der Wellennormale gegen die Hauptachse jedenfalls zutrifft) 
eine ebenfalls rechts umlaufene Ellipse, deren groBe Achse sich zu- 
nachst auch nach links dreht, dann aber, wenn cos A = — tg? 2y, 
y= : 3 arctg Car ae = : arcsin 2 geworden ist, 
A=a wieder parallel der einfallenden Schwingung ist und fiir 
a <Q< 2a nach der anderen Seite von dieser abweicht (siehe 
Fig. 132, worin die Grenzlagen der Ellipse, sowie als gestrichelte 


umkehrt, fiir 


Linien einige Zwischenlagen der groBen Achse, unter der Annahme 
y = 15° dargestellt sind.) Die Schwankung der Achsenrichtung ist 
um so kleiner, je kleiner x ist, ebenso das Maximum des Achsenver- 
hiltnisses, welches sich wie im Falle A bestimmt. So ergibt sich 
z. B. ftir eme Welle, die sich im Quarz unter einem Neigungswinkel 


von 25° gegen die Hauptachse fortpflanzt, ae = 0,044, « = 0,022 


6° 
und hieraus das Maximum des Drehungswinkels der grofen Ellipsen- 
achse = 1°25'37” und dasjenige des Achsenverhiiltnisses = 0,044; 


wahrend fiir die zur Hauptachse senkrechten Fortpflanzungsrichtungen, 
wo x=0,0039 wird, jene Maximalwerte nur noch 13’24” bezw. 0,0078 
betragen. 

Der Ubergang vom Falle A zu B tritt ein, wenn tg 2y = 1, 
“x = V2—1 ist; dann wird die Ellipse, wenn A durch x hindurch- 
geht, zum KAyeise, und die Richtung der grofen Achse andert sich 
dabei sprungweise um $a. Da x eine eindeutige Funktion der Nei- 
eung der Menentomele gegen die optische Achse ist, so kann die 
austretende Schwingung also nur fiir eine bestimmte wolehe Neigung 
und auBerdem (wegen der Bedingung fiir A) fiir bestimmte Dicken 
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der Quarzplatte, naémlich fiir D = x aa ; 
jedem Falle ist natiirlich fiir A—2zx die urspriingliche lineare 
Schwingung wiederhergestellt und wiederholen sich bei weiter wach- 
sendem A dieselben Schwingungsformen, wie im Intervall 0<A<2z. 

Fiir negatives x, d.h. einen rechten Kristall, wird sowohl der 
Umlaufssinn der Ellipse, als der Drehungssinn ihrer grofen Achse 
entgegengesetzt, waihrend das Achsenverhiltnis das gleiche bleibt. 

2. Im Falle « = 90°, d. h. bei senkrecht zwm Hauptschnatt gerich- 
teter einfallender Schwingung, ist die Lage der austretenden Schwin- 
gungsellipse gegen die einfallende Schwingung, sowie ihr Achsenver- 
hiltnis das gleiche, dagegen ihr Umlaufssinn der entgegengesetzte, wie 
im Falle « =O fiir dasselbe A. Die Figuren 133 und 134 erlautern 
dieses Verhalten fiir einen linksdrehenden Kristall, erstere fiir y = 30°, 
letztere fiir y = 15°; die Schwingungsellipsen sind ftir dieselben 
Phasendifferenzen gezeichnet, wie in Fig. 131 und 132. 


—ZAX— —-adea— 


Fig. 133. Fig. 134. 


kreisformig werden. In 


Bei einem von O und 90° verschiedenen Azimut der einfallenden 
Schwingung werden die Verhiltnisse natiirlich komplizierter. Im Falle 
« = 45° ergibt sich aus den Formeln (1) leicht das Resultat, dai fiir 
A=(2n+1)x w=v' wird, d. h. die austretende Schwingung wieder 
geradlinig, aber senkrecht zw einfallenden ist, gerade so, wie es bel 
fehlendem Drehungsvermégen der Fall sein wiirde. 


2. Beobachtungen an Quarz iiber die elliptische Polarisation 


von geneigt gegen die Hauptachse fortschreitenden Wellen. 
Hinige derartige Beobachtungen hat bereits Airy‘) angestellt, indem 
er elliptisch polarisiertes Licht einfallen lieB und dessen Achsenver- 
hialtnis so regulerte, da8 das aus der Quarzplatte austretende Licht 
den gleichen Schwingungszustand, wie das einfallende, besa, also 
durch einen elliptischen Analysator, der auf Ausléschung des urspriing- 
lichen Lichtes eingestellt war, ebenfalls ausgeléscht wurde. Hierdurch 
war Airys Annahme, daf sich im Quarz in von der Hauptachse ab- 
weichenden Richtungen elliptische Schwingungen ungeiindert fort- 
pflanzen, als richtig erwiesen, und es hiitte durch diese Versuchs- 


1) B. G. Airy, Cambr, Trans. 4 (1831), p. 202. 
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anordnung auch die Form jener Schwingungen (also x) bestimmt 
werden kénnen, nicht aber ihre relative Verzbgerung (A). Messungen, 
die diese becden GréBen zu bestimmen gestatteten, hat zuerst Jamin!) 
ausgefiihrt, und zwar in der Weise, da mittels eines Babinetschen 
Kompensators, dessen eine Schwingungsrichtung mit dem Hauptschnitt 
der Quarzplatte zusammenfiel, die aus letzterer austretende elliptische 
Schwingung in eine geradlinige verwandelt und deren Azimut mittels 
eines drehbaren Analysators bestimmt wurde; die Hinstellung des 


Kompensators gab dann A’, das Analysatorazimut arctg a Das ein- 


fallende (gelbe) Licht war dabei entweder parallel oder senkrecht 
zum Hauptschnitt polarisiert, und es konnten also mittels der im 
vorigen Paragraphen entwickelten Rechnung aus jenen beobachteten 
GréBen A und x gefunden werden. Jamin fand, dab die Azimute 
der wiederhergestellten Polarisationsebene fiir jene beiden Lagen der 
einfallenden Schwingung stets zueinander senkrecht waren; dies steht 
im Hinklang mit der Theorie, welche fiir ~=0 und a=90°, wie die 


- Formeln (2) und (2°) zeigen, reziproke Werte von 7 liefert. Im 


tibrigen erstreckten sich die Beobachtungen Jamins nur auf kleine 
Neigungen g der Wellennormale gegen die optische Achse und 
waren tiberdies mit verschiedenen Fehlerquellen behaftet, die u. a. 
daraus entsprangen, daB er, um gq zu variieren, das Licht unter ver- 
schiedenen Hinfallswinkeln auf eine zur Hauptachse normal geschnit- 
tene Platte fallen lief. Hecht”), welcher spiter die Jaminsche Be- 
obachtungsmethode in etwas modifizierter Weise wieder aufnahm, be- 
nutzte daher nur senkrecht einfallendes Licht und drei Platten von 
verschiedenen Neigungswinkeln (2,37°, 7,18°, 14,89°) gegen die optische 
Achse. Die Ubereinstimmung der aus den Beobachtungen einerseits, 
aus den Theorien von Cauchy, Lommel, Ketteler, V. v. Lang oder 
W. Voigt andererseits berechneten Werte A und x war befriedigend. 

Fin anderes Beobachtungsverfahren, welches jedoch nur die Be- 
stimmung des Gangunterschiedes gestattet, wurde von Croullebois *) 
und Mac Connel*) angewendet; es besteht in der Aufsuchung der- 
jenigen Einfallswinkel, bei welchen das durch eine (zur optischen 
Achse senkrechte) Quarzplatte hindurchgegangene Licht ebenso pola- 


1) Jamin, Ann. chim. phys. [3] 30 (1850), p. 55. 
¢ 2) B. Hecht, Wied. Ann. 20 (1883), p. 426; 30 (1887), p. 274. 
3) M. Croullebois, Ann. chim. phys. (4) 28 (1873), p. 382. 
4) Mac Connel, Proc, Cambridge Phil. Soc. (5) 1883, p. 53; Proc. Roy. 
Soc. London 39 (1885), p. 409; London Phil. Trans. 177 (1887), p 299. 
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risiert ist, wie das einfallende, was, wie wir oben gesehen haben, 
dann eintritt, wenn A ein ganzes Vielfaches von 22 ist. Croullebois 
zerlegte das Licht nach dem Austritt aus dem zum Polarisator ge- 
kreuzten Analysator mittels eines geradsichtigen Spektroskops und 
brachte durch sukzessives Drehen der Quarzplatte je einen der dunklen 
Streifen, die. dann das Spektrum durchzogen, zur Koimzidenz mit der 
Natriumlinie; Mac Connel benutzte zur Beleuchtung Natriumlicht und 
beobachtete direkt mit einem Fernrohr. Ersterer dehnte die Messungen 
bis zu Neigungswinkeln g von ca. 39° aus und fand A in guter Uber- 
einstimmung mit der von Cauchy angegebenen Iormel 


A = DV 0," + (20 cos* @)?, 
(welche aus (21), Kap. II, fiir 7, = 0, r,; = @) hervorgeht), wobei aber 
zu bemerken ist, daf einerseits der EinfluB des von der Zirkular- 
polarisation herriihrenden Gledes auf A schon fiir miBige Neigungs- 


winkel gm unmerklich wird, andererseits die Becbachtungsresultate nicht 
sehr genau zu sein scheinen, zumal bei der Berechnung auf die Tren- 
nung der Wellennormalen im Quarz durch die Doppelbrechung keine + 
Riicksicht genommen ist. 

Bemerkenswert ist auch eine von Croullebois’) angewandte, 
der Fresnelschen Prismenkombination analoge Versuchsanordnung, 
durch welche die beiden elliptisch polarisierten Strahlen getrennt 
sichtbar gemacht und untersucht werden kénnen. Er bediente sich 
hierzu eines Doppelprismas aus zwei, mit den Hypotenusenflachen 
zusammengekitteten rechtwinkligen Quarzprismen von grofem (82° be- 
tragendem) brechendem Winkel, von denen das eime aus Rechts-, das 
andere aus Linksquarz so geschliffen war, daB die als Hintritts- und 
Austrittsflache dienenden Kathetenflichen beider unter 80° gegen die 
optische Achse geneigt waren, 
aber so, da ihre Hauptschnitte 
gekreuzt lagen (siehe Fig. 135, 
wo der Hauptschnitt im Prisma 
.. _ 1 horizontal, im Prisma 2 ver- 

Fig. 135. tikal ist). Dann war der Ro- 

tationssinn der Schwingungs- 

ellipsen mit gleichliegenden groBen Achsen in beiden Prismen iiber- 
einstimmend, aber die ihnen entsprechende Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit verschieden, da z. B. die groBe Ellipsenachse in dem ersten 
Prisma fiir den ordiniren, im zweiten fiir den extraordiniren Strahl 


1) M. Croullebois, Ann. chim. phys. (4) 28 (1873), p. 433. 
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senkrecht zu den dreieckigen Seitenflichen ist. Hs findet daher beim 
Ubergang iiber die Trennungsfliiche (in Fig. 135’ sind die beiden 
sich eigentlich in der Hypotenusenfliche beriihrenden Prismen der 
Deutlichkeit halber auseinandergeriickt) keine Zerlegung der beiden 
sich im ersten Prisma senkrecht zur Eintrittsfliche fortpflanzenden 
Wellen, wohl aber eine Brechung in entgegengesetztem Sinne statt, 
und es treten also zwei schwach divergierende Wellen bezw. Strahlen- 
biindel aus, die in derselben Weise, wie die Wellen im Quarz, elliptisch 
polarisiert sind. Somit konnten mittels eines +4-Blaittchens und Ana- 
lysators die Achsenverhiltnisse beider Ellipsen direkt bestimmt werden; 
sie ergaben sich reziprok, wie es die Theorie verlangt. Aus der 
Divergenz der austretenden Strahlen konnte auch die Differenz der 
Brechungsindizes der beiden Wellen im Quarz und somit A berechnet 
werden. Beide GréBen (x und A) stimmten nahe mit den von Jamin 
fiir gleichen Neigungswinkel g gefundenen iiberein. 

Aus neuester Zeit ist noch eine Untersuchung von Brunhes’) 
tiber die innere Reflexion im Quarz zu erwihnen, bei der derselbe zu 
einer Bestimmung der Llliptizitdt gefiihrt wurde. Er lief elliptisch 
polarisiertes Licht in einer Fliissigkeit, deren Brechungsindex von dem 
ordentlichen des Quarzes wenig verschieden war, so auf eine unter 
45° gegen die Hauptachse geschnittene Quarzplatte auffallen, daB die 
eintretenden Strahlen im Quarz nahe die Richtung der Hauptachse 
hatten und nach totaler Reflexion an der (an Luft grenzenden) AufSen- 
fliche der Platte sich nahe senkrecht zur Hauptachse fortpflanzten; 
das reflektierte Licht wurde mittels Analysators und Spektroskops unter- 
sucht. Durch Drehung des Polarisators konnte erreicht werden, dai ftir 
eine bestimmte Farbe der auerordentliche reflektierte Strahl verschwand; 
dies ist daran erkennbar, daB die sonst in gro8er Zahl sichtbaren, 
von der Interferenz der beiden reflektierten Strahlen herriihrenden 
Streifen im Spektrum fehlen, und es tritt ein, wenn das Polarisations- 


azimut gegen die Hinfallsebene = arctg ae und der Gangunterschied 


der einfallenden Strahlen im Quarz (2h + 1)z ist (wie durch Betrach- 
tung des umgekehrten Strahlenganges mit Riicksicht auf die Formeln 
des Falles B leicht einzusehen ist). Andererseits konnte x auch (nach der 
Methode Airys) durch Aufsuchung solcher Stellungen des Polarisators 
bestimmt werden, fiir welche nur ei einfallender Strahl im Quarz 
entgtand, was daran zu erkennen war, daf im Spektrum des reflek- 
tierten Lichtes zahlreiche, ihren Ort bei Drehung des Analysators 


1) Brunhes, Archive Néerlandaise (2) 5 (1900), p. 13. 
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nicht ‘andernde Interferenzstreifen erschienen. Hs fanden sich zwei 
zueinander senkrechte Polarisatorstellungen, die dieser Bedingung ge- 
niigten, was bestiitigt, daB die beiden sich im Quarz anverandert fort- 
pflanzenden elliptischen Schwingungen zueinander ahnlich und gekreuzt 
sind. Im tibrigen umfassen die Beobachtungen von Brunhes nur ein 
kleines Bereich des Einfallswinkels und erreichten geringere Genauig- 
keit als diejenigen von Beaulard’), welche weitaus die umfassendsten 
von den bisher vorliegenden sind, und zu deren Betrachtung wir uns 
jetzt wenden wollen. 

Beaulard ftihrte die Mehrzahl seiner Messungen an einem Quarz- 
wiirfel von ca. 4em Kantenlinge aus, dessen eines Flichenpaar senk- 
recht zur Hauptachse geschliffen war, und dem um eine zu letzterer 
senkrechte Richtung eine an einem horizontalen Teilkreise meSbare 
Drehung erteilt werden ‘konnte. Man lieS auf jenes Flachenpaar 
weiBes Licht durch ein horizontales Kollimatorrohr und einen Polari- 
sator mit horizontal orientierter Schwingungsrichtung einfallen, so daf 
der Fall 1. (@ = 0) des § 1 vorlag. Das Licht ging dann durch ein 
+4-Glimmerblatt, dessen Schwingungsrichtungen horizontal und vertikal 
waren, ferner durch eine Doppelquarzplatte, einen drehbaren Analy- 
sator und ein Spektroskop. Die Beobachtungsmethode bestand nun 
darin, den Hinfallswinkel (und damit den Winkel m) durch Drehen 
des Quarzwiirfels so zu variieren, daB das aus dem $4-Glimmer aus- 
tretende Licht an emer bestimmten Stelle des Spektrums (der D-Linie) 
linear polarisiert war, was an der Méglichkeit, durch Drehen des 
Analysators gleiche Helligkeit der beiden Hialften der Doppelquarz- 
platte herzustellen, erkannt wurde. Das aus dem Quarzwiirfel aus- 
tretende Licht war dann elliptisch polarisiert mit den Hauptachsen 
der Ellipse parallel und senkrecht zum Hauptschnitt, also A’ = + 42, 
und dies tritt zufolge Formel (3), § 1, dann ein, wenn der Gang- 
unterschied A im Quarz = (2h + 1)z ist. Es wurden also der Reihe 
nach diejenigen Hinfallswinkel bezw. Fortpflanzungsrichtungen be- 
stimmt, fir welche A=(2h+1)z, (2h+3)z--- ist, und da durch die 
Einstellung des Analysators das zugehérige Verhiltnis = bekannt war, 
so konnte mittels der Formel 


(16) ; tg 2y = cotg O, 
die aus (2) und (4) fiir A= (2h + 1) folgt, auch das entsprechende 
Achsenverhiltnis x= tg y der Schwingungsellipsen im Quarz berechnet 


1) F. Beaulard, Théses Paris 1893 (Sur la coexistence du pouvoir rotatoire 
et de la double réfraction dans le quartz). 


i 


' 
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werden. Bei dieser Bestimmungsart von A und x miissen aber der 
Hinflu8 des Wegunterschiedes der beiden Wellen im Quarz auf den 
Gangunterschied, sowie derjenige der Brechung beim Austritt auf das 


Amplitudenverhiltnis “ beriicksichtigt werden, was Beaulard in sorg- 


faltiger Weise getan hat. Die Diskussion der sonstigen Fehlerquellen 
zeigt, daf seine Resultate groBe Genauigkeit besitzen. In der nach- 
stehenden Tabelle sind fiir diejenigen Hinfallswinkel, welche bei dem 
Quarzwiirfel der Einstellung des 1. bis 5., 10., 15., 20., 25., 30., 40., 
50., 60. und 70. dunklen Streifens auf die Na-Linie entsprechen, an- 
gegeben: der Neigungswinkel gm der gebrochenen ordentlichen Wellen- 


: ; 0 : 
normale gegen die Hauptachse, der Gangunterschied 5,» Welcher in 


dieser Richtung bei fehlender Zirkularpolarisation auf der Weglinge 
Hins stattfinden wiirde, der beobachtete und nach der eee 


Formel (1), Kap. II, 5. 311, berechnete Gangunterschied . So 


der beobachtete und nach Formel (2) daselbst berechnete Wert von x. 


sodann 


@ | y | g beob. wD ber. % beob. x ber. 
2 36 27% 2% 

1°41’ 54” | 0,01207 012128 | 0,214 | 0,902 0,900 
4918/15” | 0,1478 0.1474 0,519 0,515 
511929" | 0.1746 0,1739 0,387 0,402 
5°55’ 45" 0,2011 0,2016 0,313 0,332 
6°28" 36" 0,1923 0,2277 0,2291 0,265 0,274 

893751” || 0,3453 | 0,8599 0,3658 0,147 0,169 
ae 7725” || 0,4729 | 0,4910 0,4880 | 0,119 0,125 
11°29'96” || 0,6075 0,6209 0,6194 0,090 0,098 
12°39°28” || 0,7301 0,7490 0,7400 0,078 0,082 
13°45'23” || 0,8672 | 0,8767 0,8755 | 0,062 0,069 
15°41 147 1,1206 1,1285 1,1270 | 0,042 0,053 
17°20’ 34” 1,3642 1,3750 | 1,3696 | 0,081 0,044 
19° 3 1,6362 1,6200 Went 62 0.5 alent 0,020 0,037 
209163” || 41,8854 | 1,8592 b  0e5437 0.011 0,021 


Diese Tabelle zeigt, da der Verlauf von 0 gut der Gouyschen 
Formel entspricht, und da sich, wie es diese verlangt, schon fiir 
gy = 20° der Gangunterschied kaum merklich von demjenigen unter- 
scheidet, welcher bei fehlendem Drehungsvermégen stattfinden wiirde, 
wihrend nach der Annahme Airys die Differenz 0 — 0° konstant bleiben 
solfte (= 0,12058 . 2x). Die Unrichtigkeit der Airyschen Annahme 
tritt also unzweifelhaft hervor; die iibrigen Theorien dagegen, mit 
Ausschlu8 der stiirker abweichenden von Lommel und Ketteler, geben 
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fiir 0 Resultate, die ungefihr gleich gut mit den beobachteten Werten 
iibereinstimmen. Dasselbe gilt beziiglich der berechneten Werte von x, 
doch ist hierbei die Ubereinstimmung mit den Beobachtungen weniger 
gut, indem die letzteren fast durchweg merklich kleinere Werte er- 
geben haben, als die Berechnung. 

Das Achsenverhiltnis x, der Schwingungsellipsen der Wellen, die 
sich senkrecht zur Hauptachse fortpflanzen, ist, wie schon am Schluf 
von § 9, Kap. H, erwahnt, neuerdings von Voigt*') bestimmt worden. 
Die hierzu erforderlichen Messungen, welche natiirlich mit homogenem 
Lichte ausgefiihrt werden miissen, bieten wegen der Kleinheit von x 
erhebliche Schwierigkeiten und erfordern z. B. die Beriicksichtigung 
der unvermeidlichen kleinen Abweichungen der Schwingungsrichtung 
des einfallenden Lichtes vom Hauptschnitt. Als Kompensator, durch 
welchen die austretende, sehr gestreckt elliptische Schwingung in eine 
geradlinige iibergefiihrt wurde, diente ein in seiner Ebene drehbares +4- 
Glimmerbliittchen. Die Bestimmungen an einer rechtsdrehenden Quarz- 
platte ergaben im Mittel x, = + 0,00173, diejenigen an einer links- 
drehenden — 0,0025. Letzterer Wert war wegen einer teilweisen Un- 
reinheit der Platte weniger sicher, so da8 Voigt als wahrscheinlichsten 
absoluten Wert von x, 0,0019 ansieht. Hieraus folet nach Formel (23), 
Kap. II, 

r, = 0,0293 - 2a = 0,184, 
wahrend sich aus dem Drehungsvermégen in der Richtung der Haupt- 
achse fiir Na-Licht. ergibt: 

r, = 0,0603 - 2 = 0,379. 

Danach ist beim Quarz das Drehungsvermigen fiir Na-Licht senkrecht 
zur Hauptachse nur etwa halb so groB wie parallel der Hauptachse. 
Fiir die Konstanten 0, der Voigtschen Theorie wiirde dies zufolge 
den Relationen (16), S. 325, besagen, daB 0,+0,=4-20,, also 0, =0 
ist. Ob diese Beziehung genaw zutrifft, kénnen erst weitere Beobach- 
tungen entscheiden. 

Jedenfalls ist durch das vorstehende Ergebnis bewiesen, daB die 
ailteren, mit emer Drehungskonstante operierenden Theorien, sowie die 
Gouysche Annahme der Superposition eines konstanten Drehungsver- 
mégens tiber die gewohnliche Doppelbrechung einachsiger Kristalle, beim 
Quarz nicht zutreffen, sondern die in Kap. I, $$ 3 und 6 dargestellte 
Verallgemeinerung wirklich notwendig ist. Vermutlich hat auch die 
oben erwihnte konstante Abweichung der von Beaulard gemessenen 


1) W. Voigt, Géttinger Nachr. 1903, p. 170. 
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Werte von x von den nach Gouy berechneten hierin wenigstens teil- 
weise ihren Grund. 


3. Beobachtungen an einseitig gepreBtem Quarz. Obgleich wir 
die Anderungen der Lichtfortpflanzung infolge von Auferen Hin- 
wirkungen erst an spiiterer Stelle (Teil IV) zu besprechen haben 
werden, so médgen doch hier schon die Beobachtungen an dem 
durch einen senkrecht zur Hauptachse wirkenden Druck optisch 
zweiachsig gemachten Quarz Erwiihnung finden, weil dieser bisher 
das einzige niher untersuchte Beispiel eines optisch zweiachsigen 
Kristalles mit Drehungsvermogen darstellt. — Wie schon Brewster, 
Pfaff, Moigno, Soleil u. a. beobachtet hatten, wird der Quarz durch 
einseitigen Druck, der in irgend einer Richtung senkrecht zur Haupt- 
achse ausgetibt wird, optisch zweiachsig in der Weise, daf die Bi- 
normalenebene (kenntlich an der Richtung der gréBten Verlingerung 
der Interferenzringe im konvergeriten Licht) parallel der Druckrichtung 
ist, und daf in der Richtung der Binormalen reine Drehung der 
Polarisationsebene stattfindet. Versuche von Mach und Merten’) 
haben gezeigt, daB diese letztere merklich denselben Betrag behdlt, wie 
im undeformierten Kristall in der Richtung der Hauptachse, so dab 
es berechtigt erscheint, anzunehmen, das Drehungsvermégen an und 
fiir sich werde durch die Kompression iiberhaupt nicht merklich be- 
einflu8t. Fiigt man noch die anderweitig (durch die im Teil IV zu 
ieoprechondan Messungen) bestiatigte Annahme hinzu, dai die Ande- 
rungen der Brechungsindizes, und folglich die Stiirke diér reinen Doppel- 
brechung (0°) parallel der Hauptachse, dem Drucke proportional sind, 
so hat man also am komprimierten Quarz die Méglichkeit, den Effekt 
der Koexistenz konstanten Drehungsvermégens und _verinderlicher 
Doppelbrechung zu priifen. Hine solche Priifung hat F. Beaulard 
in der schon zitierten Arbeit in der Weise ausgefiihrt, daf er auf eine 
zur optischen Achse senkrechte Quarzplatte, die einem meBbaren seit- 


lichen Drucke (bis zu 530 oe) unterworfen werden konnte, senkrecht 


zur Druckrichtung polarisiertes Licht normal auffallen le und die 
austretende Schwingungsellipse mittels des Senarmontschen elliptischen 
Analysators (siehe 8. 228) untersuchte, wodurch direkt die Winkel 9 
und w gefunden wurden. Die Verinderungen der Ellipse mit steigen- 
dem Druck sind, da dieser eine Zunahme yon 0°, also nach den 
Gouyschen Formeln gleichzeitig eine Zunahme von 0 und Abnahme 


1) E. Mach und J. Merten, Wiener Sitzungsber. (2) 72 (1875), p. 315. 
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von x bewirkt, erheblich komplizierter als diejenigen, welche einer 
Dickenzunahme der Platte entsprechen und in $1 diskutiert worden 
sind. Doch ist im allgemeinen nach dem dort Ausgefiihrten vorher- 


zusehen, daB zuniichst (so lange x > V2 — 1 ist) eine Drehung der 
groBen Ellipsenachse in einem Sinne, dann aber (fiir gréBere Drucke) 
ein Oszillieren derselben um die Richtung der einfallenden Schwingung 
stattfinden muB, ein Verhalten, welches die Beobachtungen von Beaulard 
(1. c. p. 128—180) bestiitigt haben’). Derselbe hat sodann aus den 
gemessenen Werten von #® und w [nach den Formeln (6°) und (6°) 
des § 6 der Hinleitung] © und A’, dann hieraus nach (11) und (12), 
8.340, A und tg y =~, und endlich unter Voraussetzung der Gouyschen 
Theorie nach (1) und (2), §.311, 0° und @ berechnet. Dabei ergab sich, 
wie zu erwarten, 0° proportional dem Drucke und @ konstant. Zweitens 


hat Beaulard bei konstantem Druck (von 195 *,) die Anderung yon 


cm? 


0 und x mit der Fortpflanzungsrichtung innerhalb der Ebene des 
Druckes, also in der Binormalenebene, verfolet, wobei er die in § 2 
schon beschriebene Beobachtungsmethode zur Anwendung brachte. 
Es zeigte sich, wenn man von der Richtung der Plattennormale 
ausging, zunichst ein Wachsen von x bis nahe 1 und zugleich eine 
Abnahme von 0 bis zum Werte 20, von da an wieder Abnahme 
von x und bestindige Zunahme von 0. Jene ausgezeichneten Werte 
von 0 und g entsprechen den Binormalen des komprimierten Quarzes, 
welche bei den betreffenden Beobachtungen einen Winkel von etwa 8° 
miteinander bildeten. 


B. Interferenzerscheinungen im konvergenten 
polarisierten Licht. 


4, Platten einachsiger Kristalle senkrecht zur Achse im linear- 
polarisierten Licht. Die Theorie der Interferenzerscheinungen, welche 
eine normal zur optischen Achse geschnittene Quarzplatte im kon- 
vergenten Lichte zeigt, ist zuerst von Airy”) gegeben, allerdings auf 
Grund seiner schon erwihnten irrigen Annahme iiber die Wellenfliiche 
des Quarzes, so da seine Resultate nur qualitativ zutreffend sind. — 
Wir setzen so kleine Neigungswinkel 7 der einfallenden Strahlen gegen 


1) Vergl. hiertiber auch Monnory [Journ. de phys. (2) 9 (1890), p. 277; 
C. R. 112 (1891), p. 428], der insbesondere die Abhiingigkeit der Erscheinung von 
der Dicke der Quarzplatte verfolgt hat, 

2) B. G. Airy, Cambridge Phil. Trans. 4 (1833), p.79. Vergl. F. Neumanns 
Vorl. tib. theoret. Optik, Vorl. XIII. 
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die Plattennormale oder optische Achse voraus, dai, wie in I, Kap. II, 
§ 2, ausgefiihrt wurde, der Wegunterschied der beiden aus einer 
einfallenden Wellennormale entstehenden gebrochenen Wellennormalen 
vernachlassigt werden kann; der Brechungswinkel +, welcher im jetzt 
betrachteten Falle zugleich der Neigungswinkel m gegen die optische 
Achse ist, kann dann fiir beide Wellen als gleich betrachtet werden. 
Hin Punkt @ der: Ebene, in welcher das Interferenzbild gesehen wird, 
sei bestimmt durch seinen mit sin 7 (oder 
tg r) proportionalen Abstand vom Mittel- 
punkt und sein von der Schwingungsebene 
des Polarisators OP an gerechnetes Azi- 
mut € (Fig. 136). Die in $1 mit w bezw. 
v bezeichneten Schwingungskomponenten 
sind dann diejenigen senkrecht bezw. parallel 
zum Radiusvektor O@, und wir erhalten 
die aus dem Analysator, dessen Schwin- 
gungsrichtung mit derjenigen des Polari- 
sators den Winkel x einschlieBe, austretende Schwingung, indem wir 
nach (1) §1 

— (u,/ + uy’) sin (y — §) + (v1' + v9’) cos (y—§) = C cos t’ + 8 sin 7’ 
bilden. Wir erhalten 
(12+ x?) C= (14 #? cos A) sin £ sin (y—€) + (@? + cos A) cos € cos (7 — £) 

+xsin Asin x, 

(1 +x) S=sinA(—x? sing sin(y—£)+cos§ cos(y—§)) +x(1—cosA) siny 
und somit fiir die Intensitiit des austretenden (homogenen) Lichtes 
an der Stelle Q des a ey: 


Fig. 136. 


3 Fa 1+ x*+2x*cosA 
J=C?4+ $?7= =a? sin? y sin? > oe Gtx)? “COS? 
es * ssinAsing cosy + (7 :) “sin? sin 2¢sin2 (y—$) 
=o nite siny-+cos', cosz} +(5 ) sin” 2 (cos? y+sin 26sin 2 (y—6)), 


oder endlich, wenn wir wieder den Winkel y = arctg x einfiihren und 
den letzten Faktor umformen, 

2 
(17) J =(sin2ysinSsinz+cos = cos 4} + {cos 2y sin 5 cos (4 — 20)" 


Dabei ist zufolge der Gouyschen Theorie (und fiir die hier in 
Betracht kommenden Fortpflanzungsrichtungen auch nach allen anderen 


Theorien) 


352 Il. ur. Priifung der Theorie durch Beobachtungen. 


(18) sine ype ee cos oes ieee a V 64 40”, 


é? é? cos?’ cosr 


wobei 9° das spezifische Drehungsvermégen || der Achse (— r,), und 
(19) 8° = = (@ — 8) sin’ r 


ist, wenn o und ¢ die Hauptbrechungsindizes fiir Licht von der 
Wellenlinge 4 im Vakuum bezeichnen. , 

Da die Intensitiit nach (17) durch die Summe zweier Quadrate 
gegeben ist, so treten im allgemeinen heme ganz dunklen Kurven 
(weder solche gleichen Gangunterschiedes noch Isogyren) im Inter- 
ferenzbilde auf. Ganz dunkel sind vielmehr nur diejenigen Punkte, 


in welchen die durch fé=—474+4 bestimmten Radien von den 
Kreisen geschnitten werden, auf welchen tg = =— met ist. Auf 
den Kreisen A = 2vz (wo v eine ganze Zahl) herrscht die konstante 
(d.h. vom Azimut unabhingige) Intensitit cos*z, d. i. dieselbe, wie 
ohne Einschaltung der Quarzplatte. 

Wir wollen nun spezielle Fdlle niher betrachten. 

Fiir parallele Nikols (y = 0) erhalt man: 


CLG} J = cos* = + cos? 2y cos? 2€ sin? — 
fiir gekreuate Nikols (y = 90°): 
CECE) Joy = (sin? 2y + cos? 2y sin? 2f) sin? = 1—J,. 


Wie bei nichtdrehenden Kristallen sind also die Erscheinungen 
in beiden Fallen komplementiir, d.h. es ist J) + Jo, fiir jede Stelle 
des Gesichtsfeldes = 1. Bei gekreuzten Nikols gibt es ganz dunkle 
Kreise, deren Radien durch die Bedingung A = 2 vz oder (bei kleinem 1) 


(20) sin? r = ex 8) VCR) 49° 
bestimmt sind, wobei v fiir den innersten Ring den kleinsten Wert », 
besitzt, fiir den 2vma>20°D ist, waihrend fiir den h*" Ring vy =v, +h 
ist. Der Vergleich mit (6°), I, Kap. IX, § 5, zeigt, daB das Gesetz der 
Ringdurchmesser ein anderes ist, wie bei nichtdrehenden Kristallen; 
ihre Messung kann zur Priifung des Gesetzes ftir A dienen. Hine 
solche Priifung ist von Mac Connel') ausgefiihrt worden und ergab 
gute Ubereinstimmung mit der theoretischen Formel. 

In gréferer Kntfernung vom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes, 


1) Me. Connel, Proc. Phil. Soc. Cambridge (5) (1883), p. 53. 
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wo y sehr klein ist, wird die Intensitét auSerdem noch sehr gering 
(niimlich = sin? 2y sin? °) auf den zu den Polarisationsebenen der 


Nikols parallelen Radien (= 0, 90°, 180°, 270°); es erscheint hier also 
das dunkle Kreuz des Interferenzbildes gewéhnlicher einachsiger Kri- 
stalle, aber dasselbe wird nach der Mitte zu immer undeutlicher und 
fehit im Zentrum ganz (vergl. Fig. 1, Tafel VI). Aus dem allgemeinen 
Ausdruck (17) fiir J ist iiberhaupt ersichtlich, da8 im mittleren Teile 
des Gesichtsfeldes, d. h. soweit als x nahe =+1, somit y nahe =+ 47 
ist, die Intensitét in allen Azimuten € merklich die gleiche und zwar 
nahezu durch cos? ($A + x) gegeben ist, wo das obere Vorzeichen fiir 
einen linken, das untere fiir einen rechten Kristall gilt. Ist die Platte 
hinreichend dick, so erscheinen in diesem Bereiche also bei Beobachtung 
in homogenem Lichte abwechselnd helle und dunkle Kreise*); die 
Radien der dunklen bestimmen sich aus 

(21) A=Déd=+2744+ 22v+1), 

dindern sich also beim Drehen des Polarisators oder Analysators; dreht 
man den Analysator nach links, entsprechend wachsendem 7, so nehmen 
bei einem linken Kristall (da fiir emen solchen das obere Vorzeichen 
gilt, und da A stets mit r wachst) die Ringdurchmesser zu, bet einem 
rechten ab. Hierdurch ist also ein bequemes Mittel zur Hrkennung 
des Drehungssinnes gegeben, welches auch noch bei so grofer Dicke 
der Platte anwendbar ist, wo die friiher angegebene Regel, die auf die 
Anderung der in Richtung der Achse im weifen Lichte erscheinenden 
Farbe gegriindet war, versagt. 

Die obige Bemerkung, dai im ,zentralen Gebiete“ des Gesichts- 
feldes die Intensitét vom Azimut merklich unabhingig sei, bedarf 
einer Einschrankung im Falle einer sehr diinnen Platte, wo sich A 
innerhalb dieses Gebietes nur wenig von dem Werte 20° im Mittel- 
punkt selbst unterscheidet. Ist dann der Analysator so gestellt, dab 


das Zentrum ganz dunkel ist, d.h. ist y= De® + + , so wird namlich 


das erste Glied yon J gleich 


und somit noch klein gegen das zweite: 


fl Pee eg A ee ae, 
(3) sin”, sin (Do Gye 
sae ae 
1) In wei’em Licht erblickt man nattirlich farbige Kreise, sofern die Dicke 
der Platte nicht so groB ist, daB schon im Zentrum als Mischfarbe das ,,Weib 
hoherer Ordnung* erscheint. 
Pockels, Kristalloptik. 23 
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letzteres verschwindet aber auf den Radien £—+Do0°, $(Do°+ 2) usw., 
welche die Winkel zwischen der Schwingungsebene des Polarisators 
und der zur Schwingungsebene des Analysators 
senkrechten (OA’) halbieren. In diesen Azimuten 
_ besitzt also die Intensitit Minima, und der zen- 
~ trale dunkle Fleck erscheint als ein Kreuz, dessen 
Arme in die so bestimmten Richtungen fallen 
(siehe Fig. 137). Beim Drehen des Analysators 
zerfallt dasselbe in vier dunkle Flecke. 
Im allgemeinen Falle, d. h. bei mafSiger 
Dicke und beliebiger Stellung der Nikols, herrscht 
die Intensitaét Null, wie schon 8. 352 bemerkt, nur in gewissen Punkten. 
Hs erscheinen jedoch fiir das Auge diejenigen Kurven relativ dunkel, 
a Lae 
A ol? 
sind in dem Gebiete, wo x schon merklich von 1 verschieden ist, nicht 
kreisformig, da in ihrer Gleichung dann auch ein von € abhingiges 
Glied auftritt. Man findet fiir diese Gleichung, sofern man bei der 
Differentiation nach A x als konstant behandelt (was bei nicht zu 
diinnen Platten zulissig ist): 


(22) tg A= * 


Fig, 137. 


welche durch : ==) (bei positivem ) bestimmt sind. Diese Kurven 


gin 2y sin 27 
— sin® y(1-+ sin*® 2 y) — cos?2y cos?(y— 26)’ 


woraus ersichtlich ist, daB tg A in bezug auf £ ein Maximum bezw. 
Minimum wird fir y—2¢—0,m--- bezw. tx, 32---. Ist y, als 
spitzer Winkel gerechnet, positiv und der Kristall linksdrehend (also 
y > 0), oder x negativ und der Kristall rechtsdrehend, so liegen die 
Maxima von A und also auch diejenigen des Radiusvektors der dunklen 
Kurve in den Azimuten 

4 


i % us 3m v4 
Soom a peak ire ar eae 4a th eS ages 


9 
a 


und die Minima in den mitten zwischen diesen hegenden: 


eat Hf 3a x 
g ie ose tegen 


haben der spitze Winkel 7 und tg » entgegengesetzte Vorzeichen, so 
verhalt es sich umgekehrt. 

Die relativ dunklen Kurven haben daher das Aussehen yon 
Quadraten mit abgerundeten Ecken, welche letzteren im Falle eines 
linken Kristalls stets in dem nach links an OP grenzenden Oktanten, 
bei einem rechten Kristall in dem rechts von OP hegenden (und 
den korrespondierenden) Oktanten liegen. Auf diesen »quadratischen“ 
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Kurven selbst variiert die Intensitét und zwar so, daB bei einem 
linken Kristall die absoluten Minima von J auf den Mitten der Seiten 
oder in den Ecken er- 
reicht werden, je nach- 
dem sin 2y > 0 oder 
<0 ist (Fig. 138 a, b), 
wahrend bei einem rech- 
ten Kristall (siehe Fig. 
138 c,d) das Umge- 
kehrte gilt. 


5. Platten einach- 
siger Kristalle senk- 
recht zur Achse im 
zirkularpolarisierten 
Licht. Higentiimliche 
Interferenzbilder,welche 
den rotatorischen Cha- 
rakter des Quarzes auf 
den ersten Blick hervor- 
treten lassen, erhilt man, 
wenn man auf eine senk- Se =e 
recht zur Hauptachse P| Rechter Kristal “i 
geschnittene Quarzplatte Fig. 138 a, b, ¢, d. 
konvergentes zirkular- 
polarisiertes Licht einfallen und nach dem Austritt aus der Platte 
durch einen gewohnlichen Analysator gehen laft. 

Wir wollen zunachst voraussetzen, das einfallende Licht sei links. 
zirkularpolarisiert. Dann sind seme Komponenten nach zwei recht- 
winkligen Koordinatenachsen, von denen wir, wie friiher, die Y-Achse 
in den Hauptschnitt legen, 


ue = cosr, O° —='sin t, 
wenn wir wieder die Amplitude = 1 setzen. 
Dieselben sind, wie in § 1, in zwei elliptische Schwingungen: 
u, = A, cos(rx—A,°), U, = x A, cos(r —A,°), 
v0, = A,xsin(r—A,°), v, = —-A, sin(t —A,°) 
Zu zerlegen, von denen die erstere im Quarz die schnellere ist und 


bei einem linken Kristall (positivem x) links rotiert. Man erhilt 


durch Gleichsetzen von w® und wu, + u, bezw. v° und v, + 2: 
23* 
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eae tx? 
also oe aie 
y= ys COST, y= 72 CORT, 
x+x? 1—x . 
Ui Tie ; sin tT, Vp => fans s1n 7 


In der Quarzplatte erhalten u,, v, gegen w,, v, die Verzégerung 
A = D0 (welche sowohl bei einem linken, als bei einem rechten 
Kristall positiv ist). Werden nun die austretenden Schwingungen 
auf die Schwingungsebene OA des Analysators reduziert, welche mit 
dem Hauptschnitt den Winkel 7 im Sinne des Uhrzeigers bilde (so 
daB 1 das im gewohnlichen Sinne gerechnete Azimut des Haupt- 
schnittes, d. i. des Radiusvektors im Interferenzbilde, gegen OA ist), 
so resultiert: 


; + 3 {{a +) cost’ + (%?— x) cos(r’—A)] sin y 
+ [(%+ #*) sin’ + (1—x) sin(x’— A) Joos y}- 
Sane man dies = C cost’ + Ssinv’, so ist 
C- (1+?) = (1+) sinn + (x—1) (xcosA siny + sinA cosy), 
S-(1+2*) = (x—1) (x sinA siny — cosA cosy) + x(1+%) cosy, 
und foleglich die resultierende Intensitit: 


ia C?+ S? es . 5 (sin? y+x*cos ‘y+ ores “(#2 sin?» + cos?y) 
(23) + a? {(1 +x?) sin2y sinA — 2x cos2 4 cosA } 
2u(% : ; 

| aS 732 {008 2y— cos(24-+A)} ae sin2y sind, 


Wenn man sich auf den mittleren Teil des Gesichtsfeldes beschriinkt, 
wo * bei einem linken Kristall nur wenig yon + 1 verschieden ist, 
so kann ftir einen solchen das letzte Glied vernachlissigt werden, 
und es gilt en 


(23°) =1+ ane ? {cos(2y +A)—cos2y}, 


und ebenso erhalt man fiir einen rechten Kristall, wo x negatiy und 
(1+)? sehr klein ist, 
2|%| (1 — x?) P : 
(23°) J,,= 1 - ae a {cos(2y7—A) — cos2y}, 
wobei | den absoluten Wert von x bezeichnet, 
Ist das einfallende Licht rechts zirkularpolarisiert, also 


u® = cost, v? = — sint, 
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so ergibt die analoge Rechnung in gleicher Anniherung: 


(23°) dtp =1— Se {cos (2% + A) — cos 2m}, 
(238) Tiny = 1 + “AE {c08(21— A) — cos 2x} 


Diese Ausdriicke zeigen zunichst, da8 im Zentrum selbst, wo x? = 1 
ist, die von der Plattendicke und Analysatorstellung unabhingige 
Intensitiit 1 herrscht, wie es auch sein mu, da dort ja die zirkulare 
einfallende Schwingung unzerlegt durch die Platte hindurchgeht. 

Fragt man nach den Entfernungen vom Zentrum des Gesichts- 
feldes, wo im einem bestimmten Azimut Maxima oder Minima der 
Intensitit auftreten, so hat man die Differentialquotienten der Aus- 
driicke (23) in bezug auf r bei konstantem » Null zu setzen. Nun 
hingt zwar nicht nur A, sondern auch x von 7 ab, aber bei einer 
einigermaBen dicken Platte ist die Anderung von A= D0 mit der 
Richtung so viel starker als diejenige von x und selbst von 1 — x’, 
daB man, um eine annihernde Lésung der Aufgabe zu erhalten, nur 
in bezug auf A zu differenzieren braucht. Dann erhalt man, wie 
leicht ersichtlich, die Minima von J*): 

im Falle a) fir A=a2—2y oder 3x — 2n, 5u—2y ete. 
b) , A=2 oder 24-22 ete. 
c) , A=—2n, 2x—2n ete. 

ye oo) yy A= pa 2y, da 27 ete. 

Die Orte der so bestimmten Minima erfiillen, da wachsende 
Werte A wachsendem r entsprechen, vorstehenden Bedingungen gemaf 
Kurven, welche in den Fallen a) und c) (bei linken Kristallen) rechts- 
gewundene, in den Fallen b) und d) (bei rechten Kristallen) links- 
gewundene Spiralen sind, und zwar je zwei gleiche Spiralen, die in 
bezug auf den Mittelpunkt der Figur symmetrisch zueinander liegen, 
wie die schematischen Figuren 139 fiir die Falle a) und b) zeigen. Dabei 
unterscheiden sich die Kurven, welche den Fiillen a) und c) ent- 
sprechen, nur durch eine Drehung um 90°, ebenso die den Fallen b) 
und d) entsprechenden. Der Windungssinn der Spiralen hangt also 


”) ” 


97 ”? 


1) Ohne Vernachlissigung des dritten Gliedes in (23) erhielte man in 
den Minimumbedingungen statt 4 einen durch 
; 1+? 
a tg 2 == Dele tg 27 
gegebenen Winkel, der im 1., 3., 5., 7. Oktanten > 7, im 2., 4., 6., 8. Oktanten <y 
ist. Dies hat jedoch nur unwesentlichen Hinflu8 auf die Gestalt der Spiralen. 
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nur vom Charakter des Kristalls, nicht vom Rotationssinn des einfallen- 
den Lichtes ab*). Auf den so bestimmten Minimumkurven ist die In- 
tensitit keineswegs kon- 
stant, denn das von 1 sub- 
trahierte Glied ist propor- 


tional mit sin? = die ab- 


soluten Minima liegen da- 
her in den Schnittpunkten 
der Spiralen mit den Krei- 
sen, auf welchen 
A=(2v4+1)x 

ist. Diese Punkte liegen in den Fallen a) und d) in der Schwingungs- 
ebene des Analysators (OA), in den Fallen b) und c) in der zu ihr 
senkrechten Ebene. Es sei schlieBlich noch bemerkt, daB wegen der 
Abnahme von 1 —~x? die dunklen Spiralen bei der Annaherung an 
das Zentrum (die in der Richtung der in Fig. 139 punktiert gezeich- 
neten Tangente erfolgt) immer undeutlicher werden. Das wirkliche 
Aussehen der Spiralen ist aus den Fig. 3 u.4 der Tafel VI ersichtlich. 


Fig. 139 a. Fig. 139b. 


6. Kombination zweier entgegengesetzt drehender Platten 
(Airysche Spiralen). Wir betrachten schlieBlich noch das Interferenz- 
bild, welches die Kombination zweier senkrecht zur Hauptachse ge- 
schnittener Quarzplatten von entgegengesetztem Drehungssinne im 
konvergenten linearpolarisierten Lichte zeigt. Dasselbe ist unter dem 
Namen ,,Airysche Spiralen“ bekannt und aft ebenfalls, wie die im 
vorigen § betrachtete Erscheinung, den rotatorischen Charakter an- 
schaulich hervortreten. — Das einfallende, parallel OP schwingende 
Licht gehe zunichst durch eine linksdrehende Quarzplatte. Hier werden 
Strahlen, deren Hinfallsebene das Azimut €=—« mit.OP bildet, in 
je zwei elliptisch polarisierte zerlegt, deren Schwingungskomponenten 
senkrecht und parallel zum Hauptschnitt (oder zur Hinfallsebene) 
durch die Ausdriicke (1), S$. 338, gegeben sind. Beim Austritt aus der 
Quarzplatte hat der Strahl mit dem Index , eine Verzégerung A gegen 
den anderen erhalten. Beim Hintritt in die zweite Platte findet nun 
eine neue Zerlegung der beiden Schwingungen statt, da in ihr die 
gleichgestalteten Schwingungsellipsen entgegengesetzten Rotationssinn 
besitzen, wie in der ersten Platte; die Schwingungskomponenten in 
der zweiten Platte miissen von der Form sein 


1) In Verdets ,,Wellentheorie des Lichts‘* wird das Umgekehrte behauptet. 
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u,” = A, cos(r — A,), Uy = — |x|A, cos (t — A,), 
My =—A,|x/sin(r—A,), 0,” = — Ay sin (x — A,), 
wo |x| wieder den absoluten Wert des Achsenverhiiltnisses bezeichnet, 
und sich A, cos A,, A, sin A,, A, cos A,, A, sin A, aus den Hedine te 
Ub Uy! = Uy + Up’, 04” + U9” = v4 + 0," 
bestimmen. "GA Durchlaufen der zweiten Platte, die wir der Hin- 
fachheit halber von gleicher Dicke voraussetzen wollen, erleidet die 
Schwingung (2) wiederum die Verzigerung A gegen (1). Die aus- 
tretenden Schwingungen werden dann auf die Schwingungsebene OA 
des Analysators zuriickgeftihrt, die wir, um nur den wichtigsten 
speziellen Fall zu betrachten, senkrecht zu OP voraussetzen wollen. 
Man hat dann w,”+ a,” mit cos &, v,”’-+ 0," mit —sin& zu multi- 
plizieren und zu addieren. Fiir die Faktoren von cost und sint 
erhilt man nach einiger Rechnung: 


een Tee sin A | sin 2¢sin A — 2%, cos 2€ (1 — cos A)|, 
v= ~ ne cos A {sin 2¢sind — 2 cos 26(1—cos A)|, 


und folglich fiir die resultierende Intensitaét (in homogenem Licht) 
ay, 2 19 ae AO 20 A)? 
Dr 8" =(5 Teas =es ae 
Dieser Ausdruck enthalt zwei Faktoren, die einzeln verschwinden 
kénnen; folgich gibt es bei gekreuzten Nikols im homogenen Licht 
zwei Systeme von ganz dunklen Kurven. Das eine System bilden die 
Kurven gleichen Gangunterschiedes 
(25°) A=2vx (vy eine ganze Zahl), 
das sind dieselben Kretse, welche nach Gl. (17°), § 4, im Interferenzbild 
jeder emmzelnen Platte dunkel erscheinen wiirden'). Das zweite System 
ganz dunkler Kurven ist gegeben durch das Verschwinden des letzten 
Faktors von J, also durch 


=) A sin? 4 {sin 2 cos 5 


j A A 
(25°?) sin 2§ cos > — 5" s¢08 De Siig == 0. 


1) Die Existenz dieser dunklen Kreise wurde von Quesneville bestritten, 
der die Interferenzerscheinungen in Quarzplatten auf Grund abweichender theore- 
tischer Vorstellungen tiber die Lichtfortpflanzung im Quarz zu behandeln versuchte 
(G. Quesneville, Sur la double réfraction elliptique et la tetraréfringence du 
qugrtz; Paris 1896, 97, 98; vergl. auch Beibl. 21, p. 516; 22, p. 159; 28, p. 186). 
DaB die Kreise aber tatsichlich vorhanden sind, ist aus der Taf. VI, Fig. 2 
wiedergegebenen Hauswaldtschen Photographie der Airyschen Spiralen im Na- 
triumlicht deutlich zu ersehen. 
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Im zentralen Teile des Gesichtsfeldes, wo x nur wenig von 1 ver- 
schieden ist, gibt dies sin (2— 3A) =0, also 


A 7 
(25°) See 


Da A mit dem Radiusvektor wichst gemaS den Relationen (18) 
und (19) (§ 4), so erfiillen die Punkte, die einem bestimmten 
Werte von h entsprechen, je eime links- 
gewundene Spirale; den Werten h = 0, 
1, 2,3 entsprechen vier solche Spiralen, 
die durch eine Drehung von je 90° mit- 
einander zur Deckung gebracht werden 
kénnten; alle weiteren Werte von h le- 
fern wieder dieselben Kurven. Diese Spi- 
ralen schneiden die Geraden = 0, $2, 
x, > in denselben Punkten, wie die dunk- 
len Kreise A=2vz, da die Bedingung 
(25>) durch sin 2=0, sin$A—O be- 
friedigt wird. Hiernach ist ibr Verlauf 
leicht zu tibersehen (siehe die schematische Fig. 140 und die photo- 
graphische Reproduktion Tafel VI, Fig. 2). Die Richtungen der 
Tangenten der Spiralen im Mittelpunkt sind gegeben durch 

0 0 0 0 
c= 4, S45, Z+a, t+ 

dieselben bilden also mit den Schwingungsebenen des Polarisators und 
Analysators Winkel, die gleich sind der halben Drehung der 
Schwingungsrichtung senkrecht einfallenden Lichtes in der ersten 
Platte. Diese Tangentenrichtungen sind gut erkennbar, da die Spiralen 
gerade in dem mittleren Teile des Gesichtsfeldes, d.h. innerhalb des 
ersten dunklen Kreises, am besten hervortreten. In gréSerer Entfer- 
nung werden nimlich die Maxima der Intensitaét annihernd proportional 
mit sin 2€ und daher die dunklen Kurven in der Nahe von OP und 
OA nicht mehr gut erkennbar. Die sichtbaren Teile der dunklen Spi- 
ralen sind dann annihernd durch cos $A =O gegeben und fallen daher 
merklich mit denjenigen dunklen Kreisen zusammen, welche eine ein- 
fache Platte von der Dicke der Plattenkombination zeigen wiirde. 

Ist die zuerst vom einfallenden Licht getroffene Platte rechts-, 
die zweite linksdrehend, so baben wir in unseren Formeln nur das 
Vorzeichen von | umzukehren. Die Spiralen sind dann also (nahezu) 
durch sin (2+ 3A)=0 gegeben und demzufolge rechtsgewunden. 
Auf diesen Fall bezieht sich Fig. 140. In weifem Licht sind weder 


Fig. 140. 
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die konzentrischen Kreise, noch die Spiralen isochromatische Linien, 
und es tritt daher eine komplizierte Farbenverteilung auf. 

Die Beobachtung der Airyschen Spiralen.erfordert nicht notwendig 
zwei gleich dicke Platten entgegengesetzten Charakters, sondern ist 
auch an eimer einfachen Platte. leicht in der Weise ausfiihrbar, da 
man dieselbe auf den unteren, horizontalen Spiegel eines gewdhnlichen 
Norrembergschen Polarisationsapparates legt; denn es verhilt sich 
dann so, als ob Licht, welches direkt in der Beobachtungsrichtung 
einfiele, die Kombination der gegebenen Platte mit ihrem Spiegelbilde 
— also mit einer gleichen Platte entgegengesetzten Charakters — 
einfach durchsetzte. Ubrigens bietet diese Anordnung zugleich ein 
empfindliches Hilfsmittel, um zu priifen, ob eine Quarzplatte genau 
senkrecht zur Hauptachse geschliffen ist, da nur in diesem Falle die 
Airyschen Spiralen in regelmaiBiger Ausbildung auftreten. SchlieBlich 
sei noch erwiahnt, daB die EHrscheinung der Spiralen dazu dienen 
kann, das Vorhandensein von Zwillingsverwachsungen von Links- 
und Rechtsquarz in geschliffenen Quarzplatten zu erkennen. 


4. Interferenzerscheinungen im konvergenten Licht an zwei- 
achsigen optisch-drehenden Kristallen. Die Berechnung dieser Er- 
scheinungen hat nach dem Vorhergehenden keine weitere Schwierigkeit; 
es kénnen direkt die in § 4 und 5 entwickelten Formeln Anwendung 
finden, nur bedeuten jetzt € bezw. 7 die Azimute der Halbierungsebene 
des Winkels zwischen den durch die Wellennormale und die beiden 
Binormalen gelegten Ebenen, und bei der Berechnung von A und x 
(oder y) nach (18) ist fiir 0° derjenige Ausdruck zu setzen, welcher 


bei einem zweiachsigen Kristall die Abhingigkeit des Gangunterschiedes 
yon der Richtung darstellt, also zB. 0° = - (= — =) sin , SIN M, 
(vergl. (4) und (4), 5. 233). Die Diskussion der so erhaltenen Aus- 
driicke fiir J wiirde jedoch im allgemeinen sehr kompliziert infolge 
der Veranderlichkeit des x mit dem Orte im Interferenzbild. 

Fiir die Beobachtungen am kiinstlich zweiachsig gemachten Quarz 
ist von Interesse der Fall einer zur ersten Mittellinie senkrechten 
Platte eines Kristalls von kleinem Binormalenwinkel. Bei Anwendung 
eines linearpolarisierenden Polarisators und Analysators gelten hier 
also die Formeln (17) mit der aus dem eben Gesagten hervorgehenden 
Bedeutung von 0°, y und £, der zufolge A und y auf Cassinischen 
Ovalen, & auf durch die Binormalenspuren gehenden gleichseitigen 
Hyperbeln konstant ist. In gréferer Entfernung von den Binormalen, 
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wo y klein ist, erhilt man das gewodbnliche Interferenzhild zwei- 
achsiger Platten; in der Nahe der Binormalenspuren (also bei kleinem 
Binormalenwinkel im ganzen mittleren Teile des Gesichtsfeldes) fehlen 
aber die Isogyren. Speziell bei gekreuzten Nikols erscheint nach 
(17°) die durch A = 2vzx bestimmte Schar von Cassinischen Ovalen 
ganz dunkel, wahrend die Binormalenspuren eine von der Platten- 
dicke abhangige Intensitaét besitzen. 
(Siehe Fig. 141, welche die Erschei- 
nung fiir die ,,Normalstellung“ der 
Platte nach einer Photographie von 
Liebisch wiedergiebt.) Bei einer be- 
stimmten Stellung des Analysators 
erscheinen die Binormalenspuren als 
ganz dunkle Punkte, welche sich beim 
Drehen des Analysators in je zwei 
auseinanderriickende dunkle Flecke 
Fig. 142. auflésen *). 


Bei Anwendung eines zirkular- 
polarisierenden Polarisators oder Analysators geht von jeder Binormalen- 
spur eme Spirale aus‘); beide Spiralen zusammen entsprechen der 
Doppelspirale einachsiger Platten, wie sie in Fig. 139 dargestellt ist. 
Diese einfachen Spiralen haben Pocklington und Dufet an zu 
emer Binormale. senkrechten Platten der S. 302 aufgefiihrten zwei- 
achsigen drehenden Substanzen (besonders deutlich an solchen yon 
Rhamnose) beobachten kénnen, wie auch mittels eines, dem 8. 361 be- 
schriebenen ‘bnlichen Spiegelungsverfahrens das Analogon zu den 
Airyschen Spiralen’). 


1) Na&heres tiber diese Erscheinungen siehe Pocklington, Phil. Mag. (6), 2 
(1904), p. 367—369. 


Dritter Teil. 


Absorbierende Kristalle. 


Erstes Kapitel. 


Grunderscheinungen. 


1. Definitionen. Als absorbierend werden solche homogene 
Medien bezeichnet, in welchen die Fortpflanzung ebener Lichtwellen 
mit einer Schwdchung ihrer Intensitdét verbunden ist, die mit der 
zuriickgelegten Wegliinge zunimmt. Die Beobachtung zeigt, daB diese 
Schwiichung auf gleichen Strecken der einfallenden Intensitat pro- 
portional ist, oder, was dasselbe besagt, dafi die Intensitit nach einer 
geometrischen Progression abnimmt, wenn der zuriickgelegte Weg nach 
einer arithmetischen wichst. Ist J° die einfallende Intensitit, so ist 
diejenige J nach Zuriicklegung eines Weges / demnach gegeben durch 
(1) J = J qi = Jem, 
wo a<l, und m eine positive Konstante ist, die der Absorptionsmodul 
heiBen médge’). Daf dieses Gesetz auch fiir Kristalle gilt, ist durch 
besondere Messungen z. B. von Camichel nachgewiesen’). Hin ana- 
loges Gesetz gilt natiirlich fiir die Abnahme der Amplitude der Licht- 
schwingungen; schreibt man dasselbe in der Form 

ae Pa dae 
(2) (Aree Ale Ot. mele oA, 
wo 4 die Wellenlinge im betrachteten Medium, 4°=—2-m die ent- 
sprechende im leeren Raume ist, so nennt man i den <Absorptions- 


1) Bunsen und Roscoe [Pogg. Ann. 101 (1857), p. 235] nannten m - Log e 
den Lixtinktionskoeffizienten; doch wird letztere Bezeichnung jetzt in verschiedenem 
Sinne angewandt, z. B. von J. Kénigsberger fiir mat yon Planck fiir x selbst 

2) C. Camichel, Ann. chim. phys. (7) 5 (1895), p. 464. 
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hoeffizienten, x den Absorptionsindex. Die drei Konstanten m, k und x 
stehen untereinander in folgenden Beziehungen: 


(3) k= 0% mM = ary 


Aus der Abnahme der Amplitude bei der Fortpflanzung in emem 
absorbierenden Medium folgt, daB eine ebene Welle, welche in ein 
solches durch eine ebene Grenzfliche eingedrungen ist, im allgemeinen 
nicht mehr in der Wellenebene konstante Amplitude haben kann; denn 
die bis zu verschiedenen Punkten derselben Wellenebene innerhalb des 
absorbierenden Mediums zuriickgelegten Wege sind ja verschieden 
lang, aufer wenn die Wellenebene parallel zur Grenzebene ist. Wir 
wollen im folgenden aber nur die Gesetze der Fortpflanzung solcher 
Wellen betrachten, die in der Wellenebene konstante Amplitude be- 
sitzen (— ,homogene Wellen“ —), und welche nach dem eben ge- 
sagten dadurch wirklich erhalten werden kénnen, dafi man eine 
(homogene) ebene Welle auf eine ebene Grenze des Mediums senk- 
recht einfallen laBt. 

In einer solchen Welle wird eine Komponente des Lichtvektors 
analytisch dargestellt durch 


u= A°.¢@- 2" 08 2a ( — ); 
(4) oder 

Mee Ocal carnaueallt 
wo 1° eine komplexe Konstante bedeutet. 


Dieser Ausdruck ist von demjenigen fiir durchsichtige Medien 
(vergl. Hinleitung, § 6) ersichtlich nur dadurch verschieden, da an Stelle 


der Fortpflanzungsgeschwindigheit q die komplexe Gripe i i? 


an Stelle des reellen Brechungsindea n der kompleae n(1 —ix) =n —ik 
steht. Der reelle Teil dieses komplexen Brechungsindex hat die frithere 
Bedeutung der reziproken Wellengeschwindigkeit, bezogen auf die- 
jenige im leeren Raum; der durch —i dividierte imaginire Teil liefert 
den Absorptionskoeffizienten. 


oder 


2. Auswiihlende Absorption. Die Absorption ist in der Regel 
in viel stirkerem Mafe, als das Brechungsvermégen, von der Wellen- 
linge abhiingig, was sich augenfillig darin iufert, daB, wenn weiBes 
Licht einfallt, das von absorbierenden Medien durchgelassene Licht 
stets eime mehr oder weniger ausgesprochene Fvirbung zeigt. Diese 
Farbung ist tibrigens von der Dicke der durchstrahlten Schicht (wenn 
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auch meist nicht in sehr auffilliger Weise) abhangig, da die relativen 
Intensititen der in dem Gemisch vertretenen Farben zufolge der 
Formel (1) je nach dem Werte von / verschieden sein miissen. Bei 
gewissen Kérpern*) beschriinkt sich die Absorption sogar im wesent- 
lichen auf ganz enge Wellenlingenbereiche. Wird das durch eine 
planparallele Schicht eines solchen ,,selektiv absorbierenden“ Kérpers 
hindurchgegangene Licht spektral zerlegt, so weist das Spektrum mehr 
oder weniger scharf begrenzte dunkle Streifen — Absorptionsstreifen — 
auf. Die selektiv absorbierenden Kérper zeigen auch eine Besonder- 
heit der Dispersion: bei Anniherung an einen scharfen Absorptions- 
streifen von der roten Seite her steigt der Brechungsindex stark an, 
aber beim Durchgang durch den Absorptionsstreifen fallt er sprung- 
weise wieder betriichtlich, um dann wieder zu steigen; somit hat der 
Brechungsindex in der Nachbarschaft des Streifens fiir kiirzere Wellen 
kleinere Werte, als auf der Seite der liingeren Wellen — ein Verhalten, 
welches als anomale Dispersion bezeichnet wird. (Siehe Fig. 142, wo 
die ausgezogene Kurve den 
typischen Verlauf von m, die 
punktierte den entsprechenden 
von x als Funktion von 7’ dar- 
stellt.) Es zeigt sich hierin also 
ein Zusammenhang zwischen 
der Absorption und Dispersion, 
auf dessen theoretische Begriin- 
dung wir an spiterer Stelle 
guriickkommen werden. Das Fig. 142, 


AL 
> 


anomale Verhalten der Haupt- 

brechungsindizes in der Nachbarschaft eines Absorptionsstreifens kann 
offenbar bei optisch zweiachsigen Kristallen eine analoge Anomalie der 
Dispersion der Binormalen zur Folge haben. Eine solche ist z. B. von 
Dufet?) am Neodymsulfat beobachtet, welches u.a. ein ausgeprigtes Ab- 
sorptionsband zwischen den Wellenlingen 594 wu und 571 ww besitat. 
Der Binormalenwinkel wiichst hier im allgemeinen beim Fortschreiten 
zu kleineren Wellenlingen und zwar besonders schnell bei Annaherung 
an jenen Absorptionsstreifen, an dessen Anfang er 84° 20’ betrigt; 
innerhalb des Absorptionsstreifens sinkt er aber plétzlich und erreicht 
seinen Minimalwert 83°472’ an dessen anderem, dem Griin zuge- 


1) H. Dufet, Bull. soc. min. frang. 24 (1901), p. 373. 
2) In ausgesprochener Weise bei den Metalldimpfen; im festen und fitissigen 
Zustande zeigen manche Farbstoffe, ferner Didymverbindungen dieses Verhalten. 
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wandtem Rande. Bemerkenswert ist, daB beim Neodymsulfat auch die 
Dispersion der zweiten Mittellinie — die in der Symmetrieebene seiner 
monoklinen Kristalle legt anomal ist, so da der Winkel, den 
dieselbe mit der kristallographischen c-Achse bildet, als Funktion der 
Wellenlinge durch eine Kurve von analogem Verlauf, wie die 
Brechungsindizes, dargestellt wird. — Starke Absorption ist ferner 
mit verstirkter Reflezion verbunden, was auch aus der Theorie zu 
folgern ist (siche Kap. III); doch wird diese Beziehung erst auffillig 
bei Kérpern von so starker (sogenannter metallischer) Absorption, dab 
nur noch duferst diinne Schichten Licht hindurchlassen. Hs beruhen 
hierauf der Metallglanz, sowie die ,,Oberflichenfarben“, welche z. B. 
manche Anilinfarbstoffe im reflektierten Lichte zeigen. 


3. Pleochroismus. Die doppeltbrechenden Kristalle lassen viel- 
fach schon fiir das bloBe Auge, sonst bei photometrischer Beobachtung, 
eine Abhingigkeit der Intensitit bezw. (wenn weifes Licht einfallt) 
der Farbe des durchgelassenen Lichts von der Fortpflanzungsrichtung 
erkennen. So lat z. B. eine der Hauptachse parallele Platte aus 
griinem Turmalin sehr viel mehr Licht durch als eine gleich dicke 
zur Hauptachse senkrechte Platte; der rhomboédrische Pennin erscheint 
in der Richtung der Hauptachse schén griin, senkrecht zu derselben 
braunrot; der rhombisch kristallisierende Diaspor zeigt in Platten, die 
den drei Symmetrieebenen parallel sind, drei verschiedene Farbenténe: 
pflaumenblau, violett und spargelgriin. In Fallen, wie den beiden 
letzten Beispielen, wo die Verschiedenheit der Absorption deutlich 
verschiedene Farbe des in verschiedenen Richtungen durchgelassenen 
Lichtes bedingt, bezeichnet man die Kristalle als pleochroitisch; speziell 
nannte man optisch einachsige dichroitisch, zweiachsige trichroitisch, 
welche Bezeichnungen aber, da ja fiir beliebige Fortpflanzungsrich- 
tungen alle Ubergiinge zwischen den ausgezeichneten, den Symmetrie- 
achsen entsprechenden Farben vorkommen, nicht ganz zweckmifhig 
gewahlt sind. Ubrigens gebraucht man den Ausdruck Pleochroismus 
jetzt auch fiir die Abhingigkeit der Absorption von der Fortpflanzungs- 
bezw. Polarisationsrichtung tiberhaupt, einerlei ob hierdurch gerade 
deutliche Farbenunterschiede bei einfallendem weifen Licht hervor- 
gerufen werden oder nicht; man nennt also den griinen Turmalin 
ebensogut pleochroitisch wie den Pennin. — Die im natiirlichen durch- 
fallenden Lichte an einer doppeltbrechenden Kristallplatte beobachtete 
Farbe setzt sich zusammen aus den im allgemeinen verschiedenen 
Farben der beiden Wellen, welche sich in der Platte fortpflanzen, 
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und dasselbe gilt natiirlich fiir die austretende Jntensitdét jeder ein- 
zelnen Farbe. Man kann die Intensitiiten bezw. Farben der einzelnen 
Wellen getrennt nacheinander beobachten, indem man durch einen vor 
der Platte eingeschalteten drehbaren Polarisator (oder hinter ihr ein- 
geschalteten Analysator) die eine oder die andere Welle zum Ver- 
schwinden bringt. Natiirlich kann man statt dessen auch bei fest- 
stehendem Polarisator die Kristallplatte in ihrer Ebene drehen; be- 
obachtet man dabei einen Helligkeits- oder Farbenwechsel, so ist sie 
pleochroitisch’). Man kann aber auch die Farben beider Wellen ge- 
trennt nebenemander beobachten, indem man das aus der Kristallplatte 
austretende Licht durch ein Diaphragma und dann durch ein Kalk- 
spatspaltungsstiick (and eventuell noch durch eine auf das Diaphragma 
eingestellte Lupe) gehen la8t. Man sieht dann zwei, von den ordent- 
lichen bezw. auBerordentlichen Strahlen im Kalkspat herriihrende Bilder 
O und E des Diaphragmas von verschiedener Farbe. Ist das Kalkspat- 
rhomboéder so gestellt, daB sein Hauptschnitt mit der Polarisationsebene 
der Welle (1) zusammenfiallt, so zeigt das Bild O die Farbe der Welle (1), 
E diejenige der Welle (2). Diese Stellung des Kalkspats (oder die- 
jenige, bei welcher sein Hauptschnitt mit der Polarisationsebene der 
Welle (2) zusammenfallt und somit E die Farbe von (1) zeigt) ist 
durch den gréften Farbenkontrast der beiden Bilder ausgezeichnet; 
beim Drehen um die Beobachtungsrichtung vermindert sich dieser und 
verschwindet ganz, wenn der Hauptschnitt mit den Polarisationsebenen 
der Kristallplatte Winkel von 45° bildet, in welchem Falle beide 
Bilder in derselben Farbe erscheinen, die man im natiirlichen Lichte 
wahrnimmt. Die beschriebene Vorrichtung ist unter dem Namen 
Dichroskop von Haidinger?) eingefiihrt worden, welcher nach 
Brewster*) die ersten eingehenden Beobachtungen tiber den Pleo- 
chroismus anstellte. 

Diese Beobachtungen haben ergeben, dafs die Absorption nur von 
der Orientierung der Polarisationsebene oder der (zu thr senkrecht an- 
genommenen) Schwingungsrichtung abhdngt*) —, ein Verhalten, welches 


1) In der Weise werden gewohnlich die Mineralien in Gesteinsdiinnschliffen 
auf Pleochroismus gepriift, der fiir manche ein wichtiges Erkennungsmerkmal bildet. 

2) W. Haidinger, Pogg. Ann. 65 (1845), p. 1; 86 (1852), p. 131; Wiener 
Sitzungsber. 1 (1848), p. 70; 13 (1854), p. 3, 306. 

3) D. Brewster, Edinb. Phil. Journ. 4 (1817), p. 348; Phil: Trans. 1819, p. 11. 

4) In dieser Form gilt der Satz nur fiir schwach absorbierende Kristalle, 
auf avelche allein sich ja auch die Beobachtungen im durechgehenden Lichte be- 
ziehen. Wie wir weiter unten sehen werden, sind niimlich bei starker Absorption 
die Schwingungen nicht mehr linear, sondern elliptisch (ebenso tibrigens auch bei 
schwicherer Absorption in sehr groBer Nahe der Binormalen: siebe Kap. H, § 11). 


368 Ill. tr. Grunderscheinungen. 


yon vornherein dadurch sehr wahrscheinlich gemacht war, da ja auch 
fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nur die Lage der Polarisations- 
ebene maBgebend ist. Beispielsweise wird im Turmalin der ordent- 
liche Strahl fiir jede Fortpflanzungsrichtung gleich und zwar sehr 
stark (in dunkelgriinen Kristallen in Schichten von 1 bis 2 mm schon 
so gut wie vollstiindig) absorbiert, der auferordentliche dagegen um 
so weniger, je grofer der Neigungswinkel der Fortpflanzungsrichtung 
gegen die Hauptachse ist. Hine zu letzterer parallele Turmalinplatte 
von hinreichender Dicke laf%t also nur den auferordentlichen Strahl 
durch und kann daher als Polarisator verwendet werden’). (Man 
benutzte friiher als Polarisationsapparat oft eine sog. ,,Turmalin- 
zange“, bestehend aus zwei in ihrer Hbene drehbaren achsenparallelen 
Turmalinplatten, zwischen welche die zu untersuchende Kristallplatte ge- 
legt werden kann.) 

Was die beiden anderen, §. 366 erwihnten Beispiele pleochroiti- 
scher Kristalle betrifft, so ist beim Pennin die Absorptionsfarbe des 
ordentlichen Strahls griin, die des auferordentlichen gelbrot, die 
Mischung beider gibt das im natiirlichen Licht senkrecht zur Achse 
beobachtete Braunrot; beim Diaspor sind die den drei ausgezeich- 
neten Schwingungsrichtungen (d. h. den Symmetrieachsen) entsprechen- 
den Farben (,,Achsenfarben“), welche zu je zweien gemischt die 8. 366 
erwahbnten ,,Flichenfarben“ bilden, himmelblau, weingelb und violett. 

Weitere Bestiitigung hat der S. 367 unten ausgesprochene Satz 
durch Beobachtungen an solchen Kristallen gefunden, deren A bsorptions- 
spektra charakteristische scharfe Streifen darbieten”). Es sind dies 
namentlich Didym-Verbindungen; auch der Scheelit (Calciumwolf- 
ramat) zeigt infolge eines geringen Didymgehalts solche Absorptions- 
streifen. Becquerel fand, daB nicht die Lage der Streifen im Spektrum, 
wohl aber ihre relative Intensitdt von der Schwingungsrichtung ab- 
hingt; dasselbe beobachtete auch Dufet*) an den monoklin kristalli- 
sierten Sulfaten von Neodym, Praseodym und Samarium. 

Auf die bisher vorliegenden quantitativen Beobachtungen werden 
wir erst an spiiterer Stelle — nach Ableitung der Gesetze fiir die 
Abhangigkeit der Absorption von der Schwingungsrichtung — eingehen. 


1) Noch besser eignen sich hierzu Blattchen des rhombisch kristallisierenden 
Herapathits (schwefelsauren Jodchinins), die schon bei viel geringerer Dicke den 
einen Strahl vollstindig absorbieren und den anderen fast ungefarbt (schwach 
griinlich) durchlassen [Herapath, Ann. Chem. Pharm. 84 (1852), p. 149; 
88 (1853), p. 206]. 

2) H. Becquerel, Ann. chim. phys. (6) 14 (1888), p. 170, 257. 

3) H. Dufet, Bull. soc. min. frang 24 (1901), p. 373. 
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Zweites Kapitel. 
Theorie der Lichtbewegung in absorbierenden Kristallen. 


1 Ubertragung der Gleichung der Normalenfiache durch Hin- 
fiihrung komplexer GréBen. Wir sahen oben, daf der analytische 
Ausdruck fiir eine in einem absorbierenden Medium fortschreitende 
homogene Welle sich von dem fiir ein vollkommen durchsichtiges 
Medium giiltigen dadurch unterscheidet, da an Stelle der reellen Fort- 


pilanzungsgeschwindigkeit q eme komplexe Grope gq = as tritt, 


wo g wieder die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, x den Absorptions- 
index bedeutet. Es legt daher nahe, die Gesetze fiir die Fort- 
pflanzung und Absorption homogener ebener Wellen in Kristallen aus 
den fiir durchsichtige Kristalle erprobten Fresnelschen Gesetzen da- 
durch abzuleiten, daB man unter Beibehaltung ihrer Form die reellen 
Parameter durch komplexe und g durch obiges komplexe q_ersetzt. 
Aus der auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem bezogenen 
Gleichung der Indexfldche eimes zweiachsigen Kristalls (I, Kap. IV, 


~\ ‘ = . / , , v, v. : Ve 

Gl. (4°)) erhalt man dann, indem man a’, y’, 2’ durch +, *., — ersetzt, 
q q q 

die Gleichung fiir q*): 


ani Be Maat tase Pgs Maa Me Ha pI 
S79) (055 Ogg — 02,) 07,2 ee eet (My, Oy — Ogg, ) 9 Vg ++ = 0; 
worin die 

(2) A, = Ay, + ib,,. 


komplexe Konstanten — oder vielmehr Funktionen der Wellenlinge — 
bezeichnen, deren reelle Teile die friiheren ,,Polarisationskonstanten“ 
sind, wihrend die b,, die Absorptionskonstanten genannt werden mégen. 
Die Gleichung (1) zerfallt durch Trennung des Reellen vom Imaginiren 
in zwei Gleichungen, deren jede q und x enthilt, und durch deren 
Auflésung schlieBlich diese GréBen einzeln als Funktionen der 
Richtungskosinus »,', v2’, v3’ der Wellennormale zu bestimmen waren. 
Diese Rechnung gestaltet sich jedoch im allgemeinen duferst kom- 
pliziert, und nur unter vereinfachenden Bedingungen sind tibersichtliche 
Resultate zu gewinnen. 


Ay 
1) Dieselbe ist zuerst yon P. Drude [Wied. Ann. 82 (1887), p. 589] aus 
den Differentialgleichungen der Lichtbewegung abgeleitet worden. (Vergl. den 
folgenden Paragraphen.) 
Pockels, Kristalloptik. 24 
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Die Normalenfliche durchsichtiger Kristalle konnte aus dem 
Polarisationsovaloid, dessen allgemeine Gleichung nach (28), 5. 66, bei 
Kinfiihrung der Richtungskosinus @’, B’, y’ von r lautet: 

yy? + Ogg B® + Aggy? + 2 Og BY + 2 As, ya + 20.0 8 = 9, 
durch ein Verfahren abgeleitet werden, welches geometrisch die Aut- 
tragung des gréften und kleinsten Radiusvektors jedes Diametral- 
schnitts auf dessen Normale bedeutete (vergl. I, Kap. TI, § 2). Da 
nun die Gleichung (1) fiir q der Form nach ganz mit derjenigen der 
Normalenfliiche durchsichtiger Kristalle iibereinstimmt; so kann man 
sie auch durch dasselbe analytische Verfahren (vergl. 5. 33), wie jene 
aus der Gleichung des Polarisationsovaloids, aus der Gleichung 
(3) 04,0? + OB + M557? + 20558 + 20g yo + 20,.0 6 =v? 
herleiten, wobei freilich dieses Verfahren, sowie die vorstehende 
Gleichung selbst, wegen der komplexen Natur der Koeffizienten a,, 
die geometrische Bedeutung verliert. Aus der Ubereinstimmung der 
Rechnung folgt aber, da sich die a,,, und folglich sowohl die a,, 
als die b,,, bei einer Drehung des Koordinatensystems ebenso trans- 
formieren, wie die Koeffizienten der Gleichung des Polarisationsovaloids 
(siehe 8. 66—67). Von den letzteren konnten durch geeignete Bestim- 
mung des Koordinatensystems diejenigen mit ungleichen Indizes zum 
Verschwinden gebracht werden; die Bedingungen, denen die Richtungs- 
kosinus der verainderten Koordinatenachsen hierzu gentigen miissen, 
sind die Gl. (31) in I, Kap. IL. 

Hier ist dies fiir die a,, allgemein nicht mdghch, da die be- 
treffenden Bedingungsgleichungen in je zwei zerfallen und somit auBer 
den friiheren drei Gleichungen drei weitere, in denen die b,, statt der 
a, Stehen, erfiillt sein miiBten. Man kann jetzt also entweder nur 
die Polarisationskonstanten, oder nur die Absorptionskonstanten durch 
Verfiigung tiber das Koordinatensystem auf drei Hauptkonstanten 
zurtickfiihren; die Achsen, fiir welche ersteres eintritt, sollen, wie 
friiher, die Polarisationshauptachsen, diejenigen, welche der letzteren — 
Forderung entsprechen, nach Analogie die <Absorptionshauptachsen 
heiBen. Lin Achsensystem, welches als optisches Symmetrieachsensystem 
schlechtweg zu bezeichnen wéire, gibt es also bei absorbierenden Kristallen 
nicht — auch nicht bei Beschrankung auf eine bestimmte Spektral- 
farbe —, auBer wenn infolge von Symmetrieeigenschaften des Kristalles 
die Polarisations- und Absorptionshauptachsen zusammenfallen miissen. 
Letzterer Fall hegt bei allen Kristallen des rhombischen Systems vor, 
sowie nattirlich auch bei allen des hexagonalen, rhomboédrischen und 
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tetragonalen Systems, so tiberdies sowohl das Polarisationsovaloid, 
als das aus demselben mittels Hrsetzung der a,, durch die b,, hervor- 
gehende Absorptionsovaloid Rotationsflichen werden. Bei monoklinen 
Kristallen fallt stets eve Polarisations- und eine Absorptionshauptachse 
in die Richtung der kristallographischen Symmetrieachse bezw. der 
Normalen zur Symmetrieebene; die beiden anderen Absorptions- 
‘hauptachsen sind aber von den in der gleichen Ebene legenden 
Polarisationshauptachsen verschieden. 

Man kann indessen auch im allgemeinen Falle — also fiir trikline 
Kristalle — die Gleichungen (1) und (3) auf die Normalform bringen, 
welche sie bei durchsichtigen Kristallen in bezug auf das Polarisations- 
hauptachsensystem annehmen, nur ist dies nicht durch eine reelle 
Koordinatentransformation méglich; denn die Gl. (31) in I, Kap. I 
ergeben, mit den a,, gebildet, komplexe. Werte der a,...y;. Man 
kann aber mit diesen ,,komplexen Richtungskosinus“ gerade so rechnen, 
wie friiher mit den reellen'), und erhilt, wenn man die durch die 
Formeln: 


2 2 2 
Cy = Ayy Oy? PE Aggy” + Ogg Oy” + 2 Ogg yy + 2Ogy Og Oy + 2 Oye Oe, 


(4) | a, = @,,8,? +----+-9- + 238,83; +-°-+---, 
cone ait eI Nie i rea “Ftd Oas oe ee 


definierten GréBen a,, sowie die auf das ,,komplexe Koordinatensystem“ 
bezogenen Richtungskosinus der Wellennormale: 
(9) Ty = OY, + V2’ + OY, Tl, = By; + Bore" + Bars, 
My = 7¥y + 22 + Y3V35 
einfiihrt, an Stelle von (1) fiir q die Gleichung 


(6) at 


q7— a, 


ity” 
5: 
qo — A, 


sehen see () 


: = 
Coe Us 


? 


welche nun zu Gl. (5) in I, Kap. Il ganz analog ist. Zugleich nimmt 
die Gl. (3) die Form der auf die Hauptachsen bezogenen Ovaloid- 
gleichung an: 

(7) Qt + ay? + a53° = (C+ + 8), 

wo x, , 3 die auf das komplexe Hauptachsensystem bezogenen_,,Ko- 
ordinaten“ sind. 


2. Differentialgleichungen fiir den Lichtvektor in absor- 
biergnden Medien. Khe wir aus dem im vorhergehenden angegebenen 
Ubertragungsprinzip weitere Schliisse ziehen, wird eine kurze 


i) P. Drude, Wied. Ann. 32 (1887), p. 599. 


94% 


a 
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Darlegung seiner Begriindung durch Erweiterung der Differential- 
gleichungen fiir den Lichtvektor am Platze sein. Jedenfalls mu man 
in diesen, wenn sie die Lichtbewegung in absorbierenden Medien dar- 
stellen sollen, Glieder hinzufiigen, welche die Energie der Lichtwellen 
stets vermindern. In den mechanischen Lichttheorien ergeben sich 
solche Glieder durch die Annahme von Recbungskraften, welche der 
Bewegung der Atherteilchen oder der mitschwingenden ponderabeln 
Molekiile entgegenwirken. Die einfachste Annahme tiber diese Krafte 
ist die, daB sie lineare Funktionen der Geschwindigkeiten bezw. 
ihrer Differentialquotienten nach den Koordinaten seien. Voigt*) hat 
gezeigt, da die hiernach (unter Berticksichtigung der Inkompressibili- 
titsbedingung) fiir absorbierende Kérper auf den rechten Seiten der 
Differentialoleichungen (1), I, Kap. III hinzukommenden Glieder die- 


selben Differentialquotienten nach den Koordinaten enthalten, wie die 


ou ov ow 
rechten Seiten der urspriinglichen Gleichungen, nur von a ae 


statt von u,v, w gebildet; allgemeiner kénnen, wie in den Gleichungen 
fiir durchsichtige Kérper statt w,v, w Reihen nach den geraden, so 
hier als Zusatzglieder solche nach den ungeraden Differentialquotienten 


der u, v, w in bezug auf ¢ eingefiihrt werden.”) 


? 
Da nun fiir periodische Bewegungen u,v, w die reellen Teile von 


Funktionen sind, die ¢ nur in der Form ger a enthalten, so kann 
@ (2% +1) 20 G2n) 
Diivat ©. 7 oyan 
der Differentialgleichungen wiederhergestellt werden, wobei nun aber 
in dem Ausdruck (4), 5. 75, statt der reellen Koeffizienten a, kom- 
plexe a,, auftreten. Da nun jene Koeffizienten eben die Polarisations- 
konstanten waren, so haben wir das im vorigen Paragraphen aus- 


gesetzt und hierdurch die urspriingliche Form 


gesprochene Ubertragungsprinzip wiedergewonnen. 

Nach der elektromagnetischen Theorrce sind zweierlei Erklirungen 
der Absorption méglich. Erstens muf in Leitern eine Verminderung 
elektromagnetischer Energie infolee der Jouleschen Warmeentwicklung 
auftreten, und es ist somit bei ihnen auch eine Lichtabsorption zu 
erwarten, die um so stirker sein mu, je besser das elektrische 
Leitungsvermégen ist. Qualitativ wird diese Folgerung durch die Tat- 
sache bestatigt, dab die besten Leiter — die Metalle — auch die un- 
durchsichtigsten K6rper sind. 

Wird die elektrische Leitfahigkeit eines isotropen Korpers (in 

1) W. Voigt; Wied. Ann. 43 (1891), p. 410. 

2) P. Drude, Gottinger Nachr. 1892, p. 384. 
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elektrostatischem Maf) mit o bezeichnet, so kommen zu den linken 

Seiten des zweiten Tripels der Maxwellschen Gleichungen ((6), I, Kap. II1) 
zi 1 Most om te! 5 Gat : 

die Ausdriicke pinoX, ~AxcY, wa 4a6Z hinzu, welche die 42- 


fachen Komponenten des Leitungsstroms bedeuten. Bei periodi- 
schen Schwingungen von der Periode 7’ kann man statt X setzen 


IP OG 2S Ox : ; 4 : 

Sue oe oder — as und demgemif die linken Seiten der in Rede 
stehenden Grundgleichungen schreiben: 

(8) e mee Sele 2 oderie (Pai) 


V \o ot 
Die Hauptgleichungen behalten also fiir Lichtschwingungen in 
Leitern die friihere Form, aber an Stelle der Dielektrizititskonstante 
steht die komplexe Grofe 
(9) ese 27 ot, 
Bei Aristallen sind die Komponenten des Leitungsstroms in bezug 
auf ei beliebiges Achsensystem gegeben durch 
OX + OV + 6,37 
(10) Go X + OY + 6,32, 
G3, X + Gs Y + 6532, 
wobei (soviel bis jetzt bekannt) o,, = 6,, ist’); die Komponenten des 
Verschiebungsstroms sind nach (10), 8. 79, 


Nye cee e ath ae 
ia (eu pp kigg bol 3) Ne. 


Demnach wird fiir Schwingungen von der Periode 7 die linke Seite 
der ersten Gleichung des zweiten ort capmeree aga 

(11) - (eu pi 276; t) a (E12 — 27 64 ne a+ mriteiser — 276; t) oe 
analog die der zweiten und dritten. Hs treten also auch hier einfach 
an die Stelle der reellen Parameter ¢,, die komplexen ¢,,—=€,,—27'6,,1, 
und folglich werden auch die Koeffizienten ¢,, des Gleichungssystems 
(10’), S. 81, und die von ihnen nur durch den Faktor V’” verschiedenen 
sechs Polarisationskonstanten a,, komplex. Das ist wieder das friihere 
Resultat. Das System der o,, in (10) laBt sich durch Einfiihrung 
eines bestimmten rechtwinkligen Koordinatensystems auf die drei in 
der Diagonale stehenden Koeffizienten 6,,, 6), 3; reduzieren; da aber 
dieSe Hauptleitfihigheitsachsen im allgemeinen (d. h. wenn es nicht 


1) Vergl. z. B. W. Voigt, Kristallphysik, 8. 70. 
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die speziellen Symmetrieeigenschaften des Kristalls erfordern) nicht 
mit den Hauptdielektrizitdtsachsen (siehe S. 80) zusammenfallen, so 
kann man nicht allgemein durch eine reelle Koordinatentransformation 
die ¢,, und o,, und folglich auch nicht die a,, mit ungleichen Indizes 
zum Verschwinden bringen; die Normalform (11), 8. 80, der Haupt- 
gleichungen ist daher nur durch eine komplexe Koordinatentransfor- 
mation herzustellen, wie dies schon S$. 371 fiir die Gleichung der 
Normalenfliche gezeigt wurde. 

Wenn also aus dem Vorhandensein von elektrischer Leitfahigkeit 
nach dem Vorstehenden das optische Verhalten absorbierender Koérper 
qualitativ richtig ableitbar ist, so kann doch diese Hrklarungsart 
schon deshalb nicht allgemein geniigen, weil die Lichtabsorption 
keineswegs auf leitende Korper beschrankt ist; iibrigens sind auch bei 
metallischen Leitern die quantitativen Beziehungen, die sich aus den 
obigen Gleichungen zwischen Brechungs- und Absorptionsindex einer- 
seits, Dielektrizitiitskonstante und Leitfihigkeit andererseits ergelen, 
sicher nicht erfiillt.’) : 

Hine zweite Erklirung der Absorption ist nun nach der elektro- 
magnetischen Theorie durch die Annahme gegeben, da die Licht- 
wellen in den ponderabelen Molekiilen geddmpfte elektrische Schwin- 
gungen erregen. Die Annahme eines Mitschwingens der in den 
Molektilen enthaltenen ,,Elektronen“ erwies sich ja schon zur Erklarung 
der Dispersion als notwendig, wie in I, Kap. III, § 5 des naheren 
ausgetiihrt wurde. Dort haben wir jene intramolekularen Schwingungen 
als ungedimpft eingefiihrt. Zs muf jedoch eine gewisse, wenn auch 
schwache Dampfung derselben schon aus dem Grunde yorhanden sein, 
weil jedes schwingende Elektron selbst nach allen Seiten Energie 
ausstrahlt; es ist also ein véllig durchsichtiges Medium nach dieser 
Theorie tiberhaupt streng genommen unmiglich.”) Diese Strahlungs- 


1) Vergl. z. B. Drude, Optik, 8. 339. DaB auch bei den stark absor- 
bierenden Metall-Sulfiden und -Oxyden die von der urspriinglichen Maxwellschen 
Theorie geforderten Beziehungen nicht erfiillt, sind, haben Beobachtungen von 
J. Kénigsberger (Phys. Ztschr. 4, p. 495) gezeigt. Diese Widerspriiche lassen 
sich lésen, wenn man die metallische Leitung ‘abnlich der elektrolytischen als 
eine Konvektion elektrischer Teilchen (Elektronen), die Trigheit besitzen, auffaBt; 
dann wird naimlich die Leitfihigkeit selbst eine Funktion der Schwingungsdauer. 
Vergl. P. Drude, Optik, 8. 365; Phys. Zeitschr. 1 (1900), p. 161; Drudes Ann, [4 
(1904), p. 936. 

2) Vergl. M. Planck, Berliner Sitzungsber. 1904, §. 740. Die Strahlungs- 
dimpfung wtirde allerdings nicht Absorption des Lichts im eigentlichen Stana 
(d. h. Uberfiihrung der Lichtenergie in Wirme), sondern Zerstreuung desselben 
wie in einem ,,triiben Medium", zur Folge haben. ; 
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daimpfung der Hlektronenschwingungen ist aber durchaus nicht aus- 
reichend, um die Absorption in einigermafen stark absorbierenden 


Medien — an denen die Absorption in Schichten von einigen mm 
oder selbst cm merklich ist — zu erkliren. Hier muf man vielmehr 
noch eine andere Ursache der Dimpfung — etwa einen reibungs- 


ahnlichen Widerstand gegen die Elektronenschwingungen — annehmen. 
Tn jedem Fall — welches auch die Ursache der Dimpfung sei — kann 
dieselbe analytisch niherungsweise dadurch ausgedriickt werden, dah 
in den Gleichungen (26), 8.90, fiir die molekularen Polarisationen 
X,Y, 3, auf der rechten Seite Ausdrticke hinzukommen von der Form: 


OX OY, OBn, 
main, Gent an oan O13, ae 


Bei Schwingungen von der Periode 7’ = 2 kénnen se a ons 
durch 1#X,, 192),, 193, ersetzt werden, und man erhilt wieder die 
Gleichungen (27) und (27’), nur mit komplexen Koeffizienten 4,, 
und ¢,,, deren reelle und imaginire Teile Funktionen der Schwin- 
gunesdauer sind. 

Dasselbe folgt daher schlieBlich auch fiir die friiher (S. 90, 91) 
mit é*) bezeichneten, von der Schwingungsdauer abhiingigen Para- 
meter, und wir Hanes der Form nach dasselbe Resultat, welches 
8. 373 fiir lettende Kristalle gefunden wurde, nur mit dem Unterschied, 
daB die beiden Teile der e,, jetzt nicht aus den elektrischen Kon- 
stanten des Kristalls ableitbar sind. 

Im Fall rhombischer (oder héherer) Symmetrie reduzieren sich 
bei Beziehung auf das Hauptachsensystem, wie die k, so auch die 
Koeffizienten: 9 auf drei: @,,, Q2,, Q3,, und die durch Hinfiihrung der 
Dampfung erweiterten Gleichungen (27), S. 90, werden: 


(12) a — 0° 1 O13) on = os) 


woraus folgt, daB an Stelle Fis Aundedene (29), 8. 91, fiir die Quadrate 
der Hauptbrechungsindizes die komplexen Gréfen treten: 


L = on == jl + >} Nees 
Oy ky, — m, 9” +ife,,’ 
1 e 
Sep) = oe he 
(13) Ol, © Asie "Tig, — y,8? + 18 09)” 
1 e 
== AC) cee Ih h ae . 
Os 33 r ks, — 1m, 3" + 19 05; 


+ Ersetzt man gemaB dem in §1 Gesagten die komplexen Grifen 


a 2 b 2 c 2 : ae eek, 
Oy, Uy, Cg, durch (; rer ) ; ( ) : (— =) , entwickelt die Sum- 
1 


NS ea Ue 
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menglieder auf der rechten Seite von (13) nach Potenzen von 6 
und trennt das Reelle yom Imaginaren, so erhalt man schlieBlich 
die Hauptlichtgeschwindigkeiten a, b, ¢ und Hauptabsorptionsindizes 


1, %,%, in der Form von Reihen nach Potenzen von ;,- 
3. Schwingungsform. Nachdem gezeigt ist, daf die Differential- 
gleichungen fiir den Lichtvektor in absorbierenden Medien sich yon 
denen in durchsichtigen nur durch komplexe Werte der Koeffizienten 
a,, unterscheiden, kénnen wir auch auf die Bestimmung der Schwin- 
gungsart das Ubertragungsprinzip des § 1 ohne weiteres anwenden. 
In durchsichtigen Kristallen bestimmen sich die Schwingungsrichtungen 
als die Hauptachsen des durch die Wellenebene erzeugten Diametral- 
durchschnitts des Polarisationsovaloids. Der analytische Ausdruck 
hierfiir waren die Gleichungen (6) in I, Kap. Il, § 3. Ihre Uber- 
tragung auf absorbierende Kristalle ergibt fiir die Verhiltnisse der 
Schwingungskomponenten die komplexen Werte: 
ty TN 1 
(14) Mery te, Oy ae ce aaa Ta ae a: (h = 1, 2), 
wo q,, 4, die beiden Wurzeln der Gleichung (6) oder (1) bedeuten. 
Dabei ergibt sich mit Riicksicht auf (6) genau in derselben Weise, 
wie in I, Kap. Il, § 3 fiir die reellen Richtungskosinus z,, dargetan 
worden ist, die Giiltigkeit der Relationen 


(15) YM, oe BM aE ©, Ns =0 
und 
(16) UB Se OC 0: 


Komplexe Verhialtnisse der Schwingungskomponenten haben nun, wie 
in § 6 der Einleitung (S. 11) gezeigt, die Bedeutung, daB die resultie- 
rende Schwingung elliptisch ist. 

Die Relationen (15) sagen aus, daB die Schwingungsellipsen in 
der zur Wellennormale senkrechten Ebene liegen, also auch hier die 
Schwingungen transversal sind. 

Die Gleichung (16) kénnen wir, wenn wir die komplexen Ampli- 
taden der Schwingungskomponenten Tit A a eee ee 
CU, + C,"t bezeichnen, auch schreiben: 
(Ay’+Ay"i)(Ay/4-Ay"i)-+(B/+B,"i)( By +B, +(C/ +.) Oy46,') 0, 
was bei Trennung des Reellen und Imaginiiren ergibt: 

(17) | Ar Ae'+ By B,’+ C/'C,'— (A, A,” + By B+ CC) — 0), 
| Av A By! By OCs Ae Ag OB)” Bs Ae "0.0. 


3. Schwingungsform. B07 


Nun sind nach § 6 der Hinleitung die A,’---A,’.-- die Projektionen 
der Hauptachsen der Schwingungsellipse der Welle (h), also, wenn 
wir diese Achsen selbst mit r,’, 7,” bezeichnen, 
a le , re i Lae a4 rT pt ak RIL a 
A, =r; cos (7,, X), By =r, cos (r,, Y), CL =", cos (7, Z), 
‘pee ate ba LASSIE tes He Nice Nae a are Ne 
h r, cos (, ? Xx), B, cs ry COS ( a? ui ), C, es ry COs ar i) Z). 
Hierdurch gehen vorstehende beide Gleichungen iiber in 
Prarie (ae nS ARLE SPAS Nt 
MrT C08 (11, Te) — 7°79" Cos (7,", 79") = 0, 
| ev . tr i / “ rt < vr < {2 f ‘7 A if 
tye COBY, 1 i 7, cos (7, 5-%) = 0. 
Da aber beide Ellipsen in derselben Ebene liegen, so ist 
BT ASe Ae LUNGS ae Fae Want kt aed ne deve es Sue iA © ed line Che 
COS (771°, 72) = 08 (7,',75'), 008 (7',7,”) = — cos (171, 79’) = sin (7,', 72), 
also 
rer al en Ba OE Rae Ne piloak ida peldiinn te . bal aitins 
ah, a, 7, ) 008 (7, ,%, ) = 05" (7, 75 7, 7) sin, 7, ) =U. 
Hieraus folet 


. @ vr ‘ie 


entweder Pe eters end Sy ae, 
oder pevrnar sey Se hinds. ier, 
Beides sagt aus, daB die beiden Schwingungsellipsen gleiches Achsen- 
verhiltnis besitzen, aber ihre se ee gekreuzt legen; und das 


wz 


gleiche Vorzeichen der Verhiiltnisse / = und “2, bedeutet bei der obigen 


Festsetzung, dafi der Umlaufssinn der illineen der gleiche ist. Zu- 
sammengefabt haben wir also das Resultat: 

Die beiden sich in gleicher Richtung in einem absorbierenden Kristall 
fortpflanzenden Wellen schwingen transversal in gleichsinnig durchlaufenen, 
ahnlichen Ellipsen mit gekreuzt zueinander liegenden groBen Achsen. 

Dieser Satz zeigt eine grofe Analogie zu dem in II, Kap. II, $2 und 
§ 8 fiir Kristalle mit Drehungsvermégen gefundenen; ein ENT 
Unterschied besteht aber darin, da bei letzteren der Drehungssinn 
fiir die beiden Wellen entgegengesetzt ist. Bei schwacher Absorption 
besteht, wie wir alsbald sehen werden, auch darin Ubereinstimmung 
mit den optisch drehenden Kristallen, daB dann die Ellipsenhaupt- 
achsen in diejenigen Richtungen fallen, welche bei fehlender Ab- 
sorption die Schwingungsrichtungen sein wiirden. Ubrigens ist dann 
eine merkliche Elliptizitit nur fiir Fortpflanzungsrichtungen in der 
Nachbarschaft der Binormalen vorhanden. 

Die Elliptizitét verschwindet streng bei rhombischen Kristallen fiir 
alle in einer der drei Symmetricebenen liegenden Wellennormalen, da bei 
ihnéh die 1,, 1t,, 1; reell sind, ne somit die Gleichung (15) z. B. fiir 


n, =O ein reelles Verhiltnis > x, liefert: Dasselbe gilt bei optisch ein- 
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achsigen Kristallen nattirlich fiir alle Wellennormalenrichtungen; mm 
einachsigen Kristallen sind also auch bei beliebig starker Absorption 
die Schwingungen homogener ebener Wellen linear und parallel bezw. 
senkrecht zum Hawptschnitt, wie bei fehlender Absorption. 


4. Gesetze fiir schwach absorbierende Kristalle. Hine bedeu- 
tende Vereinfachung erfahren die in den Formeln von §§ 2 und 3 
enthaltenen Gesetze, wenn die Absorption in allen Richtungen so 
schwach ist, da8 man x? neben 1 vernachlissigen kann — was zufolge 
der in (2), Kap. I, enthaltenen Definition von x immer zulissig ist bei 
K6rpern, welche noch in Schichten, deren Dicke groB ist gegen die 
Wellenlinge, die Beobachtung des dwurchgehenden Lichtes gestatten. 
Man kann dann q? = q?(1 + 21x) setzen und findet aus (1) bei Tren- 
nung des reellen und imaginiiren Teils, daf x von der GroéSenordnung 
der -b,; ist; die obige Bedingung besagt also fiir die Polarisations- und 
Absorptionskonstanten, daB die 7, neben 1 (oder neben den a7,, die 
von der Gréfenordnung 1 sind) zu vernachlissigen sein sollen. Man 
erkennt leicht, da in dieser Annaherung der reelle Teil der linken ~ 
Seite von (1) die b,, und x: tiberhaupt nicht enthilt, da® also fiir q¢ 
die aus (1) durch Ersetzung der a,; durch die a,; hervorgehende 
Gleichung gilt, und somit die Gleichung der Normalenfldche durch die 
Absorption nicht merklich beeinflupt wird.') Es ist aber zu beachten, 
daB diese Annaherung bei der Untersuchung von Erscheinungen, die 
von der Differenz der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten abhingen, auf- 
hort zulassig zu sein, sobald diese Differenz eine GréBe von derselben 
Ordnung wie die Differenzen der b,; wird, was in der Nahe der Bi- 
normalen eintritt. Wir schlieBen vorliufig solche Richtungen aus und 
gehen spiter (in §§ 8 bis 12) auf die fiir sie geltenden Verhiltnisse 
ausfiihrlich ein. 

In der gleichen Anniherung und mit der gleichen EHinschriin- 
kung folgt dann aus den Gleichungen (14), daf die imaginiiren Teile 
der Amplitudenkomponenten von der GréBenordnung des x sind, und 
die Verhiltnisse der reellen Teile nur sehr wenig von den fiir einen 
vollkommen durehsichtigen Kristall mit gleichen a, giiltigen Werten 
abweichen. Dies besagt, da die Schwingungsellipsen sehr gestreckt 
sind, und thre Hauptachsen nahezw diejenigen Lagen haben, welche die 
linearen Schwingungen bei fehlender Absorption besitzen wiirden. In 
der ‘Tat ist bei absorbierenden Kristallen, die in nicht sehr dtinnen 


1) Vergl. P. Drude, Wied. Ann. 40 (1890), p. 672. 
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Schichten tiberhaupt noch durchsichtig sind, eine Abweichung von’ 


den Fresnelschen Gesetzen auch hinsichtlich der Polarisation nicht 
zu bemerken, aufer in naichster Umgebung der Binormalen. 

Es ist nun noch das Gesetz der Absorption zu untersuchen. 
Dieses erhalten wir durch Nullsetzen des imaginiiren Teils der linken 
Seite von (1). Unter der obigen Hinschrénkung (AusschlieBung der 
Umgebung der Binormalen) kénnen wir dabei die Glieder, die von 
héherer als 1. Ordnung in bezug auf x und die 0,, sind, vernach- 
lassigen und erhalten nach einfacher Umformung: 


| 2xg? CN OS ke Oa Nal oe itn ace Daly, ¥9'¥y +++ +++] 
= (G? — yy) (Hy 7035 + 5 D9, — 29’ v5'byg) +> +>: 

\+ H+ 2 dog (0 "Dag + Vy Vg Oy, — Vg Vy Dyg — Vy Vy bg) +--+ oe, 
wo die durch Punkte angedeuteten Glieder je aus dem vorhergehen- 
den durch zyklische Permutation der Indizes zu bilden sind. Hierin 
ist fiir gq’ die eine oder die andere der beiden Wurzeln (q,?, q,”) der 
Gleichung der Normalenfliche einzusetzen, um die Absorptionsindizes 
41, % der beiden Wellen von der gemeinsamen Normalenrichtung 
(vy, Ve gs) 20 finden. 

Man kann die Gleichung (18) dadurch vereinfachen, da man 
entweder die Polarisations- oder die Absorptionshauptachsen als Ko- 
ordinatenachsen einfiihrt. Fiir ersteres Achsensystem erhalt man, wenn 
man die dann allein iibrig bleibenden Konstanten a,, — die Quadrate 
der Hauptlichtgeschwindigkeiten — mit nur einem Index schreibt: 


(18) 


: : . (q? — a,) (v5 7055 + 5" Dg — 2%, Vs Pap) ohn ade? 
bay a #2. Cpt NG Satyam it 
woraus man den fiir die Durchsichtigkeit mafgebenden Absorptions- 
koeffizienten k = nx mittels Division durch 2q° findet. 

Man kann den vorstehenden Ausdruck, indem man Zihler und 
Nenner durch (¢? — a,)(q? — a.) (g? — ag) dividiert und nach den 6; 
ordnet, in die Form setzen: 


2 Das Vo Vs ma 
C= ay) @*— ay) 


; 1p Oy ee 

ng? — late (ag + gta) t™ --- 
oder mit Riicksicht auf die Gleichung der Normalenfliche (5), I, Kap. II, 
(worin statt a2, b?, c? in der jetzigen Bezeichnung a,, @,, @; zu setzen ist): 


Be 20,5 Ve Vp 


F 7 1 
(19°) 2x7 = Tate S77, at Sap: ony (q 1G? — Us) 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


ees |, 


Sa 
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EN ae Ve" Pas” Vg agers bl Sg 0,7 V2” 
q 


(q? — ay)(q? — a5) ' (G2 — a,)(Q? — 4) *—a,)(q? — ay) 


,? 0° v,° 
rm betes ‘: (q? = a)" i ieee 
Nun sind aber (nach Gil. (6), I, Kap. IT) 
LS ees Lins ah ate ae ggg pens a ns 

(@?—a,)V—N? @?—a)V—N’ (@?—a,)V—N 
die Richtungskosinus der Schwingungsrichtung gegen die Polarisations- 
hauptachsen: 2,, 2), 2, (bei deren Bezeichnung der zweite, die beiden 
Wellen unterscheidende Index hier fortgelassen ist). Mit Hinfiihrung 
derselben schreibt sich (19’): 
(20) 2g? = dy? + Doymty” + yg” + 2 O05 79% + 2051 MyM + 20,97, Ay. 

Somit ist das Produkt xq? eine quadratische Funktion der Rach- 
tungskosinus der Schwingungsrichtung, deren Koeffizienten die Absorptions- 
konstanten sind. 

Benutzen wir den aus der Ovaloidkonstruktion foleenden Aus- 
druck ftir g? durch die z,, so kénnen wir schlieBlich auch den Ab- 
sorptionsindex oder Absorptionskoeffizienten als Funktion der Schwin- 
eungsrichtung allein darstellen; wir erhalten z. B. ftir den ersteren 
die Formel: 

(21°) eae by, 7%" ais Dye We” ne 2 b,5 %_ 7%, 2a, + 20,07, % 


dy 1,7 + a, 7,7 + Ay 7, 
Wie der Nenner dieses Ausdrucks das Quadrat des in die Schwin- 
cungsrichtung fallenden Radiusvektors des Polarisationsovaloids ist, 
so kann der Ziihler als das Quadrat des gleichgerichteten Radius- 
vektors des Absorptionsovaloids (siehe $. 3871) gedeutet werden, dessen 
halbe Hauptachsen den Quadratwurzeln aus den Hauptabsorptionskon- 
stanten b,, b,, b, gleich sind und die Richtungen der Absorptionshaupt- 
achsen besitzen. Hs ist also V2x gleich dem Verhdltnis der in die 
Schwingungsrichtung fallenden Radien des Absorptions- und Polarisations- 
ovaloids. 
Leet man die Absorptionshauptachsen X”, Y", Z” als Koordi- 

natenachsen zugrunde, so wird 2x von der Form: 

b b, 0, 7 +b, x, See 
Saat 2A alates ckile GHB dks ag CH ae 
wihrend man, wenn die Konstanten b,, und a,, sowie die Richtungs- 
kosinus auf ein beliebiges Koordinatensystem bezogen sind, den sym- 
metrisch gebauten Ausdruck erhiilt: 


(21°) Dx bi, %, *?-+---+20,,%,'2,/+--- 


= = 


Cr -- + 24,7, 7, + 5 neh 


ae 
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Die Formeln fiir den Absorptionskoeffizienten unterscheiden sich von 
vorstehenden nur dadurch, daf jedesmal vom Nenner die 2% Potenz 
zu nehmen ist.') Bei der Diskussion dieser Ausdriicke ist zu be- 
achten, daS fiir zwei Fortpflanzungsrichtungen, die in bezug auf die 
Polarisationshauptachsen oder die dieselben verbindenden Ebenen sym- 
metrisch liegen, gleiches von den Schwingungsrichtungen gilt, so da 
die entsprechenden Wertsysteme z, sich nur durch die Vorzeichen 
unterscheiden. In ( 21*) hat also der Nenner fiir zwei solche Rich- 
tungen gleiche Werte, der Zahler jedoch, wenn die b,, von Null ver- 
schieden sind, nicht; folglich ist die Absorption im allgemeinen (d. h. 
hei triklinen und monoklinen Kristallen) nicht symmetrisch verteilt in 
bezug auf die Symmetrieebenen der Normalenfliche. Diese Unsymmetrie 
mu sich insbesondere darin tiuBern, daf die Richtungen, fiir welche 
dey Absorptionshoeffizient Maxima und Minima erreicht, schief gegen 
die Polarisationshauptachsen liegen. 


5. Naherungsgesetze fiir schwach doppeltbrechende Kristalle. 
Wenn, wie es wenigstens bei schwach doppeltbrechenden Kristallen 
in der Regel der Fall ist, die relativen Unterschiede der Polarisations- 
konstanten klein sind gegentiber denen der Absorptionskonstanten, so 
kann man in den Ausdriicken (21) den Nenner als merklich konstant 
fiir alle Schwingungsrichtungen ansehen, und es ist auch einerlei, ob 
man den Absorptionsindex oder den Absorptionskoeffizienten diskutiert. 
Dann folgt aus (21), da die Absorption iibereinstimmt fiir Schwin- 
gungsrichtungen, die in bezug auf das Absorptionshauptachsensystem 
symmetrisch liegen; solche Schwingungsrichtungen werden aber nach 
dem oben Gesagten im allgemeinen zu Wellennormalen gehoren, welche 
weder in bezug auf das Absorptionshauptachsensystem, noch auf das 
Polarisationshauptachsensystem symmetrisch liegen. Insbesondere fallen 
hei cinem triklinen Kristall in obiger Anndherung zwar (zufolge 21”) 
die Schwingungsrichtungen, nicht aber die Wellennormalen, fiir welche 
die Maxima und Minima der Absorption einer Welle eintreten, mit den 
Absorptionshauptachsen zusammen. Auch stehen diese Wellennormaten 
wicht zueinander senkrecht. Die Richtungen, fiir welche man im natir- 
lichen Lichte Maxima und Minima der Absorption beobachtet, fallen 
ebenfalls im allgemeimen nicht mit den Absorptionshauptachsen  zu- 
Sammen. 

et 
1) Hin etwas abweichendes Gesetz, welches aber bei schwacher Doppel- 


brechung auf dasselbe hinauskommt, ergibt sich aus der mechanischen Licht- 
theorie von Boussinesq [vergl. C. R. 140 (1905), p. 401, 622]. 
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Fiir den Absorptionskoeffizienten folet aus (21") in derjenigen 
Anniherung, mit welcher der Nenner des Ausdruckes als konstant 
angenommen werden kann, das einfache Gesetz: 

(22) ke = hyo? + erty”? + ho ,"*, 

wo ky, ky, ky die Werte des Absorptionskoeffizienten fiir Koimzidenz 
der Schwingungsrichtung mit den Absorptionshauptachsen, 2,”, 7,”, 773” 
die Richtungskosinus der gegebenen Schwingungsrichtung gegen letz- 
tere bezeichnen. 

Somit wird in dieser Anndherung die Quadratwurzel aus dem 
Absorptionskoeffizient als Funktion’ der Schwingungsrichtung durch ein 
Ovaloid, oder ihr reziproker Wert durch em Ellipsoid dargestellt; das- 
selbe gilt auch fiir den Absorptionsmodul m, der ja nach (3), 5. 364, fiir 
eine bestimmte Farbe dem Absorptionskoeffizienten proportional ist. 

Daf sich die Absorption in Kristallen durch ein Ellipsoid wiirde 
darstellen lassen, hat zuerst Grailich*) vermutet, und Mallard hat 
obiges Gesetz fiir den Extinktionskoeffizienten aufgestellt”); die theo- 
retische Betrachtung, durch welche er es zu begriinden suchte, ist 
jedoch unzureichend, wie auch die Ableitung, welche spaiter Mascart 
in seinem Traité d’Optique, II, p. 208, dafiir gegeben hat. In der 
Tat sahen wir, da sich das Ellipsoidgesetz aus der allgemeinen 
Theorie nur als Niherungsgesetz ergibt. Wie weit es als ein solches 
der Wirklichkeit entspricht, werden wir weiter unten bei Diskussion 
der quantitativen Beobachtungen zu erértern haben. 

Fiir das Schwiichungsverhiltnis der Intensitat des von einer 
Platte konstanter Dicke / durchgelassenen Lichtes (den »Transmissions- 
koeffizienten“) folet aus m= mix," + muyx,”? + murx;? die Formel: 


(23) 3 Next Nik Namah Eh 


Il nai) 
wo Ay=e~™t’, Ay =e7™n!, Arr =e ™m! die Transmissionskoeffizienten 
fiir die Falle sind, daB die Schwingungsrichtung einer der Absorptions- 
hauptachsen parallel ist. 

Ist die Absorption so schwach (oder die betrachtete Plattendicke 
so gering), da man die Exponentialfunktionen durch 1— m,! ersetzen 
kann, so kann man auch schreiben: 


A=1— ml =1 — (myn? 4+ ---+---) 0 =a, (1 — mel) +--+ .-., 
(24) A= Arya,”? + Ana’? + Amz,”? 


1) Grailich, Kristallogr.-opt. Untersuchungen, 1858, p. 52. 

2) E. Mallard, Traité de Cristallographie’II (1884), p. 353. Absorptions- 
ellipsoid nennt M. dasjenige Ellipsoid, dessen Halbachsen die Quadratwurzeln 
aus den Hauptabsorptionsmoduln sind. 
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oder auch in derselben Anniherung 
(24) Vie ET) re cen 

Letztere Formel hat Becquerel') auf Grund theoretisch unhalt- 
barer Schliisse aufgestellt und glaubte sie durch eigene Beobachtungen 
an Pennin und Epidot bestitigt zu finden. In anderen Fallen hat 
sie sich aber als unrichtig erwiesen, wie es nach dem Vorstehenden 
immer dann zu erwarten ist, wenn die Absorptionsmoduln einiger- 
mafen betrichtlich und voneinander stark verschieden sind. DaB sie 
allgemein nicht zutreffen kann, folgt iibrigens auch schon daraus, dab 


sie mit dem stets bestiitigten Hxponentialgesetz der Intensitiitsabnahme 
in Widerspruch steht. 


6. Verhalten des Absorptionskoeffizienten in monoklinen Kri- 
stallen. In Kristallen des monoklinen Systems vereinfachen sich 
die in Rede stehenden Verhiltnisse dadurch, daf eine Absorptions- 
hauptachse mit einer Polarisationshauptachse zusammenfallt, mithin 
eine Symmetrieebene fiir das gesamte optische Verhalten existiert. Es 
hegen daher auch zwei der Richtungen maximaler und minimaler 
Absorption in dieser Ebene. Wir wollen den Absorptionskoeffizienten 
fiir Fortpflanzungsrichtungen, die in der Symmetrieebene liegen, naher 
untersuchen, wobei wir letztere zur 7 X-Hbene wihlen. Hier ist ene 
Schwingungsrichtung stets senkrecht zur Symmetrieebene, also der 


Absorptionskoeffizient der einen Welle konstant = ie Fiir die 

; Aly 
zweite Welle liegt die Schwingungsrichtung in der Symmetrieebene 
senkrecht zur Wellennormale, es ist also, wenn letztere den Winkel » 
mit der Z-Achse (gegen + X hin) bildet, 7, =»,=sing, 1,=—1; 
=—cosg. Hs folgt daher aus (20) 

2 Xe” = 0,, cos? m + b,, sin® m — b,, sin 2g, 
wobei g,? = a, cos? » + a, sin? g ist. (Dasselbe hatte man natiirlich 
auch aus (19) entnehmen kénnen.) Der entsprechende Absorptions- 
koeffizient ist also gegeben durch 
x b,, cos” p + bs, sin® p — bg, sin2g 


(25) ie ey 4 
qe 2(a, cos? m + a, sin® mp)” 


Die Richtungen, in denen derselbe Maxima und Minima erreicht, be- 
stingnen sich durch die Gleichung 

1) H. Becquerel, Ann. chim. phys. (6) 14 (1888), p. 170; C. R. 108 (1889), 
p. 891. 
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(26) (bs; — b,,) sin @ cos p — b3, cos 2p 
b,, cos*p + by, sin*p — bg, sin 2g 
(a, cos*p + a, sin* g) 


7 a, — Ms , : : : mae : 
Kann man pene b,, —b,, und 6;, vernachlassigen, so 
1 


3 ‘ 
= — — (G,— dg) Sin Y Cos p 


geht dieselbe iiber in 
eorsaat tg 29 = 


2b : 
Dss =o “i tg we 
und ergibt fiir das Maximum und Minimum von f/f, zwei zuetnander 
senkrechte Richtungen, niimlich die Richtungen der Hauptabsorptions- 
achsen b,, b,. Den Wellen, die sich in diesen Richtungen fortpflanzen, 
kommen also die Absorptionskoeffizienten zu, die bis auf einen nahezu 
tibereinstimmenden Faktor bezw. durch b,, 6b, und 6b, gegeben sind, 
und unter denen also jedenfalls der absolut gréfte und kleinste Wert 
vorkommt. Somit gilt der Satz: In monoklinen Kristallen von schwacher 
Doppelbrechung fallen die Fortpflanzungsrichtungen, fiir welche das 
absolute Maximum und Minimum des Absorptionskoeffizienten eintritt, 
nahezu mit den in der Symmetrieebene liegenden Absorptionshauptachsen 
zusammen; sie weichen von deren Richtungen nur um Winkel ab, die 
von der GropBenordnung der Differenz der Hawptbrechungsindizes sind. 
(Ist 6, der gréBte oder der kleinste der drei Werte b,, so kommt das 
absolute Maximum oder Minimum der Absorption gleichmabig allen 
sich in der Symmetrieebene fortpflanzenden und parallel zu ihr 
polarisierten Wellen zu.) 

Trigt man auf allen in der Symmetrieebene liegenden Richtungen 
die beiden zugehérigen Werte von / auf, so erhalt man einen Kreis 
und eine ovalihnliche Kurve (— die Kurve fiir Vs‘, wire anniihernd 
der Hauptschnitt des Absorptionsovaloids —); ist b, 2b, 2b;, so 
schneidet letztere den Kreis; es gibt dann also in der Symmetrieebene 
zwei Richtungen, fiir welche die Absorptionskoeffizienten beider Wellen 
einander gleich werden (siehe Fig. 153, 8. 414). Solche Richtungen 
gleicher Absorption sind daran zu erkennen, daf§ eine senkrecht zu 
ihnen geschnittene Platte bei Drehung eines vorgeschalteten Polari- 
sators keen Wechsel der Helligkeit bezw. Farbe zeigt. 


7. Richtungen gleicher Absorption; Absorptionsflache. Das 
vorstehend fiir die Symmetrieebene eines monoklinen Kristalls dis- 
kutierte Verhalten befolgen die Absorptionskoeffizienten auch bei einem 
treklinen Kristall im jeder Symmetrieebene des Polarisationsovaloids ; 
daber sind, wenn jene Kbenen zu Koordinatenebenen genommen 
werden, die in der ZX-, XY-, YZ-Ebene konstanten Absorptions- 
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koeffizienten beaw: durch —22—, —2 Paks 

4 2Va,®’ 2Va,® 2Va,° 
55, bsg, D1, nicht die Hauptabsorptionskonstanten bedeuten. Ebenso 
sind die Maxima und Minima der in den Koordinatenebenen variabelen 
Absorptionskoeffizienten nicht durch die Hauptabsorptionskonstanten 
bestimmt. Man erkennt aus der Formel (25) fiir /,, da es in der 
ZX-Hbene zwei Richtungen gleicher Absorption beider Wellen jeden- 
falls dann gibt, wenn 0,, Zb.2Z b33 ist, ebenso in der Y Z-Ebene, 
wenn bj. 2b,, 253, oder in der X Y-Ebene, wenn b,, 205; 2 by. Da 
nun notwendig immer eine dieser drei Ungleichungen erfiillt ist, so 
gubt es also jedenfalls in einer der dret Symmetrieebenen des Polarisations- 
ovaloids zwei Richtungen gleicher Absorption. La8t man die Wellen- 
normale, von einer solchen Richtung ausgehend, aus der betreffenden 
Koordinatenebene heraustreten, so iindern sich dabei die Schwingungs- 
richtungen und damit die Absorptionskoeffizienten nur unendlich wenig, 
und es lat sich daher durch Entwicklung des allgemeinen Ausdrucks 
fiir xq” nachweisen, daB bei einer Drehung der Wellennormale in 
einer gewissen Richtung die beiden Absorptionskoeffizienten eimander 
gleich bleiben, daf es also unendlich viele, sich stetig aneimander- 
schlieBende Richtungen gleicher Absorption gibt.t) Die von diesen 
Richtungen erfiillten Kegel gleicher Absorption werden bei schwacher 
Doppelbrechung stets sehr nahe an den Kreisschnittsnormalen B,, B, 
des Absorptionsovaloids vorbeigehen und ferner (wie wir unten in 
§ 10 zeigen werden) auch immer den Binormalen nahe kommen, ohne 
aber durch die letzteren selbst hindurchzugehen. Bei rhombischen 
Kristallen liegen sie natiirlich symmetrisch zu den drei optischen 
Symmetrieebenen, werden aber noch sehr verschiedene Gestalt haben 
kénnen, je nachdem die Richtungen B,, B, in der Binormalenebene 
oder einer der anderen Symmetrieebenen liegen. 


gegeben, wo nun aber 


Wenn man auf allen méglichen Fortpflanzungsrichtungen von 
einem Punkte aus die ihnen zugehdrigen Werte von fk, und ky, als 
Strecken auftrigt, so erhalt man eine zweischalige Fliche, die man 
Absorptionsfldéche nennen kann, und deren beide Schalen nach Vor- 
stehendem nicht nur in vier Punkten, sondern im vier Limien zusam- 
menhiingen. Sie ist bei rhombischen Kristallen streng, bei mono- 
klinen angenahert symmetrisch in bezug auf die drei Absorptionshaupt- 
achsen, wihrend sie bei triklinen Kristallen, wie aus dem in § 4 
Gesagten hervorgeht, auBer einem Zentrum gar keine Symmetrie- 


1) P. Drude, Wied. Ann. 40 (1890), p. 675. 
Pockels, Kristalloptik. 25 
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elemente besitzt. Bei optisch einachsigen Kristallen besteht sie aus 
einer Kugel und einer dieselbe in den Polen beriihrenden ovaloid- 
ahnlichen Rotationsflache. 


8. Allgemeine Gleichungen fiir die Umgebung der Bi- 
normalen.') Bei der Untersuchung der Lichtfortpflanzung in Rich- 
tungen, die einer Binormale nahe legen — und die wir bei der bis- 
herigen annahernden Behandlung ausschlieBen muBten —, ist es 
vorteilhaft, statt eimes im Kristall festen rechtwinkligen Koordinaten- 
systems ein solches einzufiihren, dessen Z’-Achse in die Richtung der 
Wellennormale fallt. Dann ist in (1) v,°= »,'=0, v,;° =1 zu setzen, 
und die Gleichung fiir q reduziert sich auf 


G10? (Gy, = Gan) 4 Oey — OF, — 0, 


oder 
(27) (q? — 0,,) (q? — Gy) = 02, 
woraus folgt 
j 2 11 22 1 \2 
(27) = a VEE 5 V (G41 — M59)? + 403, - 


Um die Amplitudenverbiiltnisse 5, der beiden Wellen zu bestimmen, 
haben wir, gema8 den Ausfiihrungen in § 1 und 3, nach Analogie 
des fiir durchsichtige Kristalle giiltigen Verfahrens die Maxima und 
Minima des Ausdruckes (3) in der Wellenebene aufzusuchen. Hier 
ist ftir letztere y’ — 0, und wenn wir «’ = cos ®’, 8’ = sin OD’ setzen, 

r? = a,, cos” D+ a,, sin? OD’ + a,, sin 20". 
Die Bedingung fiir das Maximum und Minimum von r wird dann 
5 r_ Ms 
Ar oo 
und das komplexe Amplitudenverhiltnis 7 = tg ® muB8 folglich der 
Gleichung geniigen 


(28) (Fe) 1 Sir = Mae B __ iL 


aq, =U 


deren beide, den zwei Wellen entsprechende Wurzeln sind: 


eb eVAES) FD) 


Auch bei dieser Untersuchung soll die Absorption als so schwach 
vorausgesetzt werden, da8 x? neben 1 zu vernachlissigen ist. Dann 


_ _1) W. Voigt, Gottinger Nachr. 1902, p.1. Dieser Abhandlung sind auch 
die Entwicklungen der §§ 9—12 entnommen, 
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ist q?=q?(1 + 2tx) zu setzen, und die Gleichung (27) zerfiallt in 
die beiden 
(29) | | (q° — a1) (@” — a2) — at, = (24? — 0,1) (2g? — Bay) — 
| (G? — a4) (2g?% — bys) + @ — eq) (2q?% — Byy) = Qayy big. 

Diese Gleichungen lassen sich noch dadurch vereinfachen, dab 
man durch Verfiigung iiber die X’- und Y’-Achse (— von denen ja 
bisher nur vorausgesetzt war, da sie in der Wellenebene liegen —) 
entweder a, oder b,, zum Verschwinden bringt. Diejenigen Koordinaten- 
achsen X’, Y’, fiir welche a, =O ist, sind offenbar dadurch aus- 
gezeichnet, da® fiir sie bei fehlender Absorption tg 2’ — 0 wiitde; 
sie sind also die Schwingungsrichtungen, welche bei fehlender Absorption 
zur gegebenen Wellennormalenrichtung Z’ gehiren wiirden, und legen 
folglich (nach dem in I, Kap. I, § 6 bewiesenen Satze) in den Halbierungs- 
ebenen der Winkel zwischen den durch die Wellennormale und die Bi- 
normalen A,, A, gelegten Hbenen. Dies laBt sich auch aus der Be- 
dingung a,, = 0, welche nach (30), 8S. 66, fiir die Richtungskosinus 
&,, Br» Y;, der Koordinatenachsen X’ Y’ gegen die Polarisationshaupt- 
achsen in unserer jetzigen Schreibweise lautet: 


Ay Oy + Mg By By + Ag 71 %2 = 9, 

direkt ableiten, wenn man darin die «,, B,, y, durch die Winkel aus- 
driickt, welche die Richtungen X’, Y’ in bezug auf die Binormalen 
festlegen. Hbenso lassen sich durch eine einfache Umrechnung die 
durch die Formeln (30), S. 66, gegebenen Ausdriicke fiir a,,, do, 
welche ja unter Voraussetzung jenes Achsensystems X’, Y’ (wobei 
sie mit @,, a, bezeichnet werden sollen) die Quadrate der zur Z’- 
Achse parallelen Normalengeschwindigkeiten bei fehlender Absorption 
bedeuten, in die in I, Kap. ‘II, § 5 aufgestellten Ausdriicke (8) 
tiberfiihren’); und zwar wird, wenn wir festsetzen, da die X’- 
Achse den inneren Winkel zwischen den oben bezeichneten HKbenen 
halbieren soll, 


b? 
Dis, 


A, = - (a, + a) a kt, — As) COS (Y, + Pg), ; 
, Onn = 5 (My + As) + F(A, — As) COS (Hy — Ho). 
Aus der vollstindigen Analogie der Transformationsformeln der 
GréBen 6,, mit denen der a,, folgt ohne weiteres, da das andere 
ausgezeichnete Achsensystem, welches durch das Verschwinden von 0,5 
defimiert ist und mit X”, Y” bezeichnet werden mége, sich geradeso, 
wie das System X’, Y’ durch seine Lage gegen die Binormalen ee 


(30) 


DeWe Viowe t, ler pai 
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hs Be: Kreisschnittsnormalen des Polarisa- 

i tionsovaloids (4,, A,), durch die- 

b, Vi oes : A on ic eateee ante 7 

jenige gegen die Kreisschnittsnorma 
a Je 


len des Absorptionsovaloids B,, DB, 
(welche Voigt die ,,Absorptions- 
achsen® nennt) festlegen lit (siehe 
Fig. 143). Wenn festgesetzt wird, 
daB b, der mittlere der drei Werte 
b,, by, 6; sein soll, so liegen die 
Richtungen B,, B, in der Hbene von 
b, und b,. Werden die Winkel, 

piace welche Z’ mit B, und B, bildet, 
mit ,,%», und die auf das Achsensystem X”, Y” bezogenen Groen 
mit Indizes ” bezeichnet, so gelten nach Analogie von (30) die Formeln: 


bY, = 3 (0, + bs) + 3 (Dy — 0g) cos (Hy + He); 

by, = $ (0, + bs) + 3G, — bs) cos (Hy — dy). 
Zwischen den auf die beiden Achsensysteme X’, Y’ und X”, Y” 
bezogenen Parametern gelten zufolge den allgemeinen Transformations- 


formeln fiir die a,, und 6,,, wenn der Winkel zwischen X’ und De 
mit x bezeichnet wird, die Beziehungen: 


(31) 


ees Seen) 2 | SOREN 9) Be kRLe gp 2 Fi) Sate eo) 
| Gy, = @, cos” y + a,, sin* 7, 6}, = bf, cos” x + 05, sin* 7, 
a3, = @,,sin? y+ a), cos*y, - bi, = bf, sin? 7 + 55, cos’ 7, 


(32) | at, = (i, — ay) sin ycos yx, jp = (DX — DY) sin x, Cos 7, 
” De es Hl Pade Oe, 
Oy, — Age = (Aj, — Agg) COS 27, 
) By ay GND ¢ 
| Bi, — Ob, = (b7, — bby) cos 2x. 


Fallt die Wellennormale in eine Binormale, so ist fiir jyede Lage 
der X- und Y-Achse a,, = dg. (=a) und a,,=0; ebenso ist, wenn sie 
in eine der Richtungen B,, B, fiallt, stets b,, = b.. (= b,) und b,, = 0. 

Die weitere Untersuchung soll sich nun auf Wellennormalen- 
richtungen beschraénken, die mit einer Binormale A, so kleine Winkel 
gy, einschlieRen, daf dieselben als kleine GréBen erster Ordnung 
gegen die Winkel 2Q = (4,A,), 4, =(Z' B,) und 4%, = (Z’B,) an- 
gesehen werden kénnen. Setzen wir g, = 22+ @, wo dann  eben- 
falls klein erster Ordnung gegen 2Q ist, so folgt mit Riicksicht auf 
die (in den Gl. (7), 8. 36, enthaltene) Beziehung 


a, = 3 (G, + G5) + F(a, — ag) cos 22 


aus (30) bis auf Gréfken zweiter Ordnung exklusive: 
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Gh, — a3) (~, — @) sin 2Q2 =a,—an+aq,, 


(33) 


wo die Abkiirzung 


cmaryt 
ee > (A, — a3) (gp, + w) sin 22 =a, —an —agq,, 


a = F(a, — ay) sin 2Q 


nach unserer Festsetzung eine positive GréBe bezeichnet, die bei nicht 
ungewohnlich starker Doppelbrechung sehr klein ist gegen a,. Ferner 
sind in der gleichen Anniherung die GréBen 67, und 063, zufolge 
(31) als konstant anzusehen, es sei denn, da eine der Richtungen 
B,, B, der Binormale A, zufallig sehr nahe liegt, welcher Fall 
hier ausgeschlossen werden soll. — Wie weit sich der Winkel- 
bereich um 4,, fiir den diese Anniherungen zulissig sind, in Wirk- 
lichkeit erstreckt, hingt von der gegenseitigen Lage der Richtungen 
A,, A,, B,, B, ab; die folgende Diskussion wird aber auch fiir etwas 
weitere Umgebung von A, qualitativ zutreffende Resultate geben, die 
nur insofern nicht exakt sind, als die hier konstant gesetzten GroBen 
a, b,, b3, in Wirklichkeit in dem betrachteten Bereiche langsam ver- 
‘nderlioh sind. 


9. Gesetz der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in der Nahe 
der Binormalen. Fiir Richtungen, die so weit von A, entfernt sind, 
dab w@,— a}, noch groB gegen b,,, bys, bj. und 2q’x ist, folgt aus 
der auf die Achsen X’, Y’ bezogenen ersten Gleichung (29), daB sich 
die beiden Wurzeln g? nur um Gréfen zweiter Ordnung von a, 
bezw. a3,, d.h. von den fiir fehlende Absorption gitiltigen Werten, 
unterscheiden — in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Satz, den 
wir schon 8.378 mit Ausschlu} der nichsten Umgebung der Binormalen 
bewiesen hatten. Setzen wir, um in der Annadherang weiter zu gehen, 
in (29) die Ausdriicke (33) ein, so ergibt sich 

(4 — ae — g°)? — ap? = (bi, — 24°) Oy — 29%) — Oy’, 
oder auch, da zufolge (32) b),0,,—0},"=b7, 63, und b},+03,=b2, +), ist: 
Cha aa ey = (0, — 2g?) (bf, — 2g?) + ayy? = 17, 
(BD) g=d—ao+r. 

Die hierdurch eingefiihrte Gréfe + enthilt noch die Unbekannte 
(36) f= 29x = 2¢°k, 
zu dgren Bestimmung die zweite Gleichung (29) herangezogen werden 


mu8. Diese schreibt sich mit Benutzung von (35) und (32): 


(wpb) (t—U sin?y D3, 00827) +(—ag,7)(t-W cos? yD, sin’ 7) =0, 
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oder nach Hinsetzen von yr aus (34) und Quadrieren: 
(37) [(f—B2,) (f —b2,) + a? —p,7] [2E— Ly, — be? = a? (02, — by) C08? 27. 
Fiihrt man eine neue Unbekannte p durch die Substitution 


(38) = ¥ (0%, + 0.) +p 

ein und setzt zur Abkiirzung 

(39) 09, = 3 (42 — 2) = 0, 9 Oe — bn) = 4, 
so folgt fiir p die biquadratische Gleichung: 

(40) (p? — o? + o")p? = eo? cos! 2y, 


deren Auflésung ergibt: 

(41) pha E (oe) $V = oF + Hero cos! 23}, 

wo die Y mit dem absoluten Wert zu nehmen ist, damit p reell wird. 
Der durch (34) gegebene Ausdruck fiir 7? geht durch Einfih- 

rung der GréBen p, 9 und o nach (38) und (39) tiber in 

(42) 72 =p? t ot — of — 4 (e!— 08) + 4G — oF + Ag%O? cos" 2. 
Zufolge (35) bestimmt nun die Grée r+ den Unterschied der 

beiden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, welcher sich sehr annihernd 


= —— ergibt, und ist folglich besonders wichtig fiir den Verlauf der 


ay 
Normalenfliche in der Umgebung der Binormalen'). Ist cos 27 = 0 
und zugleich 6? > 0”, so wird 
die VY in (42) = o? — 9%, 
und folglich r= 0. Hs ist 
nun o im betrachteten Ge- 
biete eine (kleine) Konstante, 
>(A,)_ @ proportional dem Winkel- 
abstand der Wellennormale 
von ‘der Binormale 4,, und 
y der Winkel, den die Hal- 
bierungslinie X’ des Winkels 
der Kbenen (Z’A,) und (ZA) 
oder (Z’A,) und (A,A,) mit der innerhalb des Gebietes merklich 
konstanten Richtung X” bildet (siehe Fig. 144). Aus dieser Bedeu- 
tung der GroBen e, 6, x erhellt, dafs die durch die Bedingungen 


Fig. 144. 


1) Die Gréfen e und o und damit auch p und r verschwinden zugleich 
mit dem Binormalenwinkel Q, also beim Ubkergang zu einachsigen Kristallen; 
somit fehlen bei letzteren in der Nihe der optischen Achse die hier und in den 
folgenden §§ erérterten Besonderheiten der Normalenfliiche und Absorptionsfliche, 
sowie des Schwingungszustandes, 


. 
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(43) cos 24=0, Cae? 


bestimmten Wellennormalen, fiir welche q, = q2 ist, einen schmalen Feéicher 
erfiillen, der die Binormale zur Mittellinie hat, und dessen Ebene unter 
45° gegen die Halbierungsebene des Winkels zwischen (Z’B,) und 
(ZB) geneigt ist. Die beiden Schalen der Normatenfliche hiingen 
also nicht nur in vier Punkten, sondern in vier kurzen, die Binormalen 
schneidenden Linienstiicken zusammen. Um die Gestalt der Normalen- 
fliche in der Nihe einer solchen singuliren Linie niher zu bestimmen, 
betrachten wir den Verlauf von 7 als Funktion von 
eo 0,008 27 = 0 SULA, 

welche Gréfen als rechtwinklige Koordinaten der Spur der Wellen- 
normale Z’ in der die Kugel vom Radius a im Schnittpunkt mit A, 
beriihrenden Ebene gedeutet werden kénnen, wobei die =-Achse da- 
durch definiert ist, daB ihre negative Richtung mit der Ebene (A, A.) 
einen doppelt so grofen Winkel (2K) einschlieBt, wie diese mit A, X” 
(siehe Fig. 144). ; 

Die Gleichung (42) nimmt, rational gemacht, durch Hinfiihrung 
von £ und y die Form an: 


(44) yt — (6? + 4? — 6%) 7? — 67? 
oder 

Aan &? n? if 
(44) aye 


Fiir die Flache, welche man durch Auftragen von ¢ als dritte Raum- 
koordinate € senkrecht zur =H-Ebene erhiilt, folgt aus (44), dab 
ihre Schnittkurve mit der =Z-Hbene aus den beiden, die Winkel 
zwischen der =- und Z- 
Achse halbierenden Gera- 
den & = + € besteht, und 
diejenige mit der HZ- 
Ebene aus dem Stiick der 
H-Achse von 7 =—6 bis 
7 =-+ 6 und der gleichsei- 
tigen Hyperbel 4? — & = 0°; 
ferner folot aus (44°), dab 
alle Schnitte mit Ebenen 
€=7 = Const. Ellipsen 
mit#der gleichen linea- 
ren Exzentrizitét o sind. 
(Siehe Fig. 145, wo der 
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Schnitt der Flache mit der =Z- und HZ-Ebene oberhalb der =H- 
Ebene stark ausgezogen, wnterhalb der letzteren gestrichelt, und auBer- 
dem eine der erwahnten Ellipsen: ABA’B’ punktiert gezeichnet ist.)’ 
Die Punkte y=-+6, deh. die Endpunkte der Linie C,C,’, in der die 
beiden, positivem und negativem » entsprechenden Hiillen der Flache 
zusammenhiingen, werden von Voigt als Windungspunkte, und die 
vom Kugelmittelpunkt nach ihnen gezogenen Geraden als Wendungs- | 
achsen bezeichnet; wir werden weiterhin sehen, daf letztere fiir die 
Lichtfortpflanzung eine ausgezeichnete Rolle spielen. 

Aus der 7-Flache erhalt man, da nach (36) naiherungsweise 
(45) G=Vu% —do+ iy - 
ist, die Normalenfldche im betrachteten Gebiete dadurch, da8 man die 
im konstanten Verhiltnis 1:2 Va, verklemerten ¢-Koordinaten der 
ersteren zu der in diesem Gebiete (zumal bei schwacher Doppel- 
brechung) nur wenig variierenden Linge Va, — ao additiv und sub- 
traktiv hinzufiigt. Das Verhalten der Normalenfliche in der Nahe 
der Binormalen ist also demjenigen der r-Fliche sehr abnlich. 


10. Gesetz der Absorption in der Nahe der Binormalen. Bei 
der Beschrinkung auf den 8.389 definierten Bereich ist die Abweichung 
des Wertes qg® von der Konstanten a, so klein, da statt des Absorptions- 


koeffizienten k = A auch die in (36) eingefiihrte Gréke f = 2q?x als 


MaB8 fiir die Absorption betrachtet werden kann. Dieselbe unterscheidet 
sich gemii® (38) von der Konstanten $(b7, + b7,) um die fiir die eine 
Welle positiv, fiir die andere negativ zu nehmende Grife p, deren 
Quadrat in (41) durch @ und 6 ausgedriickt ist. Der Unterschied der 
Absorptionskoeffizienten beider Wellen als Funktion der Wellennormalen- 
richtung kann also durch die Fldche veranschaulicht werden, die man 
durch Auftragen von p senkrecht zur =H-Ebene erhdlt. Zar Diskussion 
dieser Flache eignet sich am besten die Gleichung (40), welche 
durch Hinfiihrung von € und 7 die Gestalt annimmt: 


(46) eet ey 6?) = 6? 
oder 

i &2 n? 
(46’) rah p? SI op? a ike 


Die Oberflache =p ist symmetrisch in bezug auf die drei Ko- 
ordinatenebenen des =HZ-Systems; sie liegt ganz zwischen den beiden 
Hbenen = —o und =-+ 6, welche Asymptotenebenen sind. Der 
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Durehschnitt der Fliche mit der =Z-Ebene besteht aus den beiden 
in den Asymptotenebenen hegenden parallelen Geraden y= 0, £=+6; 
‘derjenige mit der HZ-Ebene (wie am besten aus Gl. (41) zu elehea) 
aus dem Kreis 4? + =o? und den beiden, sich von den » Windungs- 
punkten* » = —o6 und 7 =+ 6 aus nach — o und + of erstrecken- 
den Stiicken der H-Achse, in welchen sich die Fliche selbst durch- 
schneidet. (Siehe Fig. 146, worin die erwihnten Schnittlinien, soweit ° 
sie oberhalb oder in der 
=H-Hbene legen, stark t 
ausgezogen, soweit sie 
unterhalb derselben lie- 
gen, gestrichelt darge- 
stellt sind.) Irgend eine, 
zwischen den Ebenen 
C=-+6 gelegene, zur =H- 
Ebene parallele Ebene 
Gin der Fig. 146 punk- 
tiert angedeutet) liefert 
als Schnittkurve eine 
Hyperbel mit dem kon- 
stanten Brennpunktabstand 26, wie die Form (46’) der Flachengleichung 
unmittelbar erkennen aft. (Hine solche Hyperbel ist in Fig. 146 
punktiert eigezeichnet.) 

Die dem Absorptionskoeffizienten proportionale Gré8e f wird, ge- 
maB Gl. (88), 8.599, durch Hinzufiigung von + p zu der innerhalb des 
betrachteten Bereiches merklich konstanten GréBe $(b7, + b3,) erhalten, 
Dabei ist nun zu beachten, daf die extremen Werte + 6, welche p 
erreicht, zufolge der Dennen (39) von o gleich +(b;, — 67,) sind. 
und, da U7, und 67, im allgemeinen sehr one sein werden, so- 
mit von derselben Gréfenordnung wie $(bj, + b7'). Demnach sind 
die Unterschiede der Absorptionskoeffizienten k im betrachteten Bereiche 
von derselben Groipenordnung wie diese selbst. Der Unterschied der 
Absorptionskoeffizienten der beiden Wellen gemeinsamer Fortpflan- 
zaungsrichtung ist am grdBten fiir die Binormale selbst und fiir 
die in der Ebene 7 =O ihr benachbarten Richtungen; hier sind nam- 
lich die beiden Werte von hk: 1 ay? und 1B? ay? Dagegen ver- 
schwindet ihr Unterschied fiir die Richtungen, die in der Hbene &=0 
aubérhalb des kleinen Winkels zwischen den Windungsachsen legen; 
diese Richtungen gehéren also den 8. 385 erwihnten Kegeln gleicher 
Absorption an, und diese letzteren gehen somit nicht durch die Binor- 
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malen selbst hindurch, sondern sind durch den zwischen den Windungs- 
achsen liegenden haul Sektor unterbrochen. 

Beziiglich der Zuordnung der beiden Werte von & zu denjenigen 
der Geschwindigkeiten ist noch zu bemerken, daf der oberen Hiille 
der r-Fliche (also der schnelleren Welle) die Hilfte £ > 0 der oberen 
und die Halfte € <0 der unteren Hiille der p-Flache entspricht, und 
umgekehrt. 

In griéSerer Entfernung von der Binormalen, wo a),—4a}, mindestens 
von gleicher GréBenordnung wie die 6,, ist, folgt aus der auf das 
Achsensystem X’ Y’ pereeenen ersten Gl. (29) bis auf kleine GréBen 
erster Ordnung: ¢,7=43,, %?—=4),, und durch Einsetzen dieser 
Werte in die zweite Gl. (29): 


oder nach (32): 
| £, = 0%, cos? y+ by, sin? y = 5 (07, + 0%.) + 4 (07, — 04.) cos 27, 


| £, = 0", sin? y +07, cos? y = $ (07, + 0.) + $ (Oy, — 07.) cos 24. 


Wenn man in Betracht zieht, daB 27 das Azimut der Ebene ZA, 
gegen die (auch innerhalb des weiteren Bereiches um A, noch merk- 
lich konstante) Richtung der =-Achse ist, so sieht man, daB die vor- 
stehenden Formeln dem Verhalten von f entsprechen, welches aus 
dem Verlaufe der p darstellenden Fliche in groBer Hntfernung von 
A, folgt. Zugleich erkennt man aber, da die Formeln (47) keines- 
wegs, wie es vor der hier besprochenen Untersuchung Voigts zu ge- 
schehen pflegte, bis an die Binormale selbst heran angewendet werden 
diirfen, sondern nur bis zu einem Umkreis, der die Windungsachsen 
einschheBt. Allerdings wird bei Kristallen, die noch bequem die Be- 
obachtung im durchgehenden Licht gestatten, der Winkelabstand der 
Windungsachsen von der zwischenliegenden Binormale in der Regel 
iuBerst klein sem. (Siehe § 12.) 

Auf die Erscheinungen i im konvergenten olen Licht, welche 
durch die starke Veriinderung der Absorption mit der Fortpflanzungs- 
_richtung in der Nahe der Binormalen bedingt sind, werden wir weiter 
unten eingehen. Hier sei nur gleich erwihnt, dal sich diese Ande- 
rung auch schon im natiirlichen Licht in auffallender Weise zu er- 
kennen gibt. Die Intensitiéit des von einer Schicht von der Dicke 1 
durchgelassenen nattirlichen (homogenen) Lichts ist proportional mit 


47 4a 
pee Sys Ay 


Cu ete. 
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oder bei Einfiihrung der Werte von k = lta, ? = 5£6% aus (47): 
(48) eee fen twee Taleo. zsOh— He got tz) 

| Der Klammerausdruck variiert mit 27; er ist ein Minimum (= 2) 
fiir 2y = 90° oder 270°, ein Maximum fiir 27 = 0 oder 180°; letzteres 
tibertrifft das Minimum um so mehr, je groBer absolut genommen 
die Differenz 67, — 7, ist. Die Intensitit wird demgem’8 bei Um- 
kreisung der Binormale variieren und in der Ebene 7 =0 am gréBten, 
in der Ebene =O am kleinsten sein: man wird daher beim Hindurch- 
sehen durch eine zu einer Binormale senkrechte Platte zwei relativ 
dunkle Felder wahrnehmen, welche gegen die Spur der Binormalen 
hin spitz zulaufen. Diese sog. <Absorptionsbiischel sind zuerst von 
Brewster’) am Cordierit beobachtet worden; ihre Erklirung ist yon 
Mallard*) und Voigt*) gegeben. Sie sind besonders am Epidot und 
Andalusit leicht wahrnehmbar. Im weifen Licht erscheinen sie im all- 
gemeinen farbig, z. B. beim Andalusit braunrot in fast farblosem Felde; 
bei monoklinen und triklinen Kristallen ist die Farbung unsymmetrisch 
verteilt. In der Binormalenrichtung selbst gelten nach dem 8. 393 
Gesagten dieselben Werte von f,, f,, wie auf der =-Achse; die Binor- 
malenspur erscheint also hell und trennt die dunklen Biischel, welche 
sich nur bis zu den Windungsachsen erstrecken. (Siehe Taf. V, Fig. 3, 
welche die Erscheinung fiir Epidot darstellt.) 

Was die Lage der Mittellinie der dunklen Biischel betrifft, welche 
nach obigem der H-Achse parallel ist, so kann man sich nach der 
Definition der letzteren leicht tiberzeugen, da sie zur Ebene der Bi- 
normalen A, A, senkrecht steht, wenn die Richtungen £,, B, in der 
Ebene von 4,, 4A, oder symmetrisch in einer zu ihr senkrechten Ebene 
liegen. Dies ist stets der Fall bei rhombischen Kristallen, bet mono- 
klinen dagegen nur dann, wenn (wie z. B. beim Epidot und den an- 
deren monoklinen Kristallen, an denen man zuerst Absorptionsbtischel 
beobachtet hat) die Binormalenebene die kristallographische Symmetrie- 
ebene ist. Bei monoklinen Kristallen von anderer Orientierung der 
Binormalen, sowie bei triklinen Kristallen, braucht hingegen die Mittel- 
linie der Absorptionsbiischel nicht senkrecht zur Binormalenebene zu stehen. 
Diese Folgerung der Theorie findet sich zB. am triklin kristalli- 
sierenden Axinit bestiitigt*). 


vi) D. Brewster, Phil. Transactions | (1819), p. 11. 

2) E. Mallard, Traité de Cristallographie II (1884), p. 361. 

3) W. Voigt, Gott. Nachr. 1884, p. 337; Wied. Ann. 23 (1884), p. 602. 
4) W. Voigt, Géttinger Nachr. 1896, p. 17. 
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11. Gesetz der Schwingungen. Der Ausdruck (28) ergibt im 
allgemeinen komplexe Werte des Amplitudenverhiltnisses B: %, was 
bedeutet, daf die Schwingungen beider Wellen ellzptisch sind; dabei 
ist das Produkt der beiden, derselben Fortpflanzungsrichtung ent- 
sprechenden Werte =—1, und dies besagt, daB die Schwingungs- 
ellipsen beider Wellen ahnlich sind mit gekreuzt liegenden grofen 


Achsen und gleichem Umlaufssinn, wie es auch schon in § 3 allgemein 


: : : ; Jae 8) 
nachgewiesen wurde. (In der Tat ist die Bedingung rae ne =—1 
1 9 


mit der im vorliegenden Falle durch das Verschwinden der ©, ver- 
einfachten Gleichung (16) identisch.) Es handelt sich also nun um 
die Untersuchung, wie die Lage der Hauptachsen und das Achsen- 
verhiltnis der Schwingungsellipsen in der Umgebung einer Binor- 
male A, varieren. Auf die Hauptachsen ist die Schwingungsellipse 
dann bezogen, wenn 8: rein imagindr ist (siehe 8. 11). Dieser 


‘ , : Cas My9 Ay, — A Ba tO, i be) 
Fall tritt nach (28’) ein, wenn - rohan Sas, ot 


imaginir und dem absoluten Werte nach > 1 ist, und hierfiir sind 
die beiden Bedingungen erforderlich: 


rein 


10> Ay, — Ags b, 
oy TE Oe 
(50) [O11 — P29) 12 — (M44 — Oop) bel = 4[ ai, + Dele 
Setzt man 
(49°) Soe gvieg ara ih 
so lift sich die zweite Bedingung einfach schreiben 
(50°) fr te 


Die GréBe f? ist auch fiir das Achsenverhdltnis 1) der Ellipse maB- 
gebend; denn indem man sie in (28’) einfiihrt, erhilt man: 


NS) : ss 

y= iftVP—D 
oder, da man, wenn die Bedingungen (49) und (50) erfiillt sind, 
B= B, U=iA setzen kann, 


(61) et =f4yVP—i. 


1) Die in der Einleitung und im IL Teil hierftir benutzte Bezeichnung x 
kann hier nicht beibehalten werden, um Verwechslungen mit dem Absorptions- 
index zu vermeiden. Eine Verwechslung mit den sonst noch vorkommenden Be- 
deutungen von ¢ (als auBerordentlicher Hauptbrechungsindex, und in I, Kap. vir 
als Polarisationsazimut) ist hingegen nicht zu befiirchten, da diese GréBen nicht 
gleichzeitig vorkommen. 
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Positives oder negatives f bedeutet dann eine positive oder negative 
Umlaufsrichtung der Schwingungsellipse, da ihm gleiches Vorzeichen 
des ¢ entspricht. 

Um nun die Hauptachsenrich- 
tungen der Schwingungsellipsen zu 
bestimmen, haben wir ein Koordi- 
natensystem X”’ Y’”’ aufzusuchen, 
fiir welches die a,, und b,; die 
Bedingung (49) erfiillen. Es sei 0 
der Winkel, den die X”-Achse 
mit der im betrachteten Bereiche 
festen X”-Richtung einschlieBt (siehe 
Fig. 147). Dann ist der Winkel (X”, X’)=y—0, und folglich erhalt 
man statt der Gleichungen (32): . 


Fig. 147. 


| ati = aj, cos? (y— 0) + ay sin? (y— 0), b7{ = bY, cos? 0 + by sin? 0, 
52) | 3 = aj, sin? *(y—0) + a2 cos*(y—0), 033 = bY, sin? 0 + by cos? 0, 
Nec ats = — (a2 1) sin (y—0) cos (y—0), D2 = (b% — bf) sin 0 cos 0, 


| A33 — ay] = (dag — a1) cos 2(4 — 8), b33 — b7i = (b— b7) cos 20 


Fiihrt man wieder die durch (39) definierten Abkiirzungen 0 und o 
ein, so geht die Bedingung (49) durch Hinsetzen vorstehender Werte 


tiber in: 
v* sin 4(y4 — 0) = o* sin 40 


oder 
ea o* sin 47 
(53 Bee tee ck ah 
In den in §§ 9 und 10 benutzten Koordinaten 

— 700s 47,4.) = —.0 81 27 
ausgedriickt, lautet diese Gleichung: 
en 2 EN 

tg 40 = 

oo 8 — 7? + o? 


und zeigt, da die es oe hb der Schwingungsellipsen honstante 
Fiuchtung fahen auf den Zweigen der gleichseitigen Hyperbeln: 
(£? — 7?) te 40 + 24 + oP tg 40 = 0, 

deren Asymptoten mit der =- bezw. H-Achse den Winkel — 20 bilden, 
und welche simtlich durch die Punkte £=0, 7 =-+ 6 hindurchgehen. 
Fiir tg 40 = 0 (also 6 = 0 oder 45° usw.) werden die Hyperbeln zur 
=- wnd H-Achse selbst, fiir tg 40 = co (0 = 225° 675° usw.) fallen 
ihre Hauptachsen in die =- und H-Achse. Die Richtung der grofen 
Achse der Schwingungsellipse ‘ist iibrigens nicht lings jedes ganzen 
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Hyperbelastes dieselbe, sondern nur lings eines jeden der beiden durch 
den Windungspunkt getrennten Teile eines solchen, und erleidet beim 
Durchgang durch den Windungspunkt einen Sprung von 45°, (Siehe 
Fig. 148, wo eine Anzahl der Hyperbeln und an jedem Ast derselben 
die Lage der groBen Ellipsenachse ftir die Welle (2) durch einen 
Pfeil dargestellt ist.) Thre konstante Richtung muB offenbar mit der 


Richtung einer der linearen Schwingungen tibereinstimmen, welche 
sehr entfernten Punkten des betreffenden Hyperbelzweiges (oder seiner 
Asymptote) entsprechen. Diese Schwingungsrichtung ist die langs 
jeder durch A, gehenden Geraden konstante Richtung X’, welche 
mit X” den Winkel x bildet, der die Hiilfte des Azimuts der Hbene 
(A,Z’) gegen die =-Achse ist; andererseits ist dieses Azimut fiir 
einen der Asymptote angehérigen Punkt nach dem Resultat yon 
S. 397 unten = 20, also der zugehérige Winkel (X’X”) in der Tat 
= 0, wie verlangt. 

Die beiden, durch die Windungspunkte C,, C,’ gehenden Hyperbel- 
systeme treten bei einem absorbierenden Kristall an die Stelle der 
durch die Spur der Binormalen gehenden geradlinigen Isogyren eines 
durchsichtigen Kristalls. Um den Ubergang zu letzteren zu machen, 
braucht man sich nur die Windungspunkte nach A, zusammenriicken 
gu denken. 
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In den Windungspunkten selbst wird die Lage der Ellipsenachsen 
unbestimmt, es mu also die Sein un peollipse za einem Kreise 
werden. ieee laBt sich auch aus dem Werte von f folgendermaBen 
ableiten. Wir kénnen nach (49’) und (52) schreiben: 

De) we. php) bi 99 
(64) f?# —-— SHAD OR BD _ cotg'2d cote 2(y — 0), 


ain a by 


Woraus man mit Benutzung von (53) erhalt: 


(54") Flies en ee mack eee 
e? + 6? —Vot+ cit 20°65? cos4y’ 


oder nach (41): 
RAmD oun 0” ++ p? 
(54 ) f = 64 ae p- 
Wir sehen zuniichst aus (54’), daB f? stets = 1, also die Bedingung 
(50°) erfiillt ist. Fiir die Punkte C,, C,’ ist p= 6, 2y=+ 90° also 
die Yin (54’) gleich Null, und somit in der Tat p=. 

Die Kurven in der =H-Ebene, lings deren f und damit das 
Achsenverhdltnis der Schwingungsellipsen konstant ist, sind, wie aus 
(54°) leicht ableitbar, gegeben durch 


0? + 6? +.06 sin 27 a 0 
oder 
2 
(55) By? + ot £ oT — 0; 
sie sind daher Averse mit den Mittelpunkten §=0, n =+6 ae f 
und den Radien 6 /— , welche simtlich den mit dem Radius 6 um 


fers 

A, beschriebenen Kreis senkrecht schneiden. (Hinige dieser Kreise 
konstanter Achsenverhiltnisse sind in Fig. 148 eingetragen.) Zu ihnen 
gehért als Grenzfall auch die =-Achse; auf dieser wird f? =o und 
fole@lich nach (51) «= co oder =O, d.h. die Schwingungen linear. 
Sie trennt Gebiete mit rechts- und links-rotierenden elliptischen 
Schwingungen voneinander.') Dabei sei noch einmal daran erinnert, 
daB der Rotationssinn der beiden Wellen von gemeinsamer Fortpflan- 
zungsrichtung stets der gleiche ist. 


12. Windungsachsen. Nach dem Vorhergebenden spielen in 
schwach absorbierenden Kristallen die Windungsachsen, d. h. diejenigen 
Richfungen, welche durch die ,,Windungspunkte“ C, C’ hindurchgehen, 


1) DaB z. B. fiir C, und C,’ das Vorzeichen von f und somit dasjenige 
von ¢ entgegengesetzt ist, laBt sich aus (49’) in Verbindung mit (52) erkennen. 
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eine ausgezeichnete Rolle; es werden nimlich fiir die Wellen, deren 
Normalen zu einer von ihnen parallel sind, sowohl die Geschwindig- 
keiten, als die Absorptionskoeffizienten einander gleich und die Schwin- 
gungen zirkular'), d. h. es pflanzt sich parallel einer Windungsachse 
iiberhaupt nur eine, zirkularpolarisierte, ebene Welle fort. 

Jeder Binormale (A, bezw. A,) sind zwei Windungsachsen (C,, Cy’ ’ 
bezw. C,, C,’) benachbart; die Winkel #, = 4, = ile welche sie 
mit der Binormale bilden, bestimmen sich zufolge § 9 aus Gl. (39) mit 
Riicksicht auf die fiir die Windungsachsen giiltige Beziehung 9 = 6 
und die S. 389 angegebene Bedeutung von a durch 

bY, — b”,) 
SO = Sie ere 
worln man auch wegen der Kleinheit des rechts stehenden Verhiilt- 
nisses tg # durch # selbst ersetzen kann. Der Zahler hat im allge- 
meinen ftir die beiden Binormalen verschiedene Werte; man kann ihn 


nach (31) durch b,—, und die Winkel ¥,, = 4,B,, Y, = 4, By, 


eer AT Gos : 
Wig = A, B,, oo = A,B, ausdriicken und erhalt so: 
(56) es (0, — 45) sin ¥,;, sin Yo, : 
h 


(@, — d,) sin 222 

Wie sich die Ebenen C,C,’ und C,C,’ der Windungsachsen bestim- 
men, geht aus der in § 9 gegebenen Festlegung des =H-Achsen- 
systems hervor: sie sind danach senkrecht zu denjenigen EKbenen, 
welche durch A, bezw. A, hin- 
durchgehend mit der Binormalen- 
ebene doppelt so groBe Winkel 
einschlieBen, wie letztere mit den 
Halbierungsebenen des Winkels 
Bb, A,B, (siehe Fig. 149). Da die 
Kbenen der Windungsachsen die 
Mittellinien der in § 10 erwiihn- 
ten dunklen Absorptionsbiischel 
enthalten, so gilt fiir ihre Lage 
zur Binormalenebene bei rhom- 
bischen und monoklinen Kristallen das dort iiber jene Mittellinien 
Gesagte. Bei triklinen Kristallen legen die Windungsachsen voll- 
standig asymmetrisch gegen die beiden Binormalen. 


Fig. 149. 


1) Die nihere Untersuchung (siehe Voigt 1. c. p. 25) zeigt, daB die Diffe- 
renz der Geschwingkeiten, diejenige der GréBen k,, und die Differenz 1 — ¢ bei 
Annéherung an die Windungsachsen von gleicher Ordnung unendlich klein werden. 
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ae 


13. Indexfliche stark absorbierender Kristalle. Wir kehren 
noch einmal zuriick zu den allgemeinen Formeln fiir die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten homogener ebener Wellen, um an einem spe- 
ziellen Falle zu zeigen, wie die letzteren durch die Absorption beein- 
fluBt werden, wenn dieselbe nicht so schwach ist, daB man x? 
neben 1 vernachlissigen kann. 

Es sei gq? in der Form a+ib gegeben; dann findet man 


n= und /;= nx durch folgende Kon- ‘ D 
struktion’) (siehe Fig. 150). Man trage C We 
im Endpunkt einer Strecke OA =a senk- oy, 
recht zu ihr AC =b, sodann auf der von 

O durch C gezogenen Geraden OD gleich mares 
dem reziproken Werte von ) OC auf, ziehe 

die Halbierungslinie des Winkels 4 0C und fille auf dieselbe von D 
ein Lot DL; dann ist OL =n, DL =nx. Wird nimlich g? = oe? 
gesetzt, so ist 


awe nm — inn : e 2 

Ve? 
57 iy DS SU age ae 
7) ) 

0 0 


die auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehenden Werte werden 
aber zufolge obiger Konstruktion in der Tat durch die Strecken OZ 
und DJL reprasentiert, da OC = @ ist. 

Diese Konstruktion ist nun anwendbar, um den Verlauf des 
Brechungsindex und Absorptionskoeffizienten in einer Symmetrieebene 
emes rhombischen Kristalls zu veranschaulichen. Denn fiir Fortpflan- 
zungsrichtungen in einer solchen Ebene zerfallt die linke Seite der 
Gleichung (1) fiir q? in zwei Faktoren, so daB man den reellen und 
imaginéren Teil von q? als Funktion der Normalenrichtung leicht an- 
geben kann. Wir wollen unter der Voraussetzung, daf die Koordinaten- 
achsen die Symmetrieachsen sind, z. B. die 7X-Hbene betrachten; 
dann haben wir zu setzen 


Meg = M5, =A. —0, O,,— 4, + 1,, Uae, 
und die Gleichung (1) lé8t sich schreiben: 
(q? — Oyo) (Q? — (gg 4” + O41 ¥5°)) = 0. 


1) P. Drude, Wied. Ann. 40 (1890), p. 667. 
Pockels, Kristalloptik. 26 
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Fiir die eine (die ,,ordentliche*) Welle ist also q, folglich auch n 
und k konstant, und zwar findet man fiir diese Groen die Werte: 


a ae ey 00 eee 
(58) hy a Rae Na, io ye) ey 

V2 Va," + 0," 
Fiir die zweite (auBerordentliche, mit Index , zu bezeichnende) Welle 
gilt, wenn wir den Winkel der Wellennormale gegen die Z-Achse 


gm nennen: 
lq? = a,, cos? » + ag, sin? p, 
(59) | a,= a, cos?gp +a, sin’, 
b, = b, cos?y +6, sin’ gp. 
Wir denken uns nun, um die Schnittkurve der Indexflache mit der 
ZX-Ebene zu konstruieren, zunichst die beiden Kurven gezeichnet, 
deren Radien die vorstehenden Ausdriicke a, und 6, sind (die inneren, 
gestrichelten Kurven in Fig. 151). Dann kann man den einer ge- 
gebenen Wellennormalen- 
richtung zugehdrigen aufer- 
ordentlichen Brechungsindex 
n, aus den in diese Rich- 
tung fallenden Radien OA 
und OB jener Hilfskurven 
nach dem oben (8. 401) aus- 


NUK ee : x einandergesetzten Verfahren 
/ NN \ \ : 
ae or \ x konstruieren: man mache 
ee \ 
ey ee A | \ AC 1 OA wd = OB, 
4 K 1 Ki u 
\ \ \ 1 é 
Wee eit i ferner OD = ——., halbiere 
9) N L H | LX Yoo 
2, a, ef. Ns Wa, 


den Winkel 4 OC =0 durch 
OL, ziehe DL 1 OL, und 
iibertrage schlieBlich die Strecke OL = OWN auf die Richtung von OA; 
dann ist ON =n, der verinderliche Radiusvektor der Indewfldche in 
der ZX-Ebene. Man sieht leicht, da derselbe kleiner ist, als er bei 
fehlender Absorption sein wiirde, und daf die (in Fig. 151 ausgezogen 
gezeichnete) Kurve, welche N bei Drehung von OA beschreibt, von 
der Ellipse a,x? + a,z22 = 1 (welche nebst dem Kreise a,(v? + 27) =1 
die Schnittkurve der Indexfliiche des durchsichtigen Kristalls mit den 
Parametern a,, a), a; bildet) um so stiirker abweicht, je gréfer die 
Absorptionskonstanten b,,b, gegen a,, a, und je mehr sie voneinander 


Big. 161. 


1) In Fig. 151 tritt diese Abweichung von der (strichpunktierten) Ellipse 
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tion, da8 die durch die Absorption bedingte Abmweichung vom Fresnel- 
schen Gesetz der Normalengeschwindigkeiten eine kleine Gréfe 2. Ord- 
nung wird, sobald die Verhiiltnisse der b, zu den a, kleine GréBen 
1. Ordnung sind; denn hierdurch wird der Winkel 0 ebenfalls klein 
1. Ordnung. — Obige Konstruktion liefert zugleich, wenn man noch die 
Strecke DL auf ON auftrigt, die Kurve, welche nebst dem Kreise vom 
Radius #, den Schnitt der Absorptionsfliiche mit der ZX-EHbene bildet. 

Natiirlich gilt das Vorstehende auch fiir jede, durch die Haupt- 
achse Z gehende Schnittebene eines optisch einachsigen Kristalls. Hier 
wird dann a,= ad, b,=b,, und » bedeutet den Neigungswinkel der 
Wellennormale gegen die optische Achse. 


Se Drittes Kapitel. 
Messungen der Absorption im durchgehenden Licht. 


1. Methoden zur Messung der Absorption. Zur Bestimmung 
der Absorptionskoeffizienten und Priifung der Gesetze ihrer Abhangig- 
keit von der Fortpflanzungs- bezw. Schwingungsrichtung sind photo- 
metrische Messungen erforderlich, die wegen der meist sehr starken 
Anderung der Absorption mit der Wellenliinge stets mit homogenem 
Licht ausgefiihrt werden miissen. Die hierzu dienenden Apparate 
werden als Spektrophotometer bezeichnet, da sie aus der Kombination 
einer Vorrichtung zur spektralen Zerlegung des einfallenden Lichts 
mit emer solchen zur Vergleichung von Lichtstiirken bestehen. Die 
letztere beruht meistens auf dem Prinzip, da die zu vergleichen- 
den Strahlenbiindel durch Doppelbrechung senkrecht zweimander  po- 
larisiert, und ihre, durch die eingeschalteten absorbierenden Platten 
verainderten Intensitéten mittels eimes drehbaren Polarisators oder 
Analysators wieder gleich gemacht werden.') Dabei verfiihrt man 
entweder so, daB man mit den beiden, durch Doppelbrechung aus 


a, 2? + a,z*=1, deren Radiusvektor O N° ist, deutlich hervor, und zwar ist sie 
viel gréBer auf der X-Achse, als auf der Z-Achse, entsprechend dem Uber- 
wiegen des Wertes }, tiber 6,. Auch lat der Vergleich der Kurve N mit dem 
gestrichelten Hinheitskreis erkennen, daB sie weder eine Ellipse noch ein Kreis 
ist, also das Fresnelsche Gesetz nicht gilt. 

~ 1) Andere Methoden, um die Vergleichs-Lichtstiirke in meSbarer Weise 
abzuschwichen, bestehen in der Einschaltung eines Keiles von Rauchglas 
(Koenigsberger, siehe §. 406) oder einer rotierenden Scheibe mit durch- 
sichtigen Ausschnitten von variierbarer WinkelgréBe (Camichel, C. R. 137 [1903], 
p. 788). 
26% 
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einfallendem natiirlichen Licht erzeugten Strahlenbiindeln zwei neben- 
einander liegende Felder beleuchtet und deren Helligkeit mittels eines 
drehbaren Analysators gleich macht, oder so, daS man die beiden 
Strahlenbiindel nach Durchgang durch einen drehbaren Polarisator 
wieder vereinigt und die durch Drehung des Polarisators herstellbare 
gleiche Intensitit beider Komponenten daran erkennt, daf man bei: 
ihrem Durchgang durch eine geeignete Kristallplatte und einen Ana- 
lysator keine Interferenzerscheinung wahrnimmt. rstere Methode 
liegt den Spektrophotometern von Glan’) und A. Kénig”), letztere 
dem Photometer von Wild zugrunde; beide sind von J. Kénigs- 
berger®) bei seinem Mikrophotometer benutzt. Ohne ausftihrlicher 
auf die Konstruktion dieser Apparate einzugehen, sei hier nur die 
Anordnung der wesentlichen Teile bei den Photometern von Kénig 
und J. Kénigsberger angegeben, da das erstere (welches tibrigens dem 
von Glan sehr ahnlich ist) mit gewissen Verbesserungen bei den 
weiterhin zu besprechenden Untersuchungen von Ehlers*), das letz- 
tere bei denjenigen von Ites°) zur Anwendung gelangte. 

Beim A. Kénigschen Spektrophotometer fiallt weifes nattirliches 
Licht auf einen vertikalen Spalt, der durch einen horizontalen Metall- 
streifen in eine obere und eine untere Halfte getrennt ist, geht dann 
der Reihe nach durch eine Kollimatorlinse, ein doppeltbrechendes 
Rochonsches Prisma, welches aus den zwei Lichtbiindeln vier in einer 
vertikalen Ebene liegende macht, dann durch das dispergierende Flint- 
glasprisma, und tritt nun durch ein sehr stumpfwinkliges Doppel- 
prisma mit horizontaler Kante in das Beobachtungsfernrohr, welches 
an Stelle des Okulars einen verschiebbaren Spalt und vor demselben 
einen Analysator mit Teilkreis besitzt. Man erblickt dann zwei tiber- 
einander liegende, einander gerade beriihrende Spektra, von denen das 
eine yon der oberen, das andere von der unteren Halfte des Kolli- 
matorspaltes herrtihrt, und aus denen man mittels des Okularspaltes 


1) P. Glan, Wied. Ann. | (1877), p. 851. E. Ketteler und C. Pulfrich, 
Wied. Ann. 15 (1882), p. 337. Siehe auch Liebisch, Physikal. Kristallographie, 
p- 520 und GrundriB d. phys. Krist., p. 312. 

2) A. Kénig, Wied. Ann. 58 (1894), p. 785. 

k 3) J. Kénigsberger, Absorption d. Lichts in festen Kérpern, Habilitations- 
schrift. Freiburg 1900. 

4) J. Ehlers, Dissertation Gsicanen N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 11 (1897), 
p. 259. Hier findet sich auch eine genaue Beschreibung des Kénigschen Spektro- 
photometers und des Beobachtungsverfahrens, sowie eine Untersuchung der in 
Betracht kommenden Fehlerquellen. 

5) P. Ites, Abhingigkeit der Absorption des Lichts von der Farbe in krist. 
K6érpern. Preiaschrift, Gottingen 1903. 
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ein beliebiges Wellenlingenbereich herausschneiden kann. Sind die 
beiden Kollimatorspalte unbedeckt und gleich stark beleuchtet, so er- 
scheinen die beiden Spektra gleich hell, wenn der Hauptschnitt des 
Analysators einen Winkel f, von nahe 45° mit der Vertikalebene 
(dem Hauptschnitt des Rochonschen Prismas) bildet; ~, ist nicht 
genau 45° wegen verschieden starker Schwichung der beiden Strahlen- 
biindel durch Reflexion an den Bestandteilen des Apparats. Wird 
aber die absorbierende Platte, die zuniichst isotrop vorausgesetzt werde, 
vor den oberen oder unteren Spalt gebracht, so erhilt man gleiche 
Helligkeit erst wieder nach Drehung des Analysators in eine andere 
Stellung 6, oder B,, und es ergibt sich der von der Platte durch- 
gelassene Bruchteil des einfallenden Lichts aus 


J te? B, te? B, 
aa) “ & J° a tg? : = ee 
da die Amplituden der vertikal bezw. horizontal schwingenden Strahlen 
durch den Analysator im Verhiiltnis cos 6 bezw. sin B durchgelassen 
werden. Ist die Platte doppeltbrechend, so mu8 sie so orientiert 
werden, daB eine ihrer Schwingungsrichtungen dem Hauptschnitt des 
Rochonschen Prismas parallel ist. Dann ergeben die beiden erwahnten 
Versuche die Durchlissigkeiten fiir die beiden, sich in der Platte fort- 
pflanzenden Wellen einzeln: 


het ip a te? p be ie 6, 
(1) 4-28, a= 28, | 

und eine dritte Beobachtung, wobei die Platte beide Spalte bedeckt, 
wiirde als Kontrolle das Verhdltnis = hefern. 


Das Mikrophotometer von Kénigsberger ist ein Polarisations- 
mikroskop, unter dessen Tischchen als drehbarer Polarisator ein Glan- 
Thompsonsches Prisma, und an dessen Stativ tiber dem Tischchen ein 
Kalkspatspaltungsstiick und dicht unter letzterem ein Schirm mit zwei 
durch einen undurchsichtigen Streifen getrennten Offnungen angebracht 
ist. Die Dicke des Kalkspats ist bei der ersten Anordnung so ge- 
wihlt, da die beiden mittleren der vier, durch das schwach ver- 
eréRernde Mikroskop gesehenen Bilder der zwei Offnungen sich gerade 
beriihren, und es wird durch Drehen des Polarisators auf gleiche 
Helligkeit dieser zwei Bilder eingestellt. Bei der zweiten Anordnung 
ist die Dicke des Kalkspats geringer gewihlt, so daB die beiden mitt- 
leren’ Bilder teilweise iibereinander fallen, und es wird die (wieder 
durch Drehen des Polarisators herziustellende) Intensititsgleichheit der 
iibereinander fallenden Komponenten an dem Verschwinden der Inter- 
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ferenzstreifen in einer Savartschen Platte (siehe S. 275) erkannt, die 
iiber dem schwach vergréfernden Mikroskopobjektiv eingeschaltet ist; 
um diese Streifen zu beobachten, ist im Okularrohr ein Analysator an- 
gebracht und das Okular selbst durch ein auf unendlich eingestelltes 
Fernrohr ersetzt. Die Durchlissigkeit emer vor die eine Offnung des 
Diaphragmas gestellten Platte wird aus den Hinstellungen des Polari- 
sators in derselben Weise berechnet, wie oben fiir das Kénigsche Spektro- 
photometer angegeben ist. Es kann tibrigens statt des drehbaren 
Polarisators auch ein vor einer der Offnungen verschiebbarer Rauch- 
glaskeil, der hinsichtlich seiner Durchlassigkeit zuvor geeicht ist, zur 
Herstellung gleicher Intensitiiten verwendet werden. Natiirlich mub 
das Mikrophotometer mit homogenem Licht beleuchtet werden, welches 
entweder von einer homogenen Lichtquelle, oder durch eine Beleuch- 
tungsvorrichtung mit spektraler Zerlegung, z. B. den Wiilfingschen: 
»opektralapparat zur Herstellung intensiven monochromatischen 
Lichts“') geliefert werden kann; oder es muf das austretende Licht 
mittels einer Art von Okularspektroskop zerlegt werden.*) Vor den 
anderen Spektrophotometern besitzt das Kénigsbergersche Mikrophoto- 
meter fiir die Untersuchung von Kristallen den Vorzug, daB sehr kleine 
Praéparate untersucht werden kénnen, die viel leichter in der not- 
wendigen Homogenitat zu erhalten sind, als die relativ grofen, fiir die 
anderen Photometer erforderlichen Platten. Bei der Untersuchung 
doppeltbrechender Platten mitissen dieselben natiirlich genau in bezug 
auf den Hauptschnitt des Kalkspats orientiert werden; im iibrigen 
gilt dann betreffs der Krmittelung der Durchlassigkeiten ftir die beiden 
sich senkrecht zur Plattenebene fortpflanzenden Wellen das auf 
voriger Seite Gesagte. — 

Um aus der durch die photometrischen Messungen gefundenen 
Durchlassigkeit A den Hxtinktions- oder Absorptionskoeffizienten zu 
berechnen, hat man zu beriicksichtigen, daB die beobachtete Schwa- 
chung des Lichts beim Durchgang durch die Platte nicht nur von 
der Absorption in der Platte, sondern zum Teil auch von den Re- 
flexionen an deren Begrenzungsflachen gegen das auBere Medium her- 
riihrt. Ist das letztere Luft, so ist das Schwichungsverhiltnis der 
Intensitiit bei einer Reflexion 

m—1\? 
asm (= —- 1) 
Hs mu aber in Betracht gezogen werden, daB nicht nur je eine Re- 


ib) Je, A. Wiilfing, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 12 (1898), p. 343. 
2) J. Kénigsberger, Zeitschr. f. Instrumentenkunde 22 (1902), p. 87. 
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flexion an der Vorder- und Riickfliche der Platte stattfindet, sondern 
daB auch Strahlen austreten, welche beliebig vielemale im Innern der 
Platte hin und her reflektiert sind. Fiir den gesamten austretenden 
Bruchteil der einfallenden Intensitit, also das beobachtete A, ergibt 
sich daher die Formel 


(2) A=a(l—o)? Heat het oh wt SO 


Gey o? ’ 
wo @ die Schwichung durch die Absorption allein beim direkten 
Durchgang durch die Platte bedeutet.. « wtirde also eigentlich als 
Wurzel einer quadratischen Gleichung zu berechnen sein; da aber 
wo” meist eine kleine GréSe sein wird, so kann man unter Vernach- 
lissigung derselben neben 1 niherungsweise schreiben 


(or Leena 

(2) w= Aen 

und erhalt, wenn man berticksichtigt, daB nach (1) und (2), Kap. I, 
47k 

e=e™—e ” — ist, fir den Absorptionskoeffizienten schlieBlich ae 

2 ae ” Ae 4n ; 

(3) k—nx=,_, log cian) 


Statt in dieser Weise die Reflexion rechnerisch zu beriicksichtigen, 
kann man sie durch Hintauchen der Kristallplatte in eine Fliissigkeit 
von nahe gleichem Brechungsindex eliminieren. So verfuhren z. B. 
Camichel*) und Carvallo®*) bei ihren unten zu besprechenden Be- 
obachtungen an Turmalin und Epidot, wobei Schwefelkohlenstoff als 
Eintauchungsfliissigkeit benutzt werden konnte, da sein Brechungs- 
index yon den Hauptbrechungsindizes jener Kristalle wenig verschieden 
ist. Diese Anordnung erméglichte auch die Bestimmung der Ab- 
sorptionskoeffizienten fiir verschiedene Fortpflanzungsrichtungen an 
einer Platte durch Neigen derselben gegen die Beobachtungsrichtung. 

Ks ist noch zu bemerken, dai die Absorptionsmessungen auch 
tiber das sichtbare Spektrum hinaus auf die dunklen Wdrmestrahlen 
ausgedehnt worden sind. In diesem Falle wurde die durchgelassene 
Intensitit mittels eines Thermoelementes oder Bolometers direkt ge- 
messen, und durch nacheinander ausgefiihrte Messungen mit der ein- 
fallenden verglichen. Im iibrigen kann auf die Anordnung der bei 


is Hinlers alee py 270: 

2) C. Camichel, Ann. chim. phys. (7) 5 (1895), p. 433. Derselbe benutzte 
einsvon Gouy angegebenes Spektrophotometer mit zwei getrennten Spaltrohren, 
welches die Anbringung des Kristalls in einer Drehvorrichtung gestattet und 
nur sehr kleine Platten erfordert. 

3) E. Carvallo, Ann. chim. phys. (7) 7 (1896), p. 58. 
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jenen Untersuchungen (von Carvallo und Stewart) benutzten Apparate 
hier nicht naher eingegangen werden. 


2. Messungen an optisch einachsigen Kristallen. Hs inter- 
essieren uns hier in erster Linie diejenigen Beobachtungen, welche 
sich auf die Abhingigkeit der Absorption der auSerordentlichen Welle 
von der Fortpflanzungsrichtung beziehen und eine Priifung des hierftir 
aus der Theorie abgeleiteten Gesetzes gestatten. Wie sich durch 
Spezialisierung der Formel (20) oder (25), Kap. IL, fiir emachsige Kri- 
stalle leicht ergibt, lautet dasselbe, wenn man mit k,, k, die Absorp- 
tionskoeffizienten, mit 0, e die Geschwindigkeiten der sich normal zur 
Hauptachse fortpflanzenden Wellen und mit @ die Neigung der Wellen- 
normale gegen die Hauptachse bezeichnet: 

Ae k,g,2 = k,0* cos? » + k,e§ sin? yp, 

oder bei schwacher Doppelbrechung naiherungsweise 

(4’) k, =k, cos? p + k, sin? g, 

welche letztere Formel Mallard als streng giiltig annimmt (vergl. 5.382). 

AuBer einer vereinzelten Beobachtung von Becquerel am Pennin, 
die derselbe als Bestitigung seiner 8.383 erwahnten unrichtigen Formel 
ansah, die aber mindestens ebensogut mit der vorstehenden Formel 
vereinbar ist'), kommen fiir das sichtbare Spektrum hier nur Mes- 
sungen am Turmalin und Rauchquarz in Betracht. Solche am Tur- 
malin wurden zuerst von Camichel (1. ¢. p. 468 ff.) ausgefiihrt nach 


der schon oben erwaihnten Methode, wobei eine zur Hauptachse paral- 
lele oder senkrechte Platte unter verschiedenen Winkeln gegen das 


einfallende Licht geneigt wurde, und die Beobachtung demnach — 
in 


k é ; 
oder SRR lieferte. Es wurden drei Platten aus braunem und ertinem 


Turmalin untersucht (stets mit Na-Licht), und es ergab sich durchweg 
gute Ubereinstimmung (bis auf 1 bis 2°/,) zwischen den beobachteten 
und den nach der Mallardschen Formel berechneten Werten. . Dieses 
Resultat kann aber ebensogut als Bestitigung der Formel (4) gelten, 
denn da der Unterschied der Hauptbrechungsindizes des Turmalins 
nur etwa zwei Hinheiten der 2. Dezimale betriigt, so ergibt sich der- 
jenige der aus (4) und (4’) berechneten Werte von k, (welcher ftir 
g = 45°, wo er am gréBten ist, annaihernd durch eas (k, — k,) 


& 


1) Vergl. hiertiber E. Carvallo, 1. c¢. p. 93. 
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= 0,0091 (k,—k,) gegeben ist) so klein, daB er jedenfalls innerhalb 
der Grenzen der Beobachtungsfehler liegt. 

J. Ehlers hat Messungen an zwei Platten eines griinen Tur- 
malins, deren Normalen unter 90° bezw. 46,5° gegen die Achse ge- 
neigt waren, im senkrecht durch- 
gehenden Lichte fiir verschiedene 
Wellenlingen ausgefiihrt. Sie besti- Noo 
tigten fiir g —46,5° die Formel (4) aS 
in durchaus befriedigender Weise. é 
Den Meridianschnitt der Absorptions- 
fliche fiir 2°— 0,574 w (berechnet 
nach (4)) stellt Fig. 152 dar. Wird 
der reziproke Wert der Quadrat- / 
wurzel des Radiusvektors der in- \ 
neren Kurve als Radiusvektor aut- 
getragen, so erhalt man eine von 
einer Ellipse nicht merklich ver- 
schiedene Kurve, was wiederum 
zeigt, daB die Formel (4) hier durch (4’) ersetzt werden kann. 

Um auch eine Vorstellung von den absoluten Werten der Ab- 
sorptionsindizes x, Absorptionsmoduln m und Absorptionskonstanten 


Fig. 152. 


b,, 6, des Turmalins zu geben, seien deren Werte nach den Messungen 
von Khlers hier fiir emige Wellenlingen zusammengestellt: 

ae | to | , | m, | mM, | b, b, 
0,671 » | 255-10-° | 49,6-107° ls | 1,51 || 189-10-* | 37,7-1078 
Decree et be ooo e Boo Ta 90° tl TBO 
Chess ise | ios PP rOGA Re eOgL oar © iis 
(iy Smeg Jae es eL5 gee PA TEC O60 HPEOT © SAEZ. 07), 
0,527 4 | 141 ,, AGE Ty | 5,55 | 0,675 104, (ote 
0,506 w | 159 j, Khe 8.04 3 Wien OrTé6bei ti7 os tahoe 


Es ist jedoch zu bemerken, dafi beim Turmalin, wie bei allen Kri- 
stallen, deren Farbung auf Beimischungen beruht, die Konstanten der 
Absorption keineswegs so feststehende Gréfen sind, wie etwa die 
Brechungsindizes, sondern bei verschiedenen Kristallen desselben Fund- 
orts und selbst an verschiedenen Stellen eines und desselben Kristall- 
individuums betriichtlich differieren kénnen. — Die obigen Werte 
zeig6n im tibrigen, daB selbst bei so starker Absorption, wie sie der 
griine Turmalin fiir den ordentlichen Strahl besitzt, der Absorptions- 
index so klein ist, da die bei der Ableitung obiger Formeln voraus- 
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gesetzte Vernachlissigung seines Quadrats gegen 1 vollkommen ge- 
rechtfertigt ist. 

Fiir infrarote Strahlen von der Wellenlinge 1,84 w hat Carvallo*) 
die Absorption an verschiedenen Platten aus griinem Turmalin ge- 
messen und die Formel (4) oder (4’) gut bestatigt gefunden. Das 
Verhiltnis m,:m,, welches fiir gelbes Licht etwa ~ betrigt und von 
da an mit wachsender Wellenlinge stark zunimmt, hat fiir jene 
Strahlen schon den Wert 0,657 erreicht. 

Fiir Rauchquarz, welcher deutlichen Dichroismus zeigte (das 
ordentliche Bild erschien im Dichroskop blaBrot, das auBerordentliche 
schmutziggelb), fand Ehlers Absorptionsindizes, die im Spektralbereich 
von A° = 0,656 uw bis 0,486 uw fiir den ordentlichen Strahl zwischen 
4,2-10-° und 5,2-10-°, fiir den auferordentlichen zwischen 6,3.-107° 
und 8-10-° variieren; doch erwies sich der Wert x, bei verschiedenen 
Platten ziemlich schwankend infolge ungleichmifiger Verteilung der 
Farbung des Kristalls, und dementsprechend waren auch die Ab- 
weichungen der fiir gm = 30° und 60° gemessenen Werte von x, von 
den theoretischen gréBer als beim Turmalin. Immerhin kann ‘aus 
diesen Messungen geschlossen werden, da auch fiir solche pleochro- 
itische Kristalle, deren Farbung (wie die des Rauchquarzes) von einer 
zufilligen fremden (nicht isomorphen) Beimischung herriihrt, das 
Gesetz (4) oder (4’) Giiltigkeit besitzt. 

Zur Entscheidung zwischen dem aus der strengen Theorie fol- 
genden Gesetz (4) und dem Mallardschen (4’) kénnen nach dem oben 
beim Turmalin Gesagten nur Messungen an solchen Kristallen fiihren, 
die bedeutend stirkere Doppelbrechung, als der Turmalin oder gar 
der Quarz, und zugleich stark verschiedene Werte von k;, und k, be- 
sitzen. Diesen Bedingungen gentiet der Kalkspat fiir infrarote Strah- 
len; denn nach Merritt*) absorbiert derselbe im Wellenlingengebiet 
von 2 bis 2,84 den ordentlichen Strahl sehr viel stiirker als den 
auBerordentlichen, so daf eine 20 mm dicke Platte sogar direkt als 
Polarisator (wie eine Turmalinplatte fiir mittlere Lichtstrahlen) be- 
nutzt werden kann. Daher hat Stewart*) mittels eines aus Flub- 
spatprismen und Silberspiegeln konstruierten Spektro-Bolometers Ab- 
sorptionsmessungen fiir die Wellenlingen 2,28 u, 2,38 w und 2,49 u 
an Kalkspatplatten von verschiedener Neigung gegen die Hauptachse 
ausgeftihrt. Hr fand, daB sich der Absorptionskoeffizient des auBer- 


1) E. Carvallo, Ann. chim. phys. (7) 7 (1896), p. 83. 
2) Merritt, Wied. Ann. 55 (1895), p. 49. 
3) O. M. Stewart, Physical Review 4 (1897), p. 433. 
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ordentlichen Strahls besser durch die Mallardsche Formel, als durch 
(4) darstellen lift. Indessen bedtirfte dieses Resultat wohl noch 
anderweitiger Bestitigung, zumal einige der Stewartschen Messungen 
umgekehrt besser mit der Formel (4) stimmen, und auch die Kor- 
rektion wegen der Reflexion ohne Riicksicht auf die Absorption be- 
rechnet worden ist. 

Hine eingehende Untersuchung der Abhiingigheit der Hauptabsorp- 
tionsindizes von der Wellenliinge hat P. Ites in der 8. 404 zitierten 
Preisschrift u. a. fiir eine gréBere Anzahl einachsiger Kristalle ge- 
liefert. Da einheitliche Gesetze hierfiir noch fehlen, kann auf die 
Resultate hier nicht naiher eingegangen werden. Es sei nur bemerkt, 
dai die von Babinet*) ausgesprochene Regel, wonach der stiirker ge- 
brochene Strahl auch starker absorbiert werden soll, und die z. B. fiir 
Turmalin und Rauchquarz zutrifft (siehe oben), sich keineswegs all- 
gemein giiltig erwiesen hat; so widerspricht ihr in auffallender Weise 
das Verhalten von util fiir Rot und Gelb, von Pennin fiir Griin und 
Blau, von Dioptas fiir Gelb und Blau.*) Nach J. Kénigsberger *) 
wire sie auf die Gebiete selektiver Absorption einzuschrinken. 


3. Beobachtungen an optisch zweiachsigen Kristallen. Quanti- 
tative Beobachtungen legen bisher nur an zweiachsigen Kristallen des 
monoklinen Systems vor, bei denen die Frage nach der Lage der 
Absorptionshauptachsen und Richtungen gréBter und kleinster Ab- 
sorption in der optischen Symmetrieebene besonderes Interesse dar- 
bietet, insofern letztere Richtungen nach der strengen Theorie (siehe 
Kap. II, § 6) im allgemeinen schief gegeneinander liegen, nach der 
Mallardschen Theorie dagegen stets zueinander senkrecht stehen mtiSten. 

DaB die Absorptionsfarben fiir die senkrecht zur Symmetrieebene 
polarisierten Wellen nicht symmetrisch in bezug auf die in der 
Symmetrieebene liegenden Polarisationshauptachsen verteilt sind, hat 
wohl zuerst Laspeyres*) an einer Varietit des Hpidot erkannt. Die 
Absorptionsverhiltnisse des letzteren Minerals, welches ausgezeichneten 
Pleochroismus besitzt, sind seitdem mehrfach auch quantitativ studiert 
worden. Die Abhingigkeit des Absorptionskoeffizienten von der Fort- 
pflanzungsrichtung in der Symmetrieebene hat zuniichst Ramsay’) 
genauer untersucht, indem er an acht verschieden orientierten Platten 


1) J. Babinet, Pogg. Ann, 23 (1831), p. 447. 

wee ebelves, lace pos) 60-62: 
3) J. Kénigsberger, Habilitationsschrift p. 21. 
4) H. Laspeyres, Ztschr. f. Krist. 4 (1880), p. 454. 
5) W. Ramsay, Ztschr. f. Krist. 13 (1887), p. 97. 
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aus der Zone der Symmetrieachse photometrische Messungen ausfiihrte 
und auferdem an Zylindern, deren Achse der Symmetrieachse parallel 
war, direkt diejenigen zu letzterer senkrechten Richtungen aufsuchte, 
in welchen der senkrecht zur Symmetrieebene polarisierte Strahl mit 
dem Maximum und Minimum der Intensitét durchgelassen wurde. 
Hierbei fand er nicht nur, wie Laspeyres, eine bedeutende Abweichung 
der Maximum- und Minimumrichtung von den Polarisationshaupt- 
achsen, sondern auch eine Abweichung- des Winkels zwischen der 
‘Maximum- und Minimumrichtung von 90°, die am gréften (ca. 8°) 
fiir rotes Licht war. Obgleich nun, wie schon oben hervorgehoben, 
eine derartige Abweichung nach der Theorie zu erwarten ist, so 
kénnte sie doch einen so groBen Betrag beim Epidot nicht erreichen. 
Aus der Gleichung (26), Kap. II, folgt naimlich, wenn man darin einmal 
y=0+4,, dann p= + 90°+4 a, setzt und in dem mit a, —a, 
multiplizierten Glede die Abweichungen x vernachlissigt, fiir die 
Differenz dieser letzteren, welche der Abweichung 6 des Winkels 
zwischen der Maximum- und Minimumrichtung von 90° gleich ist, 
der Wert 


ave = 
0 = 4, — 2% =— sin 26 + 
4 aly Hy 
oder, wenn man die Hauptbrechungsindizes y und @ und einen mitt- 
leren Brechungsindex »,, einfiihrt: 
S 3 y—a . 
(5) d= 5 F sin 20. 


m 


Nun ist beim Epidot fiir rotes Licht: 
w= 1,108, ei ='1,730, © = 30°40" (nach Camichel), 
und durch Hinsetzung dieser Werte findet man’): 
d = — 1°40", 

Die von Ramsay aus seinen Messungen an Platten abgeleiteten 
Werte bis zu 8° waren also jedenfalls zu gro8 und offenbar teils 
durch Inhomogenitiit des Materials, teils durch ungenaue Orientierung 
einer Platte verursacht. In der Tat haben spiitere genauere Messungen 
von Camichel (fiir Na-Licht und rotes Licht der Linie B), sowie yon 
Carvallo (fiir Wirmestrahlen von 4° = 1,84 w) keine Anzeichen yon 
der Abweichung 6 erkennen lassen; d.h. es lieBen sich die beobach- 
teten Werte von k véllig befriedigend durch die Formel (25) mit 
konstant gesetztem Nenner darstellen, und es zeigten auch Platten, die 


1) Vergl. K. Carvallo, Lc. p. 78. Ein abweichendes Resultat, zu welchem 
P. Drude in Ztschr. f. Krist. 13 (1887), p. 574, gelangte, beruht auf einer un- 
zulissigen Vernachlissigung. 


3. Beobachtungen an optisch zweiachsigen Kristallen. 413 


senkrecht zu den nach (26°) berechneten Absorptionshauptachsen ge- 
schliffen waren, eine in bezug auf die Plattennormale symmetrische 
Anderung der eon beim Neigen der Platte.') — Die Absorptions- 
hauptachsen bilden fiir gelbes Licht Winkel von 18°15’, fiir rotes 
(siehe oben) solche von 30°40’ mit den Mittellinien 7 und X, besitzen 
also sehr starke Dispersion, woraus die schon oben (S. 411) erwi&hnte 
unsymmetrische Verteilung der in weiBem Licht beobachteten Absorp- 
tionsfarben in der Symmetrieebene resultiert. *) 

Andere monokline Kristalle, fiir welche photometrische Messungen 
vorlegen, die zwar nicht eine Priifung der Theorie, aber die Bestim- 
mung der Absorptionskonstanten fiir verschiedene Wellenlingen ge- 
statten, sind die durch starke Higenfirbung ausgezeichneten Doppel- 
sulfate von Kobalt mit Kupfer, Kalium und Ammonium’), sowie der 
Diopsid.*) Wir teilen hier nach den Resultaten von Ehlers die auf 
die Polarisationshauptachsen bezogenen Absorptionskonstanten b,, des 
Kobalt-Kupfer- und Kobalt-Kaliumsulfats, sowie die daraus nach der 
Formel (26’), Kap. I, berechneten Winkel © zwischen den Absorptions- 
und Polarisationshauptachsen fiir verschiedene Wellenlingen mit. 


Kobalt-Kupfersulfat. 


| be | be | be | Be, © 
! L 

0,656 » || 0,606-10-4 | 0,410-10-* | 0,413-10-* | —0,120-10-4 | 644° 
0,623 n || 0,484- ;, 0,319- ,, 0,325- ,, #0, 1 Bens BT Lo 
0,589 | 0,360- ,, 02766418 0,283- ,, yee eioe 5310 
0,559 w | 0,528- ,, | OBTsien. : 0,398- ,, 20.0998 614° 
0,527» || 0,998- ,, | 0,726- ,, | 0,765- ,, = Skene earn O2% 
0,506 wu | 0,949. ,, Centre nae 0957... zE-0,076 # re 13649 


4° ! by, b, | bss | boos | ® 
0,656 w || 0,135-10-* | 0,117-10-* | 0,104 - 10-4 | — 0,0895 - 10-5 | 554° 
0,623 w || 0,158- _,, | Of 42 2S tae tie OL 0 tae 55° 
0,589 w || 0,224. ,, 1820, C163 | 0.0607) 5. aie 582° 
0,559 w || 0,495: ,, O34Te ee O;20e on: | —=OfE5IB > | 65° 
0,527 4 | 0,814. | 0,697", 0,577. ,, | —0,0944- ,, | 704° 
Vee i) 0.7592" 2) | 0,907. 5, OS5ras EC Osoyr 612 


1) C. Camichel, 1. ¢. p. 490. 
<4 2) Dieselbe ist in Fig. 5, Taf. III, der zitierten Abhandlung von Ramsay 


veranschaulicht. 
8) J. Ehlers, 1. c. § 3—5. Auch C. Camichel, lc. p. 484. 


AVR tes) les $14. 
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Bei beiden Substanzen weichen hiernach die Absorptionshaupt- 
achsen X”, Z” weit von den Polarisationshauptachsen X, Z ab und 
andern ihre Lage sehr stark mit der Wellenlinge, wenigstens in den- 
jenigen Teilen des Spektrums, wo die Absorption bedeutend wird. 
Aus den Absorptionskonstanten und den (von Ehlers ebenfalls fiir 
obige Wellenlingen bestimmten) Brechungsindizes laft sich nun der 
Absorptionskoeffizient k mittels der Formeln (21) berechnen. Sein 
Verhalten in der Symmetrieebene des Kobalt-Kaliumsulfats bringt 
Fig. 153 fiir die Wellenlinge 0,656 w zur Anschauung. Man erkennt 

die Existenz zweier (punk- 
as tiert eingezeichneter) Lich- 
tungen gleicher Absorption 
in dieser Ebene, welche einen 
Winkel von 85° miteinander 
, bilden. Hine merkliche Ab- 
weichung der Richtungen 
gréBter und kleimster Ab- 
sorption von den Absorp- 
tionshauptachsen gibt sich 
auch hier nicht zu erken- 
nen; ebensowenig ist dies 
beim Kobalt-Kupfersulfat oder Diopsid der Fall. Auch bei letzterem 
liegen aber die Absorptionshauptachsen in der Symmetrieebene von 


Ze 


den Polarisationshauptachsen weit entfernt. Dagegen scheinen bei den 
mittels Campecheholzlésung kiinstlich gefarbten Kristallen von Stron- 
tiumnitrat (SrN,O, + 2H,O) nach Beobachtungen von Camichel’*) 
beide Achsensysteme zusammenzufallen, was vermuten lait, da’ bei 
dem durch eine fremde, an sich nicht kristallisationsfihige Bei- 
mischung verursachten Pleochroismus die Orientierung der Polari- 
sationshauptachsen fiir die Absorption maBgebend sei. — 

An triklinen pleochroitischen Kristallen sind noch keine quanti- 
tativen Bestimmungen ausgefiihrt worden. Daf hier aber die Ab- 
sorption ganz unsymmetrisch in bezug auf alle drei Polarisations- 
hauptachsen ist, geht z. B. fiir den stark pleochroitischen Awinit aus 
einigen Beobachtungen von Camichel (1. ¢. p. 484), sowie aus den | 
schon erwihnten Beobachtungen von Voigt iiber die Lage der Ab- 
sorptionsbiischel zur Kbene der Binormalen hervor. 


1) Camichel, l.c. p. 486. 
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Viertes Kapitel. 
Erscheinungen im konvergenten polarisierten Licht. 


1. Allgemeine Bemerkungen. Die Interferenzerscheinungen, 
welche Kristallplatten im polarisierten Lichte zeigen, werden durch 
die Absorption im allgemeinen nur insofern beeinfluBt, als bei starker 
Ungleichhert der Absorption der beiden sich in der Platte fortpflanzen- 
den Wellen die Intensititen der zur Interferenz gelangenden Schwin- 
gungskomponenten sehr verschieden sein und daher die Maxima und 
Minima des Interferenzbildes abgeschwéicht erscheinen werden, was unter 
Umstiinden bis zum vyollstiindigen Verschwinden des Interferenzbildes 
fiihren kann. Besondere, neue Erscheinungen werden nur dann auf: 
treten, wenn im Beobachtungsbereiche die Schwingungsrichtung und 
damit der Absorptionskoeffizient stark wechselt — also hauptsichlich 
an Platten einachsiger Kristalle, die senkrecht zur optischen Achse, 
und an solchen zweiachsiger Kristalle, die senkrecht zu einer Binor- 
male sind. Auf die Betrachtung dieser Falle werden wir uns daher 
im folgenden beschrianken. 


2. Platten einachsiger Kristalle senkrecht zur Achse. In optisch 
einachsigen Kristallen sind die Schwingungen, wie wir in Kap. IL § 3 
sahen, stets lineary, und es kénnen daher die in §8 der Einleitung 
entwickelten Formeln fiir die beim Durchgang durch den Analysator 
resultierende Intensitit Anwendung finden, wenn man nur die ver- 
schiedene Schwiichung der Amplituden der beiden Schwingungen be- 
riicksichtigt. Wenn wir, wie wir es auch bei der Untersuchung der 
Interferenzerscheinungen an durchsichtigen Kristallen taten, den Hin- 
fluB der Reflexionen vernachlissigen — der iibrigens fiir Fortpflanzungs- 
richtungen in der Nahe der optischen Achse nur in einer gleichen 
Schwichung beider Wellen besteht —, so sind die Schwiichungs- 
verhiiltnisse der Amplituden ¢ 2!" fiir die ordentliche, e~?'": fiir die 
nach (4), Kap. II, worin hier g, =o gesetzt werden kann, 


auBerordentliche Welle, wobei nach (3), Kap. 1, m = und somit 


8 
Mm, =m, cos® pm + (°) m, Sin? w 
ist* Statt der Formel (14), 5.16, erhalt man dann: 
(1) J = J°{ cos? « cos? B- ee + sin? a sin? B - ee 


' ; Ee 
+4 sin 2a sin 2B cos 2af-e™? Henny + me) \ 
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wo « und B die Winkel sind, welche die Schwingungsrichtungen des 
Polarisators und Analysators, mit .derjenigen der auferordentlichen 
Welle — also mit dem Radiusvektor nach dem betrachteten Punkt 
des Gesichtsfeldes — bilden, waihrend F den durch Gl. (4), 8. 233, ge- 
gebenen Gangunterschied bezeichnet. Die in den Exponenten stehende 
Wegliinge 7 innerhalb des Kristalls wichst zwar eigentlich mit gp, 
kann aber, wenn man sich auf schwach konvergentes Licht beschrankt, 
hier als konstant gleich der Plattendicke betrachtet werden. 

Bei der Diskussion des vorstehenden Ausdruckes*) sind die beiden 
Falle zu unterscheiden, daB I. k, >k,, IL hk, >k, ist. In beiden Fallen 
ist bei hinreichender Verschiedenheit von k, und k, und nicht zu ge- 
ringer Plattendicke schon fiir geringe Neigungswinkel g eines der 
beiden ersten Glieder groB gegen das dritte, von [ abhangige, was 
zur Folge hat, daB keine deutlichen Kurven gleichen Gangunterschiedes 
auftreten. Im tibrigen besteht folgender Unterschied. 

I. k,>k,. Es. bleibt, auBer im Zentrum des Gesichtsfeldes, wo 
J = J° cos?(«@ — B)-e'™o ist, nur das Ghied 

Jee "oan *o, sin” B 
iibrig, welches fiir «=O oder 180° und B=0 oder 180° verschwindet; 
d.h.: es treten zwei Paar dunkle Biischel auf, die nicht ganz bis zum 
Mittelpunkt heranreichen und parallel zu den Schwingungsebenen des 
Polarisators und Analysators gerichtet sind. 

II. k,>k,. Hier sind in der Spur der optischen Achse und deren 
nichster Umgebung, wo k, merklich =k, ist, alle drei Glieder von (1). 
sehr klein, und erst in einiger Hntfernung nimmt zunichst das erste 
Glied merkliche Werte an, auBer auf den Geraden @ = + 90° und 
B = + 90°, wo es verschwindet. Das Gesichtsfeld erscheint also in 
der Mitte stets dunkel und hellt sich nach auBen hin allmiéhlich auf, 
ist dort aber von dunklen Biischeln durchzogen, die senkrecht zu den 
Schwingungsebenen des Polarisators und Analysators gerichtet sind. 

Bei Fortlassung des Analysators oder Polarisators bleibt in beiden 
Fallen eimes der beiden Biischelpaare tibrig; denn man erhialt die ent- 
sprechende Intensititsformel, indem man sin?$ und cos? f bezw. sin? « 
und cos? @ durch ihren Mittelwert fiir alle méglichen Werte von B 
bezw. a, also durch $ ersetzt. 

La8t man Polarisator wid Analysator weg, beobachtet also in 
nativlichem Licht, so bleibt nur ein im Falle I heller, im Falle II 
dunkler Fleck in der Mitte des Gesichtsfeldes tibrig. 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 23 (1884), p. 588; N. Jahrb. f. Min. 1885, 1, p. 119. 
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Ein ausgezeichneter Reprisentant des Typus I ist Magnesiwmplatin- 
cyanuy fiir blaues Licht.) Bei Beobachtung in weifem Licht zeigt 
eine diinne, zur optischen Achse senkrechte Platte desselben im Pola- 
risationsapparat im Zentruth ein blaues Feld und in dessen Umgebung 
das rot erscheinende Interferenzbild, durchzogen von den ebenfalls roten 
Absorptionsbiischeln. — Das bekannteste Beispiel des Typus II ist 
der dunkelfarbige 7rmalin. Da die Absorptionsbtischel hier erst in 
gréBerer Kntfernung von der optischen Achse sichtbar werden, so 
kann man sie tibrigens besser an einer zu letzterer geneigten Platte 
beobachten, so zB. an einer zu einer Rhomboéderfliche parallelen 
Platte von blauem Turmalin.*) Hine solche zeigt im nattirlichen 
weifen Licht auf der der Spur der optischen Achse zugewandten 
Seite des Gesichtsfeldes einen nach dessen Rande zu immer dunkler 
werdenden blauen Fleck, auf der gegeniiberliegenden Seite violett- 
graue Farbung. Schaltet man einen Polarisator ein, dessen Polarisa- 
tionsebene dem Hauptschnitt §) parallel ist, so tritt auf der von der 
optischen Achse abgewandten Seite des Gesichtsfeldes ein scharf aus- 
gepragtes dunkelblaues Biischel parallel zu auf, welches nach dem 
gegeniiber liegenden dunklen Fleck zu breiter und undeutlicher wird. — 
Eine zur optischen Achse parallele Platte aus solchem Turmalin zeigt 
im natiirlichen Licht einen zur optischen Achse senkrechten hell- 
violetten Streifen auf dunkelblauem Grunde, weil die zur optischen 
Achse senkrechten auferordentlichen Strahlen am schwiachsten ab- 


sorbiert werden. 


3. Erscheinungen an Platten optisch zweiachsiger Kristalle in 
der weiteren Umgebung einer Binormale.’) Wir betrachten zu- 
nichst die Intensitatsverhilt- 
nisse in so grofer Hntfer- 


» 
~ X UH 


nung von der Spur einer 
Binormale, da die Schwin- 
gungen noch als linear an- 
gesehen werden kénnen 
(siehe Kap. II, § 11). Dann p-~ 
gilt wieder die Formel (1), 
worin sich der Index , jetzt Fig. 154. 


1) E. Bertrand, Bull. soc. min. de France 2 (1879) p. 67; Journ. de phys. 
8 (18%), p. 227; E. Lommel, Wied. Ann. 9 (1880), p. 108. 
2) Th. Liebisch, Géttinger Nachr. 1888, p. 202. 
3) Die vollstiindige Erklirung dieser Erscheinungen ist zuerst gegeben yon 
W. Voigt, Wied. Ann. 23 (1884), p. 596 ff. 
Pockels, Kristalloptik. o7 


~(A,) 
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auf diejenige Welle (2) bezieht, deren Schwingungsrichtung Z’ X’ 
(siehe Fig. 154) den inneren Winkel zwischen den durch die Wellen- 
normale Z’ und die Binormalen 4A,, A, gelegten Ebenen halbiert, und 
wo a, B die Winkel zwischen dieser Schfingungsrichtung und den- 
jenigen des Polarisators und Analysators bedeuten. Fiihren wir die 
Winkel «°, 6° ein, welche die Schwingungsebenen des Polarisators und 
Analysators mit der Binormalenebene bilden, und rechnen von letz- 
terer an auch das Azimut € der Hinfallsebene, so bildet die Schwin- 
gungsrichtung der Welle 2 mit der Binormalenebene den Winkel 
$€, und es ist in (1) c=a®—4£, B=f°—FE zu setzen; die Inten- 
sitiitsformel lautet also, wenn wir noch die Indizes , und , mit , und , 
vertauschen: 


(2) F=JI°{ cos?(e°—4£) cos?(p—1£)-e-1™-+4- sin? (a9 — 46) sin® (B°—2£)-e-1™ 
+ 4sin (2 «°—£)sin(26°—£)cos2aT- Cee rae 


wo / die wieder als konstant anzusehende Weglinge in der Platte, 
r der (durch Gl. (4), 8. 233 bezw. (11), 8. 247 bestimmte) Gangunter- 
schied ist, und die Absorptionsmoduln m,, m, zufolge den Gleichungen 
(47), Kap. I, in Verbindung mit den Definitionen (3), Kap. I, und (36), 
Kap. H, gegeben sind durch’): 

m, = Zed, {0}, ++ Oe —W,) e082 z), 
(3) a 

m, = Fea * {U?, +z, — (By —V,) €082 7}. 
Dabei ist (siehe Fig. 154) 2y = 2K —£, wenn unter K der S. 391 
definierte, von der Lage der Absorptionshauptachsen gegen die Bi- 
normalen abhangige Winkel verstanden wird. 

Wir wollen nun annehmen, es sei die eine der beiden Absorptions- 
konstanten b7,, b3, sehr groB gegen die andere; dann ist annihernd 
entweder: 

I. wenn 67, > by, ist: m, = Salis te sin? 7, Mm, = a5 
oder 
II. wenn 0%, > 6”, ist:  m, = cae ay? cos? 4, m, = ae * sin? x. 

In beiden Fallen ist die von y (und somit vom Azimut €) un- 

abhingige Swmme m, +m, groBer als eine der beiden Griéen 2m,, 2m, 


ausgenommen fiir die Punkte der Geraden = 2K + 90°, wo y= + 45° 


1) Die in (47) im Nenner auftretende Fortpflanzungsgeschwindigkeit q kann 
fiir alle hier in Betracht kommenden Wellennormalen konstant gleich der mitt- 


leren Hauptlichtgeschwindigkeit Ya, gesetzt werden. 
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ist. Bei hinreichender Plattendicke J ist daher zufolge der Natur der 
Exponentialfunktion das letzte Glied in (2) im alloemeinen absolut 
genommen klein gegen eines der beiden ersten, und es sind demnach 
keine deutlichen Kurven gleichen Gangunterschiedes sichtbar. Hine solche 
Plattendicke wollen wir jetzt voraussetzen und uns also bei der Dis- 
kussion im allgemeinen auf die beiden ersten Glieder des Ausdruckes 
(2) beschranken. 

Bei gekreuzten Nicols (8° = «® + 90°) wird dann 
(4) _ d= Fd sin? (2 o — £)(e-m! + e-™!), 
Die Intensitiit ist also O fiir €=2«° oder 2«° + 180°; hierdurch 
ist die Hauptisogyre bestimmt, welche also auch bei absorbierenden 
Kristallen ganz dunkel erscheint. AuBerdem besitzt jetzt die Intensitiat 
aber auch noch Minima wegen des zweiten Faktors. Dieser ist immer 
am kleinsten fiir y= 45° oder 135°, wofiir nach (3) m,=m, wird. Hs 
treten also auBer der dunklen Hauptisogyre noch weniger scharfe Minima 
auf in Azimuten, die in der Nahe von €= 2K + 90° (— also der 
H-Achse —) legen. Am deutlichsten sind dieselben bei den Lagen der 
Platte, wo «°° = K oder K + 90° ist, weil dann die dunkle Haupt- 
isogyre senkrecht zu jener Richtung ist; in diesem Falle liegen sie 
auch genau auf der H-Achse. Die Lage dieser dunklen Biischel ist 
somit merklich unabhingig von der Stellung der Nicols gegen die 
Binormalenebene; sie drehen sich also mit der Platte, wenn man diese 
in ihrer Ebene dreht. Es sind iibrigens dieselben Absorptionsbiischel, 
welche wir schon oben (S. 395) als im mnatiirlichen Lichte auftretend 
gefunden hatten; denn bei Beobachtung ohne Polarisator und Analy- 
sator ist die Intensitiit durch 4J°(e~™'+ e-™') gegeben, unterscheidet 
sich also von derjenigen bei gekreuzten Nicols nur durch das Fehlen 
des Faktors, welcher die dunkle Isogyre bestimmt. — Innerhalb der 
dunklen Biischel miissen tibrigens bei gekreuzten Nicols die Kurven 
gleichen Gangunterschiedes noch sichtbar sein‘), weil fiir y= 45° 
oder 135° der Exponentialfaktor des letzten Gliedes in (2) denjenigen 
der beiden ersten Glieder gleich wird. 

Bei parallelen Nicols (6° = «°) wird 
(5) J = J°{cos* (a — ££) - e-™! + sin*(a® — $f) -e-™'}, 
und sehr ahnlich lautet der Ausdruck fiir den Fall, daB der Analysator 
fehlt, niimlich: 
6) * T= $I {cost (a — $6) em! + sink (a — EE) em), 


1) Dies ist z. B. am Andalusit gut zu sehen (vergl. Liebischs Physikal. 
Kristallogr., Taf. IX, Fig. 4). 
ia: 
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wie sich durch Bildung des Mittels tiber alle méglichen Werte von p° 
aus (2) ergibt (und zwar streng, d. h. ohne Vernachlissigung des letzten 
Gliedes). Bei der Diskussion dieser Ausdriicke, die wir an den zweiten. 
ankniipfen, sind nun die 8. 418 charakterisierten Faille I und I zu 
unterscheiden. Es ist, wenn wir mit m eine Konstante (nimlich 


2m 7-3 : 2a Fs : 
a0 0774, ~ im Falle I, 77 63,4, “ 1m Falle IL) bezeichnen, 


im Falle 1 m, = msin?(K —1£), m, = mcos*(K — 3), 

> » WU om =meos?(K—46), m,=msin® (K— 36). 

A. Ist «= K im Falle II, oder «®° = K + 90° im Falle I, so gilt 
nach (6): 
(6%) J=4I°{cos*(K —1 germ & 1) 4 win? K — Lge more 49) } 
und es erreichen die Faktoren der Exponentialfunktionen thre Maxima 
oder Minima zugleich mit letzteren selbst; und zwar hat dement- 
sprechend das erste Glied in der Klammer sein Maximum vom Be- 
trage 1 und zugleich das zweite sein Minimum =0 fiir ¢=24A, 
wahrend fiir §=2 K + 180° das Umgekehrte gilt. Diesen Werten von ¢ 
entspricht der Maximalwert 4+J° von J, wihrend das Minimum von J 


? 


fiir Gleichheit der beiden Summenglieder, d.i. fiir ¢ = 2K + 90° ein- 
tritt und den Wert 1J°e~2” besitzt. 

B. Ist «® = K + 90° im Falle II, oder a = K im Falle I, so wird 

nach (6): 
(6?) ok = 2 J°) cos*( k= 6) Fe AAS Sie sin?(Ko—-2t)er te Ae 
und dieser Ausdruck, worin jetzt die Faktoren der ExponentialgréBen 
sich beziiglich ihrer Maxima und Minima umgekehrt verhalten wie 
diese selbst, nimmt Minima an sowohl fiir = 2K oder 2K + 180°, 
als auch fiir = 2K + 90°. 

Durch ¢= A ist nun die §. 387 unten definierte X”-Richtung, 
durch €=2K die 8. 391 eingefiihrte =-Achse gegeben. Demnach 
k6nnen die vorstehenden Folgerungen in betreff der ohne Analysator 
oder bei parallelen Nicols auftretenden Erscheinungen folgendermafen 
formuliert werden: 

Ist die Schwingungsrichtung des Polarisators parallel zur Y¥”-Achse, 
so zeigen Kristalle des Typus I ein Paar dunkler Biischel parallel der 
H-Achse, Kristalle des Typus II zwei Paare von Biischeln parallel zur 
=- und H-Achse. Bei zur X”-Achse paralleler Schwingungsrichtung des 
Polarisators gilt gerade das Umgekehrte. 

Wie schon am Schlu8 von §11, Kap. H, erwihnt wurde, fallt 
bei allen rhombischen Kristallen und bei denjenigen monoklinen, deren 
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Binormalen in der Symmetrieebene liegen, die =-Achse in die Ebene 
der Binormalen, und es kann der Winkel K =O gesetzt werden. Das 
einfache, in der Spur der Binormale unterbrochene Biischelpaar ist 
hier also stets senhrecht zur Binormalenebene gerichtet; je nachdem 
aber die senkrecht zur Binormalenebene schwingende Welle (beim 
Typus I) die schwicher oder (beim Typus II) die stiirker absorbierte 
ist, tritt dieses Biischelpaar fiir die zur Binormalenebene senkrechte 
oder die zu ihr parallele Lage der Schwingungsrichtung des Polari- 
sators auf, welchen Unterschied zuerst Haidinger‘) erkannt hat. 
Zum ersten Typus gehéren von rhombischen Kristallen: Andalusit, 
von monoklinen: Anomit, Vivianit, Kobaltbliite, basaltische Hornblende, 
Titamit; zum zweiten Typus: Cordiérit (rhombisch), Hpidot, Muscovit, 
Augit (monoklin).’) 


4, Erscheinungen in der nachsten Umgebung der Binormalen, 
welche von der Elliptizitat der Schwingungen abhingen. Die von 
Voigt entwickelte Theorie ergibt, wie wir in Kap. II, §§ 3 und 11 sahen, 
fiir Fortpflanzungsrichtungen, die den Binormalen sehr nahe liegen, ellip- 
tische, ja fiir zwei bestimmte Richtungen — die ,,Windungsachsen* — 
sogar zirkulare Schwingungen. Fiir die nichste Umgebung der Binor- 
malen kann also die im vorigen Paragraph ausgefiihrte Berechnung der 
Intensitiit nicht mehr Anwendung finden, und in der Tat treten hier 
auch noch Erscheinungen auf — wie die ohne Anwendung eines Polari- 
sators oder Analysators sichtbaren, sogenannten idiophanen Interferenz- 
ringe —, die von den vorstehend entwickelten Formeln nicht umfabt 
werden und ihre Erklarung erst kiirzlich auf Grund der vollstindigen 
Voigtschen Theorie gefunden haben.’) 

Es soll linear polarisiertes (homogenes) Licht einfallen, dessen 
Schwingungsrichtung mit der groBen Achse der Schwingungsellipse 
der Welle (1) im Kristall, also mit der S. 397 bestimmten X”’-Achse, 
den Winkel # (im positiven Drehungssinn) bildet. Bezeichnet A) die 
einfallende Amplitude, so sind also die Komponenten der einfallenden 
Schwingung parallel der X”- und Y”’-Achse: 


t Aone 
Uy = Ay cos F cos 2a77,, Uy = Ay sin & cos 2x 7° 


1) W. Haidinger, Wiener Sitzungsber. 13 (1854), p. 316. Ferner A. Bertin, 
An. chim. phys. (5) 15 (1478), p. 396; Journ. de phys. 8 (1879), p. 217; Ztschr. 
f. Krist. 3 (1879), p. 449. 

2) Th. Liebisch, Géttinger Nachr. 1888, p. 202. 

3) W. Voigt, Géttinger Nachr. 1902, p. 26ff. 
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Dieselbe wird in der Kristallplatte zerlegt in zwei gleichsinnig ro- 
tierende elliptische Schwingungen von gleichem, durch Gl. (51), 8. 396, 
bestimmtem Achsenverhiltnis ¢, deren grofe Achsen parallel zur X”- 
bezw. Y’’-Achse liegen, jund welchen die durch (3) gegebenen Ab- 
sorptionsmoduln m,, m, zukommen. Die Schwingungskomponenten 
im Innern der Kristallplatte mtissen daher von der Form sein: 

u= A,e-2™* cost, — A,ge2™* sin t, 

y= Ace ?™® sint, + A, 672" Costs, 
wo T, = 2a (= — -) +0;, WH 2a (+ — a +6, ist, unter 0,, 05 
Konstanten verstanden. 

Vernachlassigen wir die Schwiichung durch Reflexion an der Ein- 
trittsflache, so miissen diese Ausdriicke fiir 2 = Oden obigen wo, U% 
gleich werden. Dies gibt die Bedingungen 

A, cos # = A, cos 0, — Age sin 05, 
A, sin & = A,e sin 0, + A, cos 05, 
0 = A, sin 0, + Aye cos 0, = A, cos 0, — A, sin 0, 
oder 
1— 


A, cos # = A,(1—2?) cos 6, = A, SisOey 


é 
; 4 5 
A, sin # =— A, —— sin 6, = A, (1 — 28’) cos 45, 
aus denen folgt: 


9.42 COs OF e*sin® @ 42 2 sin? d + 2? cos? & 

A, a Ay (1 — e232 > A, aoe Ay i e*)? ? 
sin d cos 0 
[ees ? 


A, A, c08(0,—0,)=A,? A, A,sin(0,—0,)=4A,?=— 


A 2 ee 
“0 Ga 

Fiir ¢=1, also wenn die Wellennormale einer Windungsachse 
parallel ist, werden hiernach die Amplituden A,, A, wnendlich. Hierin 
liegt jedoch deshalb kein Widerspruch mit der endlichen Intensitiat 
der einfallenden Welle, weil fiir die Windungsachsen die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten und Absorptionsmoduln beider Wellen gleich 
werden (siehe Kap. Il, §9 und 10), diese sich also tatsachlich gar 
nicht sondern, und weil die Intensitiét der einen, aus beiden resul- 
tierenden Welle im Kristall endlich bleibt. *) 

Wir wollen uns hier aber auf Richtungen in solcher Entfernung 
von den Windungsachsen beschrinken, wo die Schwingungsellipsen 
noch so gestreckt sind, daf{ man «? gegen 1 vernachlissigen kann. 


1) Vergl. W. Voigt, Géttinger Nachr. 1902, Heft 5, wo dies auf Grund der 
strengen Formeln und unter Beriicksichtigung der Reflexion nachgewiesen ist. 
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Dann sind also die Nenner in den Ausdriicken (7) simtlich =1 zu 
setzen. Die Komponenten w und v des austretenden Lichtes sind, 
wenn die Reflexion an der Austrittsfliche wieder vernachlissigt wird, 


: t 
u = (A,e, cos A, + A, ée@, sin A,) cos 2a 


a ; 
(8) + (4,¢ sin A; — A, €¢, cos A.) sin 2x, 
. 
v = (— A,e,¢ sin A, + A,e, cos A,) cos 21 
; ; 
+ (4, ¢,¢ cos A, + Aye, sin A.) sin 247, 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 
—im —1m, 1 i 
é& =e aris és =e age A, = 2n7-— 0,, A, = 2x7-— 4}. 
I 2 


Die resultierende Jntensitdt ist nun durch die Summe der Quadrate 
der vier Klammerausdriicke in (8) gegeben; es ergibt sich daher fiir 
die Intensitét bei Beobachtung mit Polarisator allein zunichst: 

J, = (Ay7e," + Ag?e,”) 1 + 8”) + 44, Ape, @@ sin (A, — Aj), 
oder, wenn man die Ausdriicke (7) einsetzt und ‘<? vernachlassigt (in 


welcher Annaherung im letzten Ghede A,—A, —2a( : 
werden kann): ; 
(9) J, = A,"{e,? cos? & + ¢,” sin? o + 2¢,e 6 sin 29 sin 2a1}, 


l l l g,7—4? : 
woul den. annshernd durch —-—— —-, 2-—_® bestimmten Gang- 


5 — 
unterschied bedeutet. Hoist pect BANCE 

Geht das aus der Platte austretende Licht noch durch einen 
Analysator, dessen Schwingungsrichtung den Winkel & mit der X’’- 
Achse bildet, so ist die resultierende Schwingung: 


: ) gesetzt 
1 


ucos ® + v sin &, 
und ihre Intensitat 


Jy,a = [(A1e 608 A, + Ay eye sin Ay) cos & — (A, ¢, sin A, — A, é, cos A,) sin of} 
+ [(A,e, sin A, — A,e, ecosA,) cos’ + (4, ¢,é cos A, + A, @,sin A.) sin ae 
oder nach Einsetzung der Werte (7) und Vernachlissigung der in « 
quadratischen Glieder: 
(10) J, 4 = Ao’ { 4? cos? cos?d” + ¢,” sin? sin? + 46, é sin2 9 sin 28 cos2aT 
+ €¢,é, (sn 2% + sin 29’) sin 2aT }. 
Die Intensitit J,, welche man bei Anwendung eines Analysators 
allei beobachtet, erhilt man hieraus durch Bildung des doppelten 
Mittelwertes in bezug auf 9; sie ist also gegeben durch 


(11) J,—A,?{¢,? cos? @ + ¢,? sin? o + 2e,e,2 sin 20’ sin 201}, 
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welcher Ausdruck sich von demjenigen (9) ftir die Intensitat bei An- 
wendung nur eines Polarisators lediglich durch Vertauschung von # 
mit # unterscheidet. 

Endlich ergibt sich hieraus oder aus (9) durch nochmalige Bil- 
dung des doppelten Mittelwertes die Intensitiit bei Beobachtung am 
natiivlichem Lacht: 

(12) JA (e Ber ee): 

Die letztere ist also in der jetzt eingehaltenen Anniiherung von der 
Elliptizitit unabhiingig. Dagegen tritt ein mit ¢ proportionales Glied, 
welches zugleich den Gangunterschied enthilt, in den Ausdriicken fiir 
J,, J, wnd J,,, auf. In letzterem addiert sich dasselbe aber zu einem 
yon ¢ freien, also weit gréBeren Gliede mit dem Faktor cos 2aT, 
woraus folgt, daB die Abhiingigkeit der mit Polarisator wnd Analysator 
beobachteten Intensitiit vom Gangunterschiede — also die Lage der in 
konvergentem Licht sichtbaren Interferenzringe — durch die Elliptizitit 
der Schwingungen nur unbedeutend modifiziert wird. Anders legt 
die Sache bei Anwendung eines Polarisators oder Analysators allein. 
Denn J, und J, enthalten als einziges, vom Gangunterschied abhingiges 
(und zwar in bezug auf ihn periodisches) Glied ein solches, welches «¢ 
als Faktor besitzt, also mit der Elliptizitit verschwindet — wie es ja 
auch sein mu, da in durchsichtigen Kristallen, wo die Schwingungen 
linear sind, in diesem Falle keine Kurven gleichen Gangunterschiedes 
sichtbar sind.’) -Es folgt hieraus, daB in demjenigen Bereiche in der 
Umgebung der Binormalen, wo ¢ zwar klein, aber doch schon merk- 
lich von Null verschieden ist, bei der Beobachtung in konvergentem 
Licht mit Polarisator allein oder Analysator allein abwechselnd helle 
und dunkle Ringe sichtbar sein miissen. Solche ,diophane* Ringe 
kann man z. B. am Epidot, Andalusit, Axinit und Muscovit in der 
Tat leicht beobachten”), und dies ist nach Vorstehendem umgekehrt 
ein Beweis fiir die Hxistenz der von der Theorie geforderten gleich- 
sinnig rotierenden elliptischen Schwingungen. Wenn man diese Ringe 


1) Dasselbe gilt auch fiir optisch drehende Kristalle, obgleich in diesen die 
Schwingungen elliptisch sind; denn der Faktor des in Rede stehenden Teiles 
von J, und J, wtirde lauten e,+«, statt2e, wenn wir zunichst die Elliptizitiiten 
€,, & der beiden Wellen gleicher Fortpflanzungsrichtung unterschieden hiitten, 
er verschwindet also fiir den bei drehenden Kristallen vorliegenden Fall entgegen- 
gesetzt durchlaufener Schwingungsellipsen, wo ¢, = — ¢, ist. 

2) W. Voigt, l. c. p. 33. — Fig. 4, Taf. V zeigt die Erscheinung an einer 
zur 1. Mittellinie senkrechten Platte von Muscovit; die Absorptionsbiischel er- 
scheinen hier wegen des relativ zum Binormalenwinkel groBen Gesichtsfeldes 
nicht senkrecht zur Binormalenebene, wie es an einer zu einer Binormale senk- 
rechten Platte der Fall sein wiirde. 
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bisweilen auch ganz ohne Polarisator und Analysator wahrnimmt, so 
scheint dies zumeist auf teilweiser Polarisation des einfallenden Lichtes 
zu beruhen, so z. B. wenn man die Platte gegen den blauen Himmel 
halt. Jedenfalls sind sie bei Anwendung einer unpolarisierten Licht- 
quelle sehr schwach; der dann noch sichtbare Rest la®t sich aber nach 
Voigt auch theoretisch erkliren, wenn man bei der Berechnung der 
Intensitiit noch die in ¢ quadratischen Glieder beibehilt; dann tritt 
namlich tatsiichlich auch in J, ein vom Gangunterschied periodisch 
abhingiges Glied auf. 

Es eriibrigt noch, die Gestalt und Deutlichkeit der idiophanen 
Ringe zu diskutieren. Hierzu miissen wir den Winkel 0 und die 
Elliptizitiit « durch die Polarkoordinaten der Spur Z’ der Wellen- 
normale ausdriicken; als solche benutzen wir die durch (39), 8. 390 
eingefiihrte GréBe 9 und das Azimut € der Hinfallsebene A,Z’ gegen 
die Binormalenebene. Wir haben es jetzt noch immer mit einem Be- 
reiche zu tun, wo @ groB gegen o ist. Daher folgt aus (54), 8. 399: 

f? - 202 0? 


o2(1—cos4y) oo? sin? 27 


und somit aus (51), 8S. 396, in gleicher Annaherung 

2 ante SS pag ee ce RI 60) gs he 
(13) é= 5, sin 24 a9 Sid (2K — 6). 
Die Lage der X”’-Achse ist in Kap. I, § 11 diskutiert und durch die 
Pfeile in Fig. 148 veranschaulicht. In den jetzt in Betracht kom- 
menden Entfernungen von der Binormale sind die Hyperbeln, auf 
denen sie konstant ist, nur wenig von den Geraden durch A, ver- 
schieden, und der durch (53), 8. 397 bestimmte Winkel 0 differiert 
nur wenig von z; somit fallt die X”’-Achse nahe mit der X’-Achse 
zusammen, und es ist daher (siehe Fig. 154) 
(14) & = ao — XE, 
ebenso bei Beobachtung mit Analysator allein # = B° — $6. Hiernach 
wird das von der Hlliptizitiit herriihrende Glied in dem Ausdrucke (9) 
fiir die Intensitit: 
(15) Ag? 6.8 sin (20 — s) sin (2K —§) sin 2a. 

Das Produkt ¢,¢, ist konstant, da dies nach (3) von m+ mM, oilt; 
ebenso kann 6 in dem betrachteten Bereiche als konstant angesehen 
werden. Der Faktor von sin27T .reicht daher Maxima seines absoluten 

g 
Wertes (vom Betrage sin? (K — a) und cos?(K — «®)) fiir 
sin (20° + 2K — 2£)=0, 
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also fiir €=«a®+ K bezw. «®° + K+ 90°; er verschwindet dagegen 
fiir € = 2a°(+ 180°) und € = 2K (+ 180°). In den ersteren Azimuten 
wird also die Anderung der Intensitiit mit [ am gréBten, und werden 
demnach die idiophanen Ringe am deutlichsten sein, wahrend sie in 
den letzteren Avimuten (2a° und 2) fehlen. Die Maximalwerte des 
von € abhiingigen Faktors werden selbst am gréBten (= 1), wenn a° 
entweder = K oder = K+ 90°, d. h. die Schwingungsrichtung des 
Polarisators (oder Analysators) parallel oder senkrecht zur X”-Achse 
(der Schwingungsrichtung der einen sich parallel A, fortpflanzenden 
Welle) ist. In diesen beiden Fallen werden diese Maximalwerte in 
den Azimuten € = 2K + 90° d.h. auf der H-Achse, erreicht, wo nach 
Kap. II, § 10 auch die im natiirlichen Lichte sichtbaren Absorptions- 
btischel am dunkelsten sind; zugleich fallen die beiden Richtungen, 
in denen der Ausdruck (15) verschwindet, in die eine: = 2 (+ 180°) 
zusammen. Man kann daher das Resultat der vorstehenden Unter- 
suchung dahin zusammenfassen, daf die idiophanen Ringe am deut- 
lachsten sind, wenn die Schwingungsrichtung des Polarisators einer der 
beiden in der Binormale stattfindenden Schwingungsrichtungen parallel 
ast, und dap sie dann in den ohne Polarisator sichtbaren Absorptions- 
buscheln auftreten, dagegen in der dazu senkrechten Richtung fehlen. 
(Vergl. Taf. V, Fig. 4, welche fiir zur Binormalenebene parallele 
Schwingungsrichtung des Polarisators gilt.) 

Die hellsten und dunkelsten Stellen auf irgend einem Radius des 
Interferenzbildes sind wegen des Neuners @ in (15) zwar nicht genau, 
aber doch anniihernd durch die Bedingung [ =h +4 bezw. h—+4(—wo 
h eine ganze Zahl ist —) bestimmt. Es ist Wor nach cone Teoh 
q,°— 4," und folglich der Gangunterschied [ konstant auf den Ellipsen, 
deren Brennpunkte in den Spuren der Windungsachsen liegen. Somit 
sind die rdiophanen Ringe Stiicke solcher konfokaler Ellipsen, die sich 
imdessen von Kreisen fiir die Wahrnehmung kaum unterscheiden. Wegen 
des Nenners @ muf iibrigens der Helligkeitsunterschied der Maxima 
und Minima, also die Deutlichkeit der Ringe, nach auBen schnell ab- 
nehmen. — Alle Resultate der vorstehenden Diskussion werden durch 
die Beobachtung vollstiindig bestiitigt.') 


5. Helligkeit der Binormalenspur zwischen gekreuzten Nicols. 
Da in der Spur der Binormale A, selbst — wie auf der ganzen durch sie 
hindurchgehenden =-Achse — zufolge Kap. I], § 11 die Hlhiptizitat ¢ 
Null ist, so ist sie jedenfalls in ihrer wumittelban a Umgebung noch 


De Wee Voto tet sem .233: 
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so klein, daf die Niherungsformel (10) angewendet werden kann. Fiir 
gekreuzte Nicols, wo sin 20 —— sin 2 ist, fallt darin auch das 
Glied mit ¢ fort, und es wird 


J = 7A,’ sin? 28 (e,? + ¢,? — 2e,¢ cos 221). 


Nun ist nach Kap. I, §9 in A, sowie auf der ganzen Verbindungs- 
lime der Windungspunkte C,C,’ [ =0, also in der nichsten Umgebung 
der Binormalenspur cos 2af = 1 zu setzen, und somit 

(16) J =4A,? sin? 24 (e, — e)*. 

Ist der Kristall pleochroitisch, so sind e, und e, zufolge dem in 
Kap. II, § 10 erérterten Verhalten der Absorptionskoeffizienten in A, 
verschieden, und es ist folglich J nur dann gleich Null, wenn # = 0 
oder 90° ist, d. h. wenn die Schwingungsrichtungen des Polarisators 
und Analysators zu denjenigen parallel und senkrecht sind, welche 
in der Binormalenspur (wie auf der ganzen =-Achse, siehe Fig. 148) 
statthaben. Demnach miissen die Binormalenspuren pleochroitischer 
Kristalle in allgemeimen auch bei gekreuzten Nicols hell erscheinen. Bei 
solchen Kristallen, wo die Hbene der Windungsachsen senkrecht zu 
derjenigen der Binormalen steht (vergl. 5. 400 und 395), sind die 
Schwingungsrichtungen fiir die Binormalen parallel und senkrecht zur 
Binormalenebene; es werden bei ihnen also nur in der Normadlstellung 
der Platte die Spuren der Binormalen dunkel erscheinen, dagegen am 
stirksten aufgehellt in der Diagonalstellung (& = + 45°). Die hier- 
durch bedingte Unterbrechung der dunklen hyperbolischen Hauptiso- 
gyre in den Binormalenspuren ist selbst bei ziemlich schwach pleo- 
chroitischen Kristallen noch deutlich wahrnehmbar und kann geradezu 
als Erkennungsmerkmal des Pleochroismus dienen.") 


6. Charakteristische Erscheinung im zirkularpolarisierten Licht. 
In den Richtungen der Windungsachsen pflanzt sich, wie wir in Kap. II, 
§ 12 sahen, je eine zirkularpolarisierte Welle fort, und zwar ist deren 
Rotationssinn fiir die beiden, einer Binormale benachbarten Windungs- 
achsen entgegengesetzt. Lift man nun zirkularpolarisiertes Licht ein- 
fallen, so wird dasselbe also in der Richtung derjenigen Windungs- 
achse, welcher der gleiche Rotationssinn entspricht, abgesehen von der 
Schwiichung durch die Absorption unveriindert durchgelassen werden, 
in der, Richtung der anderen dagegen gar micht; denn eine rechts- 
zirkulare einfallende Schwingung kann im Kristall keine linkszirkulare 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 23 (1884), p. 598. 
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Komponente liefern. In konvergentem zirkularpolarisiertem Licht mu 
also bei Beobachtung ohne Analysator die Spur der einen Windungs- 
achse ganz dunkel erscheinen, und natiirlich auch ihre Umgebung, soweit 
die Schwingungsellipsen noch nicht sehr gestreckt sind, noch dunkler, 
als die der anderen benachbarten Windungsachse. 

Um diese Erscheinung zu beobachten, mu8 man mit Riicksicht 
auf den sehr kleinen Winkelabstand der Windungsachsen statt der 
gewohnlichen Polarisationsapparate fiir konvergentes Licht em auf 
unendlich eingestelltes Fernrohr (von kleiner Brennweite) anwenden. 
Voigt stellte solche Beobachtungen an einer senkrecht zu einer Binor- 
male geschnittenen Andalusitplatte an, auf die er blaues, mittels eines 
Nicols und +4-Glimmerblattchens zirkularpolarisiertes Licht auffallen 
lieB.1) Bei Beobachtung mit einem kleinen Fernrohr ohne Analysator 
zeigten sich dann in der Richtung senkrecht zur Binormalenebene zwei 
Flecken, von denen der eine dunkler war als der andere. Bei Um- 
kehrung des Rotationssinnes des einfallenden Lichtes (durch Drehung 
des Glimmers um 90°) vertauschten sich die Intensitiiten der beiden 
Flecken. Damit ist also die Verschiedenheit des Rotationssinnes zu 
beiden Seiten der =-Achse (hier der Binormalenebene) in der Niihe 
einer Binormale direkt nachgewiesen. — Dieselbe Erscheinung kann 
man an Epidot und Axinit mit Na-Licht beobachten, doch sind hier 
die betreffenden Winkelbereiche noch kleiner. 


Ftinftes Kapitel. 
Reflexion an absorbierenden Kristallen. 


1, Allgemeine Gleichungen des Problems. Die Grenzbedingungen, 
welchen der Lichtvektor an der Trennungsfliiche zweier absorbierender 
Medien, oder eines durchsichtigen und eines absorbierenden Mediums 
gentigen mul, sind dieselben, wie fiir die Grenzfliche zweier durch- 
sichtiger Medien, sie besagen also in der Sprache der elektromagneti- 
schen Lichttheorie, da die zur Grenzflache parallelen Komponenten der 
elektrischen sowie der magnetischen Feldstirke beiderseits der Grenz- 
flache gleich sein mtissen. In der Tat fiihrt die in I, Kap. VI, 8. 175 
gegebene Ableitung der Grenzbedingungen aus den Hauptgleichungen 
hier zu denselben Resultaten wie dort. Da sich nun die Differential- 
gleichungen fiir absorbierende Medien von denen fiir durchsichtige 


1) W. Voigt, Géttinger Nachr. 1902, p. 41. 
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nur durch komplexe Werte der Konstanten (x unterscheiden, so 
kénnen auch die in I, Kap. VII zur Lésung des Reflexionsproblems 
ausgettihrten Rechnungen hier formell bestehen bleiben , aber die 
darin auftretenden GréBen werden ebenfalls komplex. Wir wollen uns 
weiterhin auf den Fall beschranken, da® das erste Medium, in welchem 
das Licht einfillt, Luft ist, da nur fiir diesen Fall Beobachtungen 
vorliegen. allt das Licht in einem anderen durchsichtigen und iso- 
tropen Medium ein, so wiirde man die fiir den Hinfall in Luft vel- 
tenden Lésungen tibrigens nur dadurch abzuindern haben , daB man 
die Konstanten a,, des absorbierenden Mediums mit dem Quadrat des 
Brechungsindex des iiuferen Mediums multiplizierte. 

Es soll nun eine ebene homogene Welle unter dem Winkel 7 
gegen das Hinfallslot einfallen; letzteres werde als 7’-Achse (in das 
absorbierende Medium hinein gerichtet), die Einfallsebene als Z’ X’- 
Hbene gewihlt. Dann bestimmen sich zuniichst die Fortpflanzungs- 
richtung und der Polarisationszustand der beiden gebrochenen Wellen 
durch die Gleichungen (7) und (8), I, Kap. VI, worin k& die friihere 
reelle Bedeutung oot oder hier speziell —*. pehiilt , die Polarisations- 

sin 2 sin 2 
konstanten a,, aber durch die komplexen Parameter a,; zu ersetzen 
sind, und folglich auch an Stelle von r und w (oder 0) komplexe 
Groen treten, welche mit r bezw. 0’ bezeichnet werden mégen. 

Die komplexen Loésungen u, v, , deren reelle Teile die Kom- 
ponenten des Polarisationsvektors sind, haben fiir jede der entstehen- 
den Wellen die Form: 


(ye == Acosd cos -e-**, b= Asin 0'-e—'*,, w—=Acosd’ sint~est, 
22 av’ sinr + 2’ cost BIT U eee: OE: Breryeg am 
wo T z(t ra ) und Te te Ue anges ist. 


Wie hieraus ersichtlich ist, bedeutet ein komplexer Wert von r, dai 
die Amplituden in der Wellenebene nicht konstant, also die gebrochenen 
Wellen nicht homogen sind, — und ein komplexer Wert von 0’, dab 
das Amplitudenverhiltnis der zur Hinfallsebene senkrechten und zu 
ihr parallelen Komponente komplex, folglich (nach dem in der Hin- 
leitung, S. 11, Gesagten) die Schwingungsform elliptisch ist. 

Ebenso ergeben sich nun weiter fiir die Amplituden Af und A, 
der sich in den beiden Medien fortpflanzenden Wellen wieder die in 
I, Kap. VU, § 3 abgeleiteten Gleichungen (9) und (9°), welche nun aber 
ebenfalls omplexe Verhiltnisse derselben liefern. Ftir den vorliegenden 
Fall eines isotropen éuBeren Mediums reduzieren sich diese Gleichungen 
auf diejenigen (10*) bis (10°) 8. 183, und diese kénnen wie in 
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I, Kap. VU, § 5 durch Hinfiihrung der ,,uniradialen Azimute“ weiter be- 
handelt werden, so da8 man schlieBlich fiir die Komponenten P, und P, 
der reflektierten Amplituden senkrecht und parallel zur Hinfallsebene 
wieder die Gleichungen (14), 5. 186, erhalt. Darin sind, wenn die 
einfallende Welle linear polarisiert ist, E, und E, reell, die tibrigen 
auf der rechten Seite vorkommenden Gréfen E und P, sowie PD, aber 
komplex, so da8 auch P, und P, komplexe Werte erhalten. 


2. Elliptische Polarisation des reflektierten Lichtes. Wir be- 
schriinken uns weiterhin auf die Untersuchung der reflektierten Welle, 
da diese gerade fiir Medien von so starker (,,metallischer“) Absorption, 
daB man die eindringenden Wellen nicht mehr beobachten kann, von 
besonderer Wichtigkeit als Hilfsmittel zur Bestimmung der optischen 


7 2 und 2 bedeuten, ee 
die beiden Komponenten der reflektierten Welle sowohl gegen ie 
entsprechenden der einfallenden Welle in der Grenzfliche, als auch 
gegeneinander Phasendifferenzen besitzen, die von 0 und a verschieden 
sind. Die relative Phasendifferenz von P,.und P, hat zur Folge, daf 
die aus emer linear polarisierten einfallenden Welle entstehende reflek- 
tierte im allgemeinen elliptisch polarisiert ist. Setzt man 


Konstanten wird. Komplexe Werte von 


Pe 
2) fm tg of = tg we's, 

Pp 
wo tg wv reell ist, so bedeutet A die relative Phasendifferenz der Kom- 
ponenten senkrecht und parallel zur Hinfallsebene') und ~ das Azimut 
der Polarisationsebene, welche man fiir die reflektierte Welle erhilt, 
wenn man durch Aufhebung der Phasendifferenz A die lineare Polari- 


sation. wiederherstellt. Die GréBen A und w bestimmen sich aus der 
Gleichung 

ius (PRED — PME ) — a(R Ee —PWE EM) tee 
(3) tg y (cos A + isin A) (po )—) — pie »)— Gy ev pt NEM) igs 
und hangen daher aufer vom Hinfallswinkel, der die E.. » E, und 
Ry lee bestimmt, noch vom Polarisationsazimut « der ce raltend 
Welle th Einen Einfallswinkel analog dem in I, Kap. VIL, § 6 defi- 
nierten Polarisationswinkel dttrchsich tiger Kristalle, fiir den Pee Ps vou é 
unabhiingig und daher das aus natiirlichem Licht herrerectende re- 
flektierte RCL (wenn auch elliptisch) porarieicrt wire, gibt es 


if Kine Verwechslung mit der in I, Kap. vi, §4 mit A bezeichneten 
GréBe wird nicht zu hefirchtah sein, da letztere hier nicht mehr yorkommt. 
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hier nicht; denn die aus (3) hierfiir folgende Bedingung zerfallt als 
.Gleichung zwischen komplexen Groen in zwei reelle Gleichungen fiir 
den Einfallswinkel, die nicht gleichzeitig erfiillt werden kénnen. 

Dagegen gibt es einen anderen ausgezeichneten Hinfallswinkel, 
namlich denjenigen, fiir welchen die Phasenverzigeruny A, die’ fiir 
streifende Reflexion 0, fiir senkrechte x ist, gleich 1a wird, und fiir 
den folglich die Schwingungsellipse der aus einer linear polarisierten 
Welle hervorgegangenen reflektierten Welle ihre Hauptachsen parallel 
und senkrecht zur Hinfallsebene hat. Dieser Winkel ist dadurch be- 
stimmt, da der Quotient auf der rechten Seite von (3) rein imaginar 
wird, und hiingt bei einem Kristall daher bei gegebener Hinfallsebene 
im allgemeinen') noch von ¢ ab. Denjenigen speziellen Wert 7, welchen 
er fiir ¢ = 45° (also E,=E,) annimmt, nennt man den Haupteinfalls- 
winkel und das entsprechsnde Azimut ~ der wiederhergestellten Po- 
larisationsebene das Hauptazimut. Es sind dies zwei GréBen, welche 
sich besonders fiir die Messung mittels Kompensators und drehbaren 
Analysators eignen und zur Bestimmung der optischen Konstanten 
verwertet werden kénnen. 

Hs sei noch bemerkt, daB auch fiir senkrechte Inzidenz sich tg 0’ 
im allgemeinen komplez ergibt, also (von speziellen Fallen abgesehen) 
auch das senkrecht an einem absorbierenden Kristall reflektierte Licht 
elliptisch polarisiert ist, wenn das einfallende linear polarisiert war. 

Weiterhin wollen wir die im allgemeinen fuSerst komplizierten 
Formeln nur auf diejenigen Falle anwenden, fiir welche zuverlissige 
Beobachtungen. vorliegen. Soweit es sich um_,,metallisch“ absorbie- 
rende Kérper handelt, existieren solche bisher nur fiir die Spaltungs- 
fliche des Antimonglanzes, welche eine Symmetrieebene dieses rhombisch 
kristallisierenden Minerals ist, sowie fiir ee gréfere Anzahl optisch 
isotroper Substanzen, insbesondere Metalle. Wir behandeln daher zu- 
nichst die Reflexion an einer Grenzfliche eines rhombischen Kri- 
stalls, die einer Symmetricebene parallel ist. 


3. Die Grenzfliche und Hinfallsebene sind Symmetrieebenen. 
Die reflektierende Grenzebene sei die X Y-, die Hinfallsebene die 
ZX-Ebene. Dann fillt das im obigen eingefiihrte Koordinatensystem 
X’, Y’, Z mit dem optischen Symmetrieachsensystem zusammen, und 
esnich . —(,, —"G,, =U, a,, — 0, — @, + 1b, (vergl. 5: 010, 375). ° 


ee taste 
1) Ausgenommen nimlich in dem Fall, da® die Einfallsebene eine optische 


Symmetriebene des Kristalls ist, wo aus Symmetriegriinden z. B. Ee Pe und 


iii leg verschwinden wiirden. 
nT, af 
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Die Gleichung (7), 8S. 180, gebildet fiir die komplexen Brechungs- 
winkel v, zerfillt dann in die beiden: he 
Va, + sini 
Vi— apsints? 


sint, = Va,sin?, tgt, = 
und die Gleichung (8), 5. 181, ergibt fir 0 (—w) die Werte: 
14 
0» = 0, 0; = a) 
die gebrochenen Wellen sind hier also linear polarisiert. Von den 
GréBen E® und P sind nur E®, P® und Et, P® von Null ver- 
schieden, und zwar gelten fir diese die laicheneet: 


(E® — PO) cos 7 = cos 1, = Vi= o,.6in27, 
( ES Tey Paine sin tr, = Va, sin Zé, 
EW 4 Pw Si 


V1—a, sin* i: Vou 


sin 2 


(E® — P®) cotg + = a, cotg r, 


aus denen folgt: 


ae. tae ioe Eek a aye esl Tas aE Va 
| 2E0) eee V1—a,-sin?? 2p) Bee Vi—a, sin?i 
1 


(4) | cos @ ? cost , 


| ¢ 41 — a, sin?4 1—a, sin? 
|2E = Inet Va, Vi-—a,s sin” o 2PW) = te Va, yi = Gd, sin* 2 


cosa ? cost , 


- und somit schlieBlich nach (14), 5. 186,*) 


Ps Pe, oh (Va, cosa Vi-—a —a, sin? 7) (cos i — Va, Vi-a, sin? 24) 


5 
rae pu Ew (Vas cos i — V1 —a, sin?7) (cos i+ Ya, Y1 —a, sin?) 8 


Fiir die fiinf anderen méglichen Fille, wo je eine der Symmetrie- 
achsen X, Y, Z senkrecht zur Grenz- und Hinfallsebene ist, erhilt 
man die entsprechenden Ausdriicke in leichterkennbarer Weise durch 
Permutation der a,,a,,a;. Auch auf die Reflexion an Flichen parallel 
oder senkrecht zur Hauptachse (7) einachsiger Kristalle ist der ge- 
wonnene Ausdruck leicht anwendbar. Tindet die Reflexion an einer 
achsenparallelen Fliche im Hauptschnitt statt, so hat man a,.und a, 
durch a, (=0? + 1ib,), a, durch a, (= e? +71b,) zu ersetzen, bei zum 
Hauptschnitt senkrechter Reflexionsebene dagegen a, durch a,, und a, 
durch q,; fiir Reflexion an der Basisfliiche ist einfach a,—a, zu setzen. 

Nach den vorstehenden Formeln kann man aus _ beobachteten 
Werten von P,:P, — also von w und A — die optischen Parameter 
a,—=a,+1b, berechnen. Sind so die Polarisations- und Absorptions- 


€é. 


1) P. Drude, Dissert. Gottingen 1887, p. 46; Wied. Ann. 32 (1887), p. 623. 
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konstanten a, bezw. b, gefunden, so bestimmen sich schlieflich die 
Brechungsindizes », und Absorptionsindizes x, aus den Gleichungen 


(6 a, = a tb = —— : == 
\ ) h h a l h M,* (1 LA ix,)? 
oder 
1— x,? 2 
(6’) =, by, 


~a Be =a a Tee Ae 
"(1 ++ %,’) es aes) 
welche sich durch Hinfiihrung eines Hilfswinkels 


b 
oe 3 h 
oy y, = arete a 
in der Form auflésen lassen: 
Seals le Nh sin 7) 
(8) Kiet 57 81, — CORT, * ie 
Gi 


4, Anwendung auf die Bestimmung der optischen Konstanten 
des Antimonglanzes. Bei den Beobachtungen, die Drude‘) an Spalt- 
flachen von Antimonglanz ausfiihrte, zeigte es sich bald, daB dessen 
Parameter a, und 6, klein gegen 1 sind, so da® es gestattet ist, 
Naherungsformeln zu bilden. Man erhilt so unter der Annahme, 
daB (wie bei den Beobachtungen stets der Fall war) « = 45° ist, in 
erster Niherung, d. h. bei Vernachlissigung der GréBen von der Ord- 
nung a, oder V/a,a, neben 1, fiir Reflexion in der ZX-Ebene: 
1+ Va, cos 7 eS) 


COS 2 


(9) tg Qs" 
—1— Vas + Va, cost 


cost 
und fiir Reflexion in der ZY-Ebene den hieraus durch Vertauschung 
von a, und a, entstehenden Ausdruck. In dieser ersten Anniherung 
kommt also a; in den Formeln fiir das reflektierte Licht gar nicht 
vor. Hs ist dies verstandlich, wenn man erwiet, da kleine Werte 
der a zufolge (8) groBe Brechungsindizes bedingen, und da daher 
die Schwingungsrichtungen der gebrochenen Wellen selbst bei sehr 
groBen Hinfallswinkeln sehr kleine Winkel mit der Grenzebene — der 
X Y-Ebene — bilden miissen. — Drude hat die Anniherungsrechnung 
zunichst einen Schritt weiter getrieben, wodurch sich Formeln er- 
geben, die a, noch enthalten; jedoch erwiesen sich die betreffenden 
Glieder zu klein, um noch zur Berechnung von a, verwendbar zu 
sein, und konnten nur (unter der Annahme eines wahrscheinlichen 
Wertes fiir a,;) zur Korrektion dienen. Ubrigens sind diese Korrek- 
tionen sehr klein, und es schlieBen sich schon die obigen Naherungs- 


1) P. Drude, Wied. Ann. 34 (1888), p. 489. 
Pockels, Kristalloptik. 


bo 
(o'e) 


434 Ill. v. Reflexion an absorbierenden Kristallen. 


formeln den Beobachtungen bei verschiedenen Hinfallswinkeln gut an. 
Die unten anzuftihrenden Werte der optischen Konstanten sind daher 
auch aus jenen berechnet und zwar in folgender Weise. Aus (9) folgt 
fiir Reflexion in der 7X-Hbene 

(10) Te woe to Va, cos 7; 


Zs 12 he o,- come 


ebenso fiir den Fall, daB die Reflexionsebene die YZ-Hbene ist: 


(10’) Ki, = ee a ey Va, cos @, 


1—teo cos 2 
also 


| RK, + Wh, = ie ae Va) sin ¢ tg 7, 
‘®, — R, = (Va, — Va,) (cost +). 


Andererseits hingt $i mit den beobachtbaren GréBen ~ und A, wie 
sich durch Einsetzen von tg 0’ = tg ~-e'* in (10) ergibt, gemaS der 
Gleichung 

ae rae cos 2 . sin2ywsinA 

(12) WS TES Fao yen 7 


ay 


1 — sin 2 cos A 


zasammen, und es ist hiernach leicht ersichtlich, wie man zunachst 
a, und a,, und schlieBlich n und x aus den fiir irgend welche Hin- 
fallswinkel in den beiden Hauptschnitten 7X und ZY beobachteten 
Werten von w und A berechnen kann. 

Auf diese Weise fand P. Drude fiir Na-Licht*): 


a, = 0,0364 +%-0,0088, a, = 0,0469 + i- 0,0176, 


Dit NSE ey OMT OM AO ene ode 


wobei sich der Index , auf die senkrecht zur kristallographischen Verti- 
kalachse ¢ (= X), der Index , auf die senkrecht zur Makroachse (1’) 
polarisierte Welle bezieht. Spater hat HE. C. Miiller*) mit spektral 
zerlegtem Licht unter Anwendung eines Glimmerkompensators (siehe 
S. 228) eine Reihe von Messungen ausgeftihrt, die fiir Na-Licht nahe 
mit denen Drudes tibereinstimmen und im tibrigen tiber die Abhingig- 
keit der Konstanten m, und x, von der Wellenlinge in dem Bereich 
zwischen den Fraunhoferschen Linien C und G Aufschlu8B geben. Die 
in Fig. 155 wiedergegebenen Dispersionskurven fiir », und n, zeigen 
die Higentiimlichkeit, da beide Brechungsindizes mit wachsender 


1) Die hier mitgeteilten Werte der n und x sind nicht die von Drude 
selbst angegebenen, sondern aus seinen Werten der a, von Miiller berechnet. 

2) E. C. Miiller, Optische Studien am Antimonglanz. Dissert. Gottingen 
1993. N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 17 (1903), p. 187. 
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Wellenliinge zuniichst zu- 
nehmen, im Griin ein 
Maximum und in der 
Nihe des roten Endes 
des Spektrums ein Mini- 
mum erreichen, welches 


letztere abe ie ‘ és il C 
: aber noch etwas aS Ee EOE mae 
héher ist als die Werte Seas 


fiir die Linie G. Der 

Maximalwert von n, ist 5,53, derjenige von n, 4,52 und derjenige 
von 2, —%,, welcher fiir die Linie F' eintritt, 1,04. Sowohl die ab- 
soluten Werte der Brechungsindizes, als thre Differenz, also die Stiérke 
der Doppelbrechung, sind die grépten fiir irgend einen Kérper bisher 
bekannten. 

Die Absorptionsindizes wachsen beide sehr stark yom Rot nach 
dem Violett und zwar x, von 0,0537 (giiltig fiir die C-Linie) bis 0,681 
(fiir die G-Linie), x, von 0,120 bis 0,485, so da8 fiir eine mittlere 
Wellenlinge (etwa 520 uw) x =x, wird. Die absoluten Werte der x 
sind zwar noch betrichtlich kleiner als die den Metallen zukommenden 
(siehe unten, § 6), aber doch schon so gro, daB die diinnsten her- 
stellbaren Blattchen (von héchstens '/,,, mm Dicke) nur noch bei sehr 
intensiver Beleuchtung ein wenig Licht (vom iufersten Rot) durch- 
lassen, und da direkte Messung der Absorption durch Beobachtung 
im durchgehenden Licht nicht mehr méglich ist.) 

Es sei noch erwihnt, daB (wie schon Drude fand und E. C. Miiller 
bestatigte) die Spaltflaichen des Antimonglanzes sich mit der Zeit 
durch Bildung einer Oberflichenschicht verindern, worauf bei den 
Beobachtungen Riicksicht genommen werden mubte. 


5. Abhangigkeit der Reflexion an einer Spaltflache des Anti- 
monglanzes vom Azimut der Hinfallsebene. Ist die Hinfalisebene 
nicht, wie in $$ 3 und 4 angenommen, ein Hauptschnitt der reflek- 
tierenden Ebene, sondern bildet sie mit der (zur kristallographischen 
Vertikalachse parallelen) ZX-Ebene den Winkel €, so wiirden die 
strengen Formeln zur Berechnung von P, und P,, tiberaus kompliziert, 
weil die Brechungswinkel r,, r, und die Polarisationsazimute 0,’, 0.’ 
der gebrochenen Wellen dann schon durch komplizierte komplexe 

Cd 


1) Dies gilt jedoch nicht mehr fiir infrarote Strahlen, fiir welche die Durch- 
lassigkeit nach Beobachtungen von J. Kénigsberger (Phys. Zeitschr. 4 [1903], 


p. 495) sehr viel gréSer ist. 
28* 
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Ausdriicke gegeben werden. Allein in derjenigen, in § 4 besprochenen 
Anniherung, welche sich fiir die Reflexion in den Symmetrieebenen 
beim Antimonglanz als zulissig erwiesen hat und dies also auch fiir 
zwischenliegende Hinfallsebenen sein mu, tritt eine groBe Verein- 
fachung ein; denn man kann dann annehmen, daf die Polarisation der 
gebrochenen Wellen derjenigen, welche fiir senkrechten Hinfall gelten 
wiirde, gleich, also linear und parallel zu X bezw. Y sei, so daf gilt 


/ 4 ae 
Oy ce rer OF bs 


mugleich’ kann ¢cos't, = cos ty = Ly sin t= Va, sin 7, sin t, = Va, sin 7 
gesetzt werden, da den konstanten Polarisationsrichtungen auch kon- 
stante (komplexe) Brechungsindizes entsprechen. Die Gleichungen 
(10a, b, ¢, d), 8. 234, ergeben. daher: 


EO — pw) — as EOUmipa ames 
Pi cost’ Po Po cos i? 
Ee PO cone nee aap ye aires 


EY 4+ PY — Vo, sing, EY + PO = Va, cos & 


Pr 
mae COSNG sin ¢ 
(pe = a2 Oe Poe 
EY Ee Va, cos 1’ EY BS — Vo, UF cos 308 7 


woraus folgt: 
Geass aunties ppl. 
E' ; sin ¢ (Vo, + ae =) ae 7 sin ¢ (V a, ae 


EW = 4 cos (1 it ty pi) — 


COs 2 


yA 1 
EO = 4 cos 6(Va, + ei)? ace =1cos€ (Va, el an) . 
—teing(1+ 2%), po ——ssing(1— VS), 


COS vu § COS 2 


Durch Hinsetzen dieser Werte in die Ausdriicke (14), S. 186, erhalt 
man schlieBlich unter der Voraussetzung, daB ¢=45°, also E, = Eien 


p faite (Ui Va cosi) + sin® al Be cos ) + sin 26 (Va, — Va,) 


oa cos ¢ cos 7 
i, 
cos? + (Ve — V0, cos’) + sin’ (Va Va, cos) — sin2¢(Vaq — Vay) 


und hieraus 


no |e 

Q 

(=) 

n 
oo 
AS 

= 
oO} 
|S 
n fess 
Se 
“Ne 


\— 


mM 
| 


P, +P, _eoste(VE.— yay cos) + sints (V% — ya, cos) 
7 le sin 260/020 a 


oder bei Hinfiihrung der auf die Hauptschnitte beziiglichen GréBen 
ke, und KR, gem&B (10) und (10’): 


(18) x= 
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o ee ees 
cos v ; ai 
4h + (Ht, a H,) 1+ cos? ; sin 2¢ 


Die nach (12) aus den Beobachtungen von y und A ableithare GréBe 
R ist hiernach, da der Nenner ein (allerdings gegen 1 kleines) mit 
sin 2¢ proportionales Glied enthilt, keine symmetrische Funktion des 
Azimuts €, d. h. sie hat fiir £ und — £ oder € und m—& nicht denselben 
Wert. Die Messungen, welche Drude fiir 36 ‘quidistante Azimute 
der Hinfallsebene (bei Hinfallswinkeln von ca. 70°) ausfiihrte, lassen 
in der-Tat eine unsymmetrische Verteilung der Werte von w und A, 
also auch von i deutlich erkennen. Dieselbe steht nach dem eben 
Gesagten nicht etwa (wie Drude, der in der Formel (13) das Glied 
mit sin 2€ vernachliissigt hatte. glaubte annehmen zu miissen) in Wider- 
spruch zur rhombischen Symmetrie des Kristalles, sondern hat ihren 
Grund in der unsymmetrischen Lage der Polarisationsebene des ein- 
fallenden Lichtes gegen die Hinfallsebene; denn bei der oben voraus- 
gesetzten, von Drude angewandten Versuchsanordnung ist das ein- 
fallende Licht immer unter + 45° gegen die Hinfallsebene polarisiert, 
so daB fiir zwei Wellen, die in zwei kristallographisch gleichwertigen 
Hinfallsebenen unter gleichem Winkel einfallen, die Polarisations- 
richtungen doch kristallographisch ungleichwertige Lagen haben. (Siehe 
Fig. 156, wo @,, YQ, zwei symmetrisch legende einfallende Wellen- 
normalen, P,, P, ibre Polarisationsrich- 
tungen bezeichnen). In der Tat hat auch 
H. C. Miiller (a. a. O. 5. 225) gezeigt, 
da die Abweichungen zwischen den in 
entgegengesetzt gleichen Azimuten € von 
Drude beobachteten Winkeln w~, welche 
etwas iiber 1° erreichen, vollstandig der. 
Theorie entsprechen; auch die von ihm 
nach der Gleichung (13’) aus Rt, und R, 
berechneten Werte t stimmen mit den 
beobachteten recht gut tiberein. AuBerdem 
hat Miiller aber auch noch durch einen 
direkten Versuch dargetan, daB die optische Symmetrie des Antimon- 
glanzes der (rhombischen) kristallographischen entspricht: er beobach- 
tete w und A unter gleichem Hinfallswinkel und gleichem, von der 
Vertikalachse nach links gerechnetem Azimut € an den zwei durch 
eine einzige Spaltung erzeugten Flichen (010) und (010). Fiele 
die optische Symmetrieachse X nicht mit der Vertikalachse ¢ zu- 


Fig, 156. 
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sammen, so wiirde sie auf diesen beiden Flichen fiir den darauf- 
sehenden Beobachter in entgegengesetztem Sinne von ihr abweichen 
(siehe Fig. 157), und es wiirden folglich die Azimute ¢ der Hinfalls- 
ebene H gegen X gerechnet auf den beiden 

ae E Flachen um das Doppelte dieser (von Drude 
\ auf ca. 10° geschatzten) Abweichung ver- 
oy schieden sein, es miiBten also auch die be- 
obachteten Werte von w und A in beiden 

Fallen differieren. Dieselben stimmten aber 
innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler 

tiberein; eine Abweichung der optischen Sym- 

(010) (010) - metrieachsen von den kristallographischen ast 

Fig. 157. also nicht vorhanden. 


6. Reflexion an optisch isotropen metallisch absorbierenden 
Korpern. Fiir optisch isotrope Medien erhilt man aus (4), indem 
man darin a, = a, = a, = a setzt: 

Pel) cost j/a— Via sin®s Py costs Vo ae 
E, cosiVa +Vi—asin? i’ E,  cosi t+ Va Vi—asin?i’ 
(15) eG Oe ee 

F P, sin? i-VYa +cosiVi—asin?s &, 

Setzt man wieder nach (2) die linke Seite der letzteren Gleichung 
=tgw-é* und fiihrt die durch (12) definierte GréBe KW ein, so folet 
unter der Annahme E,=E, (d.h. ¢ = 45°): 

x cos 2H oe sin 2a sin A sin itgi-Vo 
1 — sin 2% cos A 1—sin 2% cosA Vi—asin?7’ 
oder durch Hinfiihrung des Ausdruckes o fiir a: 


sin? te? 


(16) t= ; 


ml — ix) =i sing \2 
= C= a 


Erfahrungsgemi{ hat nun fiir die metallisch absorbierenden 
Koérper mx (im sichtbaren Spektrum wenigstens) stets so groBe Werte, 


(14) 


4 
daB man (=) oder das Quadrat des Moduls von a neben 1 vernach- 


lassigen kann. Dann erhalt man durch Entwicklung der Wurzel die 
Niherungsformel 


(16’) Sh ae sin? tg? (1+ 1 ain*? .). 


n(1— 1x) nad — tae 
Fir den Haupteinfallswinkel ¢ wird nach 8.431 A=14z, also 
R= cos 2y + tsin 2y; er ist daher durch die Bedingung bestimmt, 
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daf der Modul der komplexen Gréfe St den Wert 1 haben mubB. 
Dies ergibt die Gleichung 


a < —— as = ibecre 
(17) sin 7 tgi=nV1+xe {1 — 5 ain rr one | 
worin auf der rechten Seite sin? durch den aus 
Cit") sinttg? =nV1+2 


folgenden Niherungswert ersetzt werden kann. 

Fiir das Hauptazimut ~ erhalt man, da te 2p gleich dem Ver- 
haltnis des durch i dividierten imaginiiren zum reellen Teil von 8 ist, 
in der gleichen Anniherung: 

; sin? 7 
(18) tg en beth 

Aus den beiden Gleichungen (17) und (18) kénnen die beiden 
Konstanten » und mx berechnet werden; es geniigt also zu deren Be- 
stimmung bei isotropen K6rpern die Besinchtune des Haupteinfalls- 
winkels und Hauptazimuts, nattirlich kénnen aber auch Beobachtungen 
bei anderen Hinfallswinkeln benutzt werden. Indem wir wegen der 
Durchfiihrung dieser Bestimmung z. B. auf die Darstellung von Drude 
in Winkelmanns Handbuch der Physik verweisen, fiihren wir hier 
nur noch einige Resultate fiir regulir kristallisierende Metalle sowie 
fiir Bleiglanz nach Drude?) an; dieselben gelten fiir Na-Licht. 


n nn aed R 
Silber | 0,18 | 3,67 | 20,8 | 0,953 
Gold Osi, Se 7,71_\) 0,851 
Kupfer 0,64 | 2,62 | 4,09 | 0,732 
Blei 2,01 ASE aL TSe 0621 
Nickel 1,79 | 3,82 | 1,86 | 0,620 
Eisen 2,36 3202) 0136.) 0.564 
Platin ter 06.0 h we 2G ce 206. INO. 701 
Bleiglanz || 4,30 | 1,72 | 0,40 | 0,446 


Man sieht, daB die Vernachliissigung von 1 neben (nx)* tatsichlich 
in allen diesen Fallen, auBer etwa dem letzten, unbedenklich ist. 
Auch das Reflexionsvermigen R, d.h. das Verhiltnis der reflek- 
tierten zur einfallenden Intensitit fiir senkrechten Hinfall, kann eventuell 
zur Ermittelung von n und x herangezogen werden. Dasselbe ist durch 


A) P. Drude, Wied. Ann. 36 (1889), p. 548; 39 (1890), p. 537. Die Metalle 
sind freilich nicht in Kristallen, sondern im dichten! (kryptokristallinen) Zustand 
untersucht; in Anbetracht ihres regulaéren Kristallsystems macht dies aber keinen 


Unterschied. 
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das Quadrat des absoluten Betrages des Quotienten von P durch E 
gegeben, fiir welchen sich aus den, im Falle 7 = 0 identisch werden- 
den Formeln (14) ergibt: 


Driickt man hierin a durch n und x aus und lat die oben als zulissig 
erkannte Anniherung eintreten, so findet man: 


In| Pl? didi) 1a) 5 tame 20 
Tees | a+ n (1 —in)) (1nd -+in)) 1+n?(1t+x?)+2n 
Man erkennt hieraus, da erst sehr starke Absorption, fiir welche x 
mit 1 von gleicher Gréfenordnung ist, merklichen Hinflu8 auf das 
Reflexionsvermégen ausiibt. Bei Kérpern, die in gegen die Wellen- 
lange dicken Schichten noch durchsichtig sind, ist ein solcher EinfluB 
daher nicht vorhanden. Die Metalle dagegen verdanken ihr hohes 
Reflexionsvermégen — den ,Metaliglanz“ — ihrem groBen Absorp- 
tionskoeffizienten (vergl. die Tabelle 5. 439, deren letzte Kolumne das 
aus (19) berechnete Reflexionsvermégen angibt). Beim Bleiglanz ist 
das metallische Reflexionsvermégen jedoch vorwiegend durch den hohen 
Brechungsindex bedingt, und noch mehr gilt dies nach emer Unter- 
suchung von Koenigsb erger fiir andere metallglinzende Metallsulfide 
und Metalloxyde, welche weit schwicher als die Metalle absorbieren, 
so dafS ihr Reflexionsvermégen und Extinktionskoeffizient durch 
Messung der von je zwei verschieden dicken Platten durchgelassenen 
Intensititen bestimmt werden konnten.*) 

Die Farbe der Metalle beruht auf der Abhingigkeit des Brechungs- 
und Absorptionsindex, und folglich auch des Reflexionsvermégens von 
der Wellenlinge 4°. Was die Abhingigkeit des m von 4°, also die 
Dispersion betrifft, so ist dieselbe, auBer beim Gold, Kupfer und Blei, 
anomal, d.h. m wéchst mit 2°, wenigstens soweit aus den bisher vor- 
hegenden Messungen fiir das sichtbare Spektrum zu schlieBen ist.) 


(19) B 


7. Refiexion an selektiv absorbierenden, pleochroitischen Kri- 
stallen. Der Ausdruck (19) fiir das Reflexionsvermégen bei senkrechtem 


1) J. Koenigsberger, Phys. Zeitschr. 4 (1903), p.495; Zentralbl. £ Miner. ete. 

1905, p. 454. — Diese Messungen beziehen sich hauptsichlich auf dunkle Warme- 
strahlen (von Wellenlangen bis 40 uw). 

2) Uber das Verhalten der Metalle fiir langwellige Wirmestrahlen vergl. 
Hagen und Rubens, Drudes Ann. Il (1903), p. 873; fiir ultraviolettes Licht: 
Minor, Drudes Ann. 10 (1903), p. 581. Silber hat danach im Ultraviolett viel 
gréBeres n und viel kleineres x, als im sichtbaren Spektrum. 
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Einfall gilt auch fiir doppeltbrechende Kristalle, wenn das einfallende 
Licht parallel zu der Polarisationsrichtung einer der beiden, sich im 
Kristall senkrecht zur Grenzfliche fortpflanzenden Wellen polarisiert 
ist. Diesen beiden Polarisationsrichtungen entsprechen dann aber im 
allgemeinen verschiedene Werte von m und x. Die Verschiedenheit der 
Absorptionsindizes x kann, wie wir sahen, bei pleochroitischen Kristallen 
sehr betrachtlich sein; ist dabei nun emer der beiden in Betracht 
kommenden Werte so grof, dafi er, wie bei den Metallen, ein groBes 
F zur Folge hat, so wird von einem senkrecht einfallenden, linear 
polarisierten Strahl die eine Komponente sehr viel stiirker reflektiert 
als die andere; folglich muf dann senkrecht einfallendes natiirliches 
Licht nach der Reflexion polarisiert sein und zwar parallel zur Polari- 
sationsrichtung des stirker absorbierten Strahls im Kristall. Dasselbe 
mu auch noch fiir schief einfallendes Licht gelten, wobei, solange 
der Hinfallswinkel klein ist, gegeniiber der partiellen Polarisation 
durch schiefe Reflexion an durchsichtigen Medien der Unterschied be- 
steht, da die Polarisationsebene des reflektierten Lichtes bei letzteren 
immer nur wenig geneigt gegen die Hinfallsebene ist, im vorliegen- 
den Falle.dagegen eine von der Einfallsebene unabhingige, bestimmte 
Orientierung gegen den Kristall besitzt. 

Kristalle, welche das oben vorausgesetzte optische Verhalten be- 
sitzen, miissen demgem4&B im natiirlichen Lichte zwar mehr oder weniger 
durchsichtig sein (da der eine Strahl nur schwach absorbiert wird), 
aber trotzdem auf ihrer Oberfliche, oder doch auf gewissen Flichen, 
polarisierten und meist auch farbigen Metallglanz zeigen. Am schénsten 
ist dieser metallische Oberfidchenschiller za beobachten an verschiedenen 
Platincyaniiren, an denen er von Haidinger') zuerst beschrieben und 
von W. Kénig’) eingehend untersucht worden ist. Diese Verbin- 
dungen, welche in prismatisch gestreckten, rhombischen oder mono- 
klinen Formen kristallisieren, zeigen auf den Prismenflachen intensiv 
farbigen, senkrecht zur Liingsachse polarisierten Metallglanz, und zwar 
auf allen zur Lingsachse parallelen Flichen den gleichen; seine Farbe 
ist bei Baryum-Platincyaniir tiefblau, bei Yttriumplatincyantir griin, 
bei Lithium-Kaliumplatincyaniir hellblau, wiihrend die betreffenden 
Kristalle im durchgehenden Lichte bezw. griin, dunkelrot und orange- 
farben erscheinen. Da hier, der Beschaffenheit des Oberflachenschillers 


nach zu schlieBen, metallische Absorption nur fiir den senkrecht zur 
a 

1) Haidinger, Pogg. Ann. 68 (1846), p. 302; 70 (1847), p. 574; 71 (1847), 
p- 321; 76 (1849), p. 99 u. 294; 77 (1849), p. 89; 81 (1850), p. 572. 

2) W. Kénig, Wied. Ann. 19 (1883), p. 491. 
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Langsachse polarisierten Strahl und nur fiir einen Teil des Spektrums 
stattfindet, so sollte man zuniichst erwarten, da die in Rede stehen- 
den Kristalle im senkrecht zu ihrer Liingsachse durchgehenden Lichte 
stark pleochroitisch und, wenn natiirliches Licht einfallt, komplementir 
zu dem Metallschiller gefiirbt sein miiBten. Beides ist bei einiger- 
mafen dicken Kristallen nicht der Fall, wohl aber, wie W. Konig 
nachgewiesen hat, bei solchen, deren Dicke von der Gréfenordnung 
der Lichtwellenlinge ist, was sich dadurch erklirt, daB sich der 
metallischen Absorption des einen Strahls eine schwiichere beider 
Strahlen superponiert. Die Untersuchung sehr diinner Kristalle, 
welche in dem Zwischenraum zweier zur Herstellung der Newton- 
schen Ringe bestimmter Gliser gebildet waren, zeigte, da die 
(metallische) Absorption schon merklich vollstiindig ist in einer 
Schicht, deren Dicke gegen die Wellenlinge in Luft noch klein ist. 
Auch lieBen sich durch Beobachtung des Gangunterschiedes und der 
Interferenzen im natiirlichen, reflektierten Licht fiir den nicht metal- 
lisch absorbierten Teil des Spektrums die Brechungsindizes annaihernd 
bestimmen, wobei sich ergab, da — wie es die Theorie der Dispersion 
(siehe 5. 365) verlangt — der Brechungsindex des senkrecht zur Liings- 
achse polarisierten Strahls be: Anndherung an das Gebiet metallischer 
Absorption sehr stark wdchst (z. B. beim Li-K-Platineyantir von 2,0 bis 
3,3 1 Wellenlangenbereich von 590 uw bis 524 ww), und daB auch 
die Doppelbrechung dort sehr gro8e Betriige (wahrscheinlich weit 
tiber 1) erreicht. Hierdurch, in Verbindung mit der metallischen Ab- 
sorption, werden auch ungewohnliche Interferenzfarben der sehr diinnen 
Kristalle zwischen gekreuzten Nicols bedingt, wegen deren Hinzel- 
heiten aber auf die oben zitierte Abhandlung yon Kénig verwiesen 
werden muB. 


Sechstes Kapitel. 


Lichtemission der Kristalle. 


1. Temperaturstrahlung. Nach dem von G. Kirchhoff aus den 
Prinzipien der Thermodynamik abgeleiteten Gesetz, daB bei ,,reiner 
Temperaturstrahlung® das Verhiltnis des Emissions- zum Absorptions- 
vermdgen fiir alle Kérper bei derselben Temperatur das gleiche (und 
auch dieselbe Funktion der Schwingungsdauer) ist, kénnen nur ab- 
sorbierende Korper infolge Temperaturerhéhung selbst Licht ausstrahlen 
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und miissen dies unter sonst gleichen Bedingungen um so intensiver 
tun, je stirker sie absorbieren. Angewendet auf pleochroitische Kri- 
stalle ergibt dieser Satz die Folgerung, daB in dem nach einer be- 
stimmten Richtung ausgestrahlten Licht diejenige Schwingungskom- 
ponente tiberwiegen mub, welche bei der entsprechenden Fortpflan- 
zungsrichtung im Kristall stiirker absorbiert wird, so dap also das 
emittierte Licht im allgemeinen teilweise polarisiert sein mufs. Diese 
Folgerung hat bereits Kirchhoff selbst gezogen und auch durch 
eimen qualitativen Versuch an einer zur Hauptachse parallelen Platte 
aus Turmalin gepriift.1) Er brachte eine solche Platte in einer 
Bunsenflamme zum Gliihen und stellte zuniachst fest, da% auch dann 
noch der ordentliche Strahl stirker absorbiert wurde, als der aufer- 
ordentliche, indem er némlich einen gliihenden Draht durch die Platte 
und durch ein doppeltbrechendes Prisma betrachtete; allerdings war 
der Helligkeitsunterschied der beiden Bilder erheblich geringer, als 
wenn sich die Platte auBerhalb der Flamme befand. War nun das 
doppeltbrechende Prisma in diejenige Stellung gebracht, bei der die 
beiden Bilder des durch die Platte hindurch gesehenen Drahtes den 
er6Bten Helligkeitsunterschied zeigten, und wurde dann der Draht 
entfernt, so erschien von den beiden, durch das doppeltbrechende 
Prisma gesehenen Bildern der gliihenden Turmalinplatte selbst das- 
jenige (von den auBerordentlichen Strahlen herriihrende) dunkler, 
durch welches hindurch vorher der Draht heller erschienen war. Das 
ist aber die Erscheinung, welche nach dem Kirchhoffschen Gesetze 
zu erwarten war. 

Eine quantitative Priifung dieses Resultates ist neuerdings von 
A. Pfliiger durchgefiihrt worden.*) Zu dieser Untersuchung dienten 
Platten aus drei verschiedenen griinen Turmalinkristallen von ca. } mm 
Dicke (die Platten miissen so dtinn sein, da die Absorption des 
auBerordentlichen Strahls noch gering ist); dieselben wurden ebenfalls 
in einer Bunsenflamme zum Gliihen erhitzt, wobei sich ihre Leucht- 
stiirke (und also die Temperatur) wihrend der Versuchsdauer ge- 
niigend konstant erwies. Mittels eines Lummer-Brodhunschen Spektro- 
photometers mit drehbarem Analysator vor dem Okularspalt wurde 
nun die Intensitit der auBerordentlichen und ordentlichen Strahlen 


1) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 109 (1860), p. 299. Unters. tib. d. Sonnen- 
spektwum u. die Spektren d. chem. Elemente. 2. Ausg. Berlin 1862. § 16. Ges. 
Abh., Leipzig 1882, p.596. Die Beobachtung Kirchhofts wurde auch von Balfour 
Stewart (Phil. Mag. [4] 21 [1861], p. 391) bestitigt. 

2) A. Pfliiger, Drudes Ann. 7 (1902), p. 806. 
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einmal im durchgehenden Licht (wobei eine durch eine Gltihlampe 
beleuchtete matte Glasscheibe als Lichtquelle diente), dann im 
emittierten Licht verglichen; die so gefundenen Verhialtnisse sind 
JED ine 
ee Or ee ls He 
Reflexion im Apparat verschiedenen) einfallenden Intensitiiten, und 
D,, D, die Schwiichungsverhialtnisse beim Durchgang durch die Platte 
sind. Aus letzteren ergibt sich der absorbierte Anteil gemiB der Be- 
ziehung 


wenn L,, H, die emittierten, J,, J, die (infolge 


pal le a eh 


wo RF das aus den Brechungsindizes zu berechnende Schwachungs- 
verhiltnis durch (senkrechte) Reflexion bedeutet. Die Messungen 
konnten nur fiir rotes Licht ausgefiihrt werden, da nur dieses von 
den gliihenden Platten hinreichend intensiv ausgestrahlt wurde. Hs 


ergab sich 
A i 


ne e 


an. Platte | fir 4° = 635 pu. 03080 05713 
LE iA ako Ot ius: Oma) o-ee 
i: A°o = 610 uu: 0488 0,492 
Tle eA ome OOO. thts a. D0n, 1 0 o92 
A° = 610 wu: 0,439 0,488. 


” oP ” ” 


A 


oO 


Die vom Kirchhoffschen Gesetz geforderte Gleichheit von fe und - 


ist hierdurch also bis auf ca. 1°/, erwiesen. 


2. Fluoreszenz. Aufer durch TemperaturerhShung kann noch 
durch verschiedene andere Ursachen Lichtemission (die dann nach 
E. Wiedemann als Lumineszenz bezeichnet wird) hervorgerufen wer- 
den, so zB. durch vorhergehende oder gleichzeitige Einstrahlung 
(Phosphoreszenz bezw. Fluoreszenz). Von diesen Hrscheinungen ist die 
Fluoreszenz, d. h. die wihrend des Durchganges von Licht- oder ultra- 
violetten Wellen stattfindende Ausstrahlung von Lichtwellen anderer — 
und zwar nach Stokes stets griéferer — Wellenliinge, auch an 
Kristallen niher untersucht worden. Obgleich nun diese Art der 
Lichtemission mit der Absorption in keinem Zusammenhange zu stehen 
scheint, so mégen doch die fiir sie gefundenen interessanten Beobach- 
tungstatsachen an dieser Stelle Erwihnung finden. 

Beobachtet wird die Fluoreszenz in der Regel in der Weise, daf 
man in den betreffenden Kérper einen intensiven, durch eine Linse 
konzentrierten Lichtkegel (am besten von violettem Licht) eindringen 
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laBt und von der Seite darauf sieht. Ist Fluoreszenz vorhanden, so 
sendet der durchstrahlte Teil des Kérpers nach allen Seiten ithe 
von einer bestimmten, von der Farbe des einfallenden Lichts unab- 
hangigen Farbe aus ecraseeatek daB letzteres Strahlen von kiirzerer 
Wellenlaénge enthiilt, als das Fluoreszenzlicht). Hine auf den ersten 
Blick ahnliche Erscheinung kann allerdings auch durch eine 7J'riibung 
des Kérpers durch sehr kleine fremde Teilchen verursacht werden: 
doch ist in diesem Falle das zerstreute Licht stets bliulichweiB bis 
blau und in der die Richtung des einfallenden und ausgesandten Strahls 
enthaltenden Ebene — der Einfallsebene — mehr oder weniger pola- 
risiert, wahrend das Fluoreszenzlicht in optisch isotropen Medien stets 
vollkommen wnpolarisiert ist, selbst bei polarisierter Bestrahlung. In 
doppeltbrechenden Kristallen ist nun zwar auch das Fluoreszenzlicht 
telweise polarisiert, aber in bestimmter Orientierung gegen den Kristall, 
nicht gegen die Kinfallsebene.1) Hierdurch und durch die charakte- . 
ristische Farbe kann die Fluoreszenz in den meisten Fallen leicht 
von der Lichtzerstreuung durch etwa vorhandene Triibung des Kristalls 
unterschieden werden. : 

Die eben erwahnte Erscheinung der polarisierten F'luoreszenz ist 
zuerst von Grailich*) an verschiedenen Platindoppelcyantiren, spiter 
auch von Lommel*) und von Maskelyne‘) (von letzterem bei der 
durch Kathodenstrahlen erregten Fluoreszenz des Smaragds, Saphirs, 
Zinnsteins und Hyacinths) beobachtet worden, aber erst von Sohncke®) 
als eme allgemeime Eigenschaft aller viberhaupt fluoreszierenden doppelt- 
brechenden Kristalle erkannt worden. In manchen Fallen ist nicht 
nur die Intensitdt der nach verschiedenen Richtungen des Kristalls 
stattfindenden Schwingungen der fluoreszierenden Teilchen verschieden, 
(was eben die Bedingung fiir die polarisierte Fluoreszenz ist), sondern 
auch ihre /arbe; man kann dann von dichroitischer (bezw. pleochroiti- 
scher) Fluoreszenz sprechen. Bei der Priifung eines Kristalls auf po- 
larisierte bezw. dichroitische Fluoreszenz mu man auf etwaigen Pleo- 
chroismus desselben Riicksicht nehmen; denn wenn solcher vorhanden 
ist, so werden die von den fluoreszierenden Teilchen ausgesandten 
Strahlen schon infolge der Absorption im Kristall mit je nach ihrer 


1) L. Sohncke, Wied. Ann. 58 (1896), p. 417. Ber. d. bayer. Akad., math. 
phys. K1., 26, 1896, Heft 1. 
2) J. Grailich, Krist.-opt. Untersuchungen. Wien 1858. p. 64, 67. 
“ 3) E. v. Lommel, Wied. Ann. 8 (1879), p. 634. 
4) Anhang zu einer Abhandl. von Crookes, Proc. Roy. Soc. London 28 
(1879), p. 477. 
5) a. a. O. p. 420, 452. 
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Schwingungsrichtung verschiedener Intensitiit und Farbe aus dem- 
selben austreten. Deshalb hat auch Sohncke seine Untersuchung 
hauptsiichlich an nicht pleochroitischen Kristallen ausgefiihrt. Die 
Ergebnisse, zu denen er bei den einzelnen untersuchten Substanzen 
gelangte, sind im wesentlichen folgende. 


Optisch einachsige Kristalle. 


Kalkspat zeigt in manchen Varietiiten (und zwar gerade in ganz 
klaren islindischen Kristallen) ziegelrote Fluoreszenz'); es tiberwiegt 
im Fluoreszenzlicht die der Hauptachse parallele Schwingungskompo- 
nente, und dasselbe wird auch durch die so gerichtete Komponente 
der einfallenden Schwingungen am stirksten erregt. Beim <Apatit 
sind im Fluoreszenzlicht umgekehrt die Schwingungen senkrecht zur 
Hauptachse sehr tiberwiegend, und solche Schwingungen wirken auch 
am stirksten erregend. Veswvian verhilt sich ebenso wie Apatit, 
jedoch mit geringerem Unterschiede der Schwingungen parallel und 
senkrecht zur Achse, so daB die durch polarisiertes Licht erregten 
Fluoreszenzschwingungen denen des einfallenden Lichts vorwiegend 
gleichgerichtet sind. eryll zeigt dichroitische Fluoreszenz; bei manchen 
Exemplaren sind die Schwingungen parallel zur Hauptachse blau, die 
zu ihr senkrechten rotviolett, bei anderen ist es umgekehrt. Dabei 
ist die Intensitiit der beiden Schwingungsarten nicht wesentlich ver- 
schieden. Jede wird nur durch die ihr parallele Komponente der 
einfallenden Schwingungen errect. 

Besonders auffallend ist das Verhalten des (tetragonal kristalli- 
sierenden) Phosgenit (PbCO,-+ PbCl,). Hier rufen namlich einfallende 
Schwingungen parallel zur Hauptachse iiberwiegend Fluoreszenz- 
schwingungen senkrecht zu dieser hervor und umgekehrt. Die Fluo- 
reszenzschwingungen senkrecht zur Achse sind am intensivsten. 


Optisch zweiachsige Kristalle. 


Beim Topas erfolgen die Fluoreszenzschwingungen nur in der Ebene 
der Binormalen und zwar am stiirksten parallel der 1. Mittellinie. 

Beim Aragonit werden die Fluoreszenzschwingungen parallel der 
1. Mittellinie am schwichsten, senkrecht zur Binormalenebene am 
stirksten erregt. Bei polarisiertem Hrregerlicht tiberwiegt die dessen 
Schwingungsrichtung parallele Komponente. 

Beim Weipblecerz (Cerussit) ist hingegen (analog wie beim Phos- 


1) Es scheint, daB die Fluoreszenz der Kristalle in vielen Fallen, wenn 
nicht immer, durch zufallige fremde Beimischungen bedingt ist. 
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genit) die zur erregenden Schwingung parallele Komponente der 
Fluoreszenzschwingungen am kleinsten. 

ftohrzucker verhilt sich iihnlich wie Aragonit. 

Im Cyanit (dessen Dichroismus tibrigens die Untersuchung er- 
schwert) sind immer die Fluoreszenzschwingungen parallel der 2. Mit- 
tellinie am schwichsten, und einfallende Schwingungen von dieser 
Richtung erregen tiberhaupt kaum merkliche Fluoreszenz. 

Hs sei hierzu noch bemerkt, daB bei allen diesen Beobachtungen 
die Richtung der einfallenden Strahlen parallel zu einer optischen 
Symmetrieachse gewahlt war. 

Die angefiihrten Resultate zeigen eine groBe Mannigfaltigkeit der 
Beziehung der Fluoreszenzschwingungen zu den erregenden und lassen 
eine allgemeine Gesetzmifigkeit auch hinsichtlich der Schwingungs- 
richtungen noch nicht erkennen. — 

AuBer durch Licht- bezw. ultraviolette Wellen kann auch durch 

vathoden-, Radiwm- und Réntgenstrahlen Flucreszenz erregt werden, 
die in diesen Fallen auch wohl allgemeiner als Lamineszenz bezeichnet 
wird. Die schon lange bekannte, oft sehr lebhafte Lamineszenz durch 
Kathodenstrahlen, welche nur von der Oberfldche ausgeht, ist neuer- 
dings von Pochettino’) an eimer gréBeren Anzahl doppeltbrechender 
Kristalle naéher untersucht worden. Letztere wurden in einem eva- 
kuierten Kathodenrohr (abnlich einer ,,Braunschen Roéhre“) so auf- 
gestellt, da8 der Reihe nach verschiedene Kristallflichen von den 
Strahlen getroffen wurden, und das von diesen ausgestrahlte Licht 
wurde mit einem Analysator untersucht. In den meisten Fallen er- 
wies sich dasselbe mehr oder weniger polarisvert, aber bei Kalkspat, 
Chabasit, Korund, Anglesit, Orthoklas, Turmalin, Topas fehlte jede 
Spur von Polarisation. Bei den optisch einachsigen Kristallen ist 
das von der Basisfliiche ausgestrahlte Licht stets unpolarisiert, das- 
jenige von anderen Flichen bei Wulfenit, Anatas, Vesuvian, Zirkon, 
Beryl] parallel der Hauptachse, bei Phosgenit, Scheelit, Apatit senk- 
recht zu ihr polarisiert. Die Neigung der Flache gegen das ein- 
fallende Kathodenstrahlbiindel hat keinen wesentlichen Hinflu8. Hine 
allgemeine Beziehung zum gewohnlichen Fluoreszenzlicht hinsichtlich 
der Polarisation scheint nach vorstehenden Resultaten nicht zu bestehen. 
Ebensowenig ist dies hinsichtlich der Farbe der Fall; denn diese ist 


4) A. Pochettino, Rend. Accad. Lincei 13? (1904), p. 301; 14” (1905), 
p- 220. Derselbe Beobachter hat auch bei der durch Radiwm- und Rontgen- 
strahlen erregten Fluoreszenz der Platineyaniire mehr oder weniger deutliche 
Polarisation gefunden (Rend. Accad. Lincei 14? [1905], p. 505). 
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zwar bei einigen Kristallen, so Kalkspat und Apatit, die gleiche oder 
(z. B. bei Phosgenit, Cerussit, Vesuvian) eine aihnliche, wie die der 
durch Licht erregten Fluoreszenz, bei anderen (wie Aragonit) aber 
eine ganz verschiedene. — Bemerkenswert ist noch, daS auch das 
Lumineszenzlicht isotroper Kérper (Glas und Kautschuk), welche 
durch Zug oder Druck anisotrop gemacht werden, sich teilweise polari- 
siert zeigt, und zwar im Falle der Dehnung senkrecht zur Dehnungs- 
richtung, im Falle der Kompression parallel der Druckrichtung. 

Ein Ansatz zur theoretischen Behandlung der Fluoreszenz auf 
Grund der Vorstellungen der Hlektronentheorie ist von Voigt ge 
geben worden.') Derselbe geht aus von der Annahme, daf} die das 
Fluoreszenzlicht aussendenden Elektronenschwingungen durch Umwand- 
lungen zwischen zwei verschiedenen Molekiilarten des fluoreszierenden 
Korpers, die sich im dynamischen Gleichgewicht befinden, erregt 
werden, und daf diese molekularen Umwandlungen selbst durch die 
einfallenden Lichtwellen (oder Kathodenstrahlen usw.) ausgelist werden. 
Die jene Umwandlung erfahrenden Stoffe kénnen dabei vielleicht nur 
als minimale Verunreinigungen den fluoreszierenden Ké6rpern bei- 
gemischt sein. Daf molekulare Umwandlungen von Lichtentwicklung 
begleitet sein kénnen, wird auch durch die Erscheinungen der T'ribo- 
lumineszenz (Aufleuchten durch Reibung oder Druck)?) und Kvristallo- 
lumineszenz (Lichtentwicklung beim Kristallisieren aus Lésungen, wie 
sie z. B. bei arseniger Siure auftritt®)) in gewissem Grade wahr- 
scheinlich gemacht. Mit der Tribolumineszenz verwandt ist anschei- 
nend auch die Lumineszenz der ,Sidotschen Blende“ (hexagonalen 
Zinkblende) unter Hinwirkung von Radiumstrahlen, wobei eine Um- 
wandlung der Kristillehen direkt, wahrnehmbar ist. 


1) W. Voigt, Arch. Néerland. 1901, p. 325. 

2) Armstrong und Lowry, Chem. News 88 (1903), p.89. J. Guinchant, 
C. R. 140 (1905), p.1101. 1170. Journ. de phys. (4) 4 (1905), p. 413. -D. Gernez, 
ibid. 1134, 1234, 1337. 

3) H. Rose, Pogg. Ann. 52 (1841), p. 443, 585. M. Trautz u. P. Schorigin, 
Zeitschr. f. Photogr. u. Photochem. 3 (1905), p. 80. Nach Brandowski [Z.-S. 
f. phys. Chem. 15 (1894), p. 323; 17 (4895), p. 234] soll allerdings die Kristallo- 
lumineszenz nicht durch die Kristallisation als solche, sondern durch begleitende 
chemische Prozesse bedingt sein, wihrend Trautz und Schorigin, sowie Guinchant 
dieselbe auf Tribolumineszenz zuriickfiihren. 


Vierter Teil. 


Anderung der optischen Eigenschaften durch iiuBere Einfliisse. 


Wir haben bisher die optischen Parameter, welche die Lichtfort- 
pfilanzung in emem Kristall bestimmen, nur als abhangig von der 
Wellenliinge, fiir Licht von bestimmter Spektralfarbe also als Konstanten 
angesehen. Die Erfahrung zeigt aber, da sie mehr oder weniger 
betriichtliche Anderungen erleiden, wenn die iuBeren Umstiinde, welche 
den physikalischen Zustand des Kristalls beeinflussen, wie die Zem- 
peratur, sich aindern, oder wenn derselbe neuen physikalischen Hin- 
wirkungen, wie eznseitigem Drucke, einem elektrischen oder magneti- 
schen Felde, ausgesetzt wird. Mit diesen Veriinderungen, welche den 
Symmetrieverhiiltnissen der Kristalle und der auBeren Hinwirkung ent- 
sprechend eine grofe Mannigfaltigkeit der Hrscheinungen darbieten, 
soll sich der folgende Abschnitt beschaftigen. Wir werden uns dabei 
in der Hauptsache auf durchsichtige Kérper beschrinken, da _iiber 
die Anderung der Absorption erst so wenige Erfahrungstatsachen vor- 
liegen, da8 noch kein AnlaB gegeben ist, die Theorie dafiir durch- 
zufiihren, und da tiberdies diese Theorie nach den Ausfiihrungen im 
Kap. II des HI. Teils keine prinzipiell neuen Entwicklungen, sondern 
nur die Ubertragung der im folgenden fiir reelle Parameter aufzustel- 
lenden Formeln auf komplexe erfordern wiirde. 


Erstes Kapitel. 
KinfluB der Temperatur. 


1. Anderung der Brechungsindizes optisch isotroper Korper. 
Bei 4liissigen und gasfdrmigen Kérpern nimmt der Brechungsindex 
allgemein mit steigender Temperatur ab. Anders ist es bei festen 


isotropen Korpern, z. B. Gldsern. Hier beobachtet man teils Abnahme, 
Pockels, Kristalloptik. 29 
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teils aber auch Zunahme des Brechungsindex mit der Temperatur.*) 
Daraus folgt, daB die Temperatur den Brechungsindex nicht nur in- 
direkt durch die Dichteinderung beeinflussen kann — denn die Dichte 
nimmt ja mit steigender Temperatur stets ab, und ebenso der Bre- 
chungsindex mit abnehmender Dichte —, sondern da, wenigstens in 
dem zuletzt genannten Falle, auBerdem ein direkter Temperatureinflup 
besteht. Um diesen zu finden, muB man den Hinflu{ der Dichte- 
inderung fiir sich experimentell bestimmen, was bei bekannten Elastizi- 
tiitskonstanten durch Beobachtungen tiber die optische Hinwirkung 
einseitigen Druckes (siehe unten, Kap. I, § 5) geschehen kann; denn 
die verschiedenen Formeln, welche fiir den Zusammenhang von Bre- 
chungsindex » und Dichte 0 aufgestellt worden sind, wie 


0 


—1 
= —- = Const., . 


—— = Const., 
0 


nme?—1 1 
a oi ONSE, 
| 2 4 
haben sich alle als unzutreffend erwiesen.”) 
Es hat sich so ftir verschiedene Glassorten, auch fiir solehe, deren 
Brechungsindex mit steigender Temperatur abnimmt, der reme Tem- 


peraturkoeffizient des Brechungsindex - stets positiv ergeben®) und 
zwar am gréBten fiir die schweren Flintgliser, welche die ultravioletten 
oder zum Teil schon die violetten Teile des Spektrums betrachtlich 
absorbieren. Wie Pulfrich gezeigt hat*), wird die Zunahme des 
Brechungsindex mit der Temperatur in der Tat wahrscheinlich be- 
dingt durch eine Zunahme der Absorption im brechbareren Teile des 
Spektrums, welche von J. Koenigsberger®) auch direkt auf photo- 
metrischem Wege nachgewiesen ist. (Siehe §5 dieses Kap.) Wie aus 
den Ausfiihrungen in Kap. I, § 2 und Kap. II, § 2 des HI. Teils her- 
vorgeht, muff in diesem Falle auch die Dispersion durch den reinen 
Hinflu8. steigender Temperatur zwnehmen, wie sie es bei den schweren 
Glasern nach Pulfrichs Beobachtungen wirklich tut. Bei einem leichten 


1) Es ist hier immer die Anderung des absoluten Brechungsindex gemeint, 
nicht desjenigen gegen Luft von gleicher Temperatur, welchen man gewéhnlich 
durch die direkte Beobachtung erhiilt. Ftir Luft ist der totale Temperatur- 
koeffizient mit dem reinen identisch und zwar: : 

dn on | a= doy 
di 9 o1s43' 

2) Siehe F. Pockels, Drudes Ann. 7 (1902), p. 767. 

3) F. Pockels, 1. c. p. 768. 

4) C. Pulfrich, Wied. Ann. 45 (1892), p. 609. 

5) J. Koenigsberger, Habilitationsschrift Freiburg 1900; Drudes Ann. 4 
(1901), p. 796. 


d. i. bei 0° C= — 1,06 - 10-"8. 
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Boratglase, fiir welches Beobachtungen vorliegen, findet aber das ent- 
gegengesetzte Verhalten statt‘), und es miiBte hier eine Ander ung der 
Absorption im Infraroten zur Erklirung herangezogen werden. 

Von den bisher hinsichtlich der Anderung des Brechungsindex 
mit der Temperatur untersuchten optisch isotropen Kristallen zeigen 
Steinsalz, Sylvin, Flufspat und Kaliumalaun eine betriichtliche Abnahme 
des Brechungsindex » mit steigender Temperatur; fiir Na-Licht ist 
nach den Messungen von Stefan”): 

fiir Steinsalz  » — 1,54483 — 0,0000373 ¢, 
» sylvin 1,49110 — 0,0000345 ¢, 
» FluBspat 1,43416 — 0,0000124 ¢, 
» Kaliumalaun 1,45629 — 0,0000134 ¢. 
Nach Pulfrich*) sind die totalen Temperaturkoeffizienten te fiir die 
ersten drei Kérper bei einer Mitteltemperatur von 59—60°: 
Steinsalz: — 3,739. 10-5, Sylvin — 3,641-10-5, FluBspat — 1,206. 10-5; 


nach H. Dufet ist derjenige fiir FluBspat — 1,34 -10-°. 
Berechnet man aus den durch mechanische Kompression bewirkten 
optischen Anderungen (siehe Kap. II, § 6) und aus dem Ausdehnungs- 


dt? 
dinderung allein herriihrt, so findet man‘): 


fiir Stemsalz — 3,72-10-5, FluBspat — 1,35 - 10-5. 


koeffizienten denjenigen Anteil (a 1) von 4” qwelcher von der Dichte- 


Die Vergleichung dieser Werte mit den oben mitgeteilten, direkt be- 


wie ganz verschwindet und auch bei FluBspat mindestens sehr gering ist, 
was nach dem oben Gesagten sehr wahrscheinlich mit der besonders 
geringen Absorption, welche diese Korper noch weit iiber die Grenzen 
des sichtbaren Spektrums hinaus besitzen, zusammenhingt. — Andere 
regulire Kristalle, wie Diamant und Zinkblende, zeigen das Verhalten 
der schweren Glaser, d. h. mit der Temperatur wachsenden Brechungs- 
index. Fiir Diamant, welcher einen kleinen Ausdehnungskoeffizienten 
besitzt, und bei dem daher der indirekte TemperatureinfluB durch 


Bia oc Ke lieall Cay pe d69s 
$5 Stefan, Wiener Sitzungsber. 63 (2) (1871), p. 223. Exners Repert. 8 
(1872), p. 97. 
3) C. Pulfrich, Wied. Ann. 45 (1892), p. 609. 
4) F. Pockels, Wied. Ann. 37 (1889), p. 389; 39 (1890), p. 463. 
29* 
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Dichteainderung jedenfalls gering ist, ist nach Sella*) der Temperatur- 


koeffizient: ©” = + 1,86 - 10-9. 
2. Optisch einachsige Kristalle. Die Temperaturiinderung als 
»skalarer“ Vorgang laBt die Symmetrie ungeindert, hat also bei ein- 
achsigen Kristallen nur eine Anderung der Hauptbrechungsindizes, die 
im allgemeinen jedoch fiir beide verschieden ist, zur Folge. 
Genaue Messungen liegen nur fiir wenige Kristalle vor. Bei 
Beryll und Kalkspat sind die (totalen) Temperaturkoeffizienten beider 


Ae cio a) eas < da 6 dé 
Brechungsindizes positiv; fiir ersteren hat 7, fiir letzteren di den 


gréBeren Wert, woraus folgt, dafB die Stiirke der bei beiden Kri- 
stallen negativen Doppelbrechung beim Beryll durch Temperaturerhéhung 
zunimmt, beim Kalkspat hingegen abnimmt. 
Die Zahlwerte sind fiir Kalkspat nach den neuesten Bestimmungen 
von Reed”) fiir eine Mitteltemperatur von 18°: 
da dé 


a7 = +0,69 - 10-§, Fe AN 10=% 


Dagegen berechnen sich aus den spiiter mitzuteilenden Beobachtungen 
tiber den EKinfluB elastischer Deformationen und aus den Ausdehnungs- 
koeffizienten des Kalkspats (+ 25,5-10-° parallel der Hauptachse, 
—5,5-10-® senkrecht dazu) die Anderungen, welche und « durch 
die bei 1° Temperaturerhéhung eintretende Deformation erleiden, zu*) 
(32) =—8,9- 10-6, ($5) ——1,9- 10-8, 
und folglich die reimen Temperaturkoeffizienten der Hauptbrechungs- 
indizes als die Differenzen der vorstehenden zu: 
Fi + 96-10-78, = + 12,5 - 10-6 
Dieselben haben also beide positive Werte von gleicher GréBenordnung. 
Die Abnahme der Doppelbrechung bei Temperaturerhéhung riihrt 
zum groBten Teil von der letztere begleitenden Dilatation parallel und 
Kontraktion senkrecht zur Hauptachse her, denn es ist 
d(@— 8) 


Fe 9,88: 10-85, ASP __99. 19-6 


Beim Beryll sind die absoluten Anderungen der Brechungsindizes 


1) A. Sella, Rend. Ace. Lincei 7? (1891), p. 300. 

2) J. O. Reed, Wied. Ann. 65 (1898), p. 707. Altere, in ihren Ergebnissen 
wenig abweichende Messungen liegen vor yon Rudberg, Fizeau, Vogel, 
G. Miiller. 

3) F. Pockels, Drudes Ann. Il (1903), p. 749. 
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durch elastische Deformationen nicht bekannt, doch ist nachgewiesen, 
daB die thermische Deformation, welche hier in einer Kontraktion 
parallel zur Hauptachse und Ditstation senkrecht zu ihr besteht, fiir 
sich allein eine Zunahme der Doppelbrechung von etwa dem halben 
Betrage, wie die bei Temperaturerhéhung wirklich beobachtete, her- 
vorrufen wiirde.‘) 

Die Hauptbrechungsindizes des Quarzes (von dessen Drehungs- 
vermégen hierbei abgesehen werden kann, so daB also w einen Mittel- 
wert von , und @, bedeutet) nehmen mit steigender Temperatur ab, 
ebenso seine Doppelbrechung ¢—o. Es ist fiir Na-Licht zwischen 
4° und 99°: 


nach Dufet?): fe 


= — 0,6248 - 10-§ — 0,5. 10-%¢, 


ane 
ci = — 0,7228 - 10-* — 0.37 -10-4% 


-T 3). dao ee er = 
nach Miiller®): ge ee Oe ee Oe Oot Oa 
nach Pulfrich*): — 0,638 - 10-5, — 0,754 - 107°. 

Die thermische Dilatation fiir sich allen wiirde grifere negative 
Anderungen bedingen, nimlich®): 
(G2) =——1,28- 10-5, (4) —— 1,41 10-8 
Demnach sind auch beim Quarz, trotz seiner grofen Durchlissigkeit 
fiir ultraviolette Strahlen, die reinen Temperaturkoeffizienten beider 
Hauptbrechungsindizes positi, und zwar ergeben sich fiir sie bei Be- 

nutzung der obigen Resultate von Pulfrich die Werte: 

Co — + 0,642 - 10-5 _ — + 0,656 - 10-8, 
Ks sei noch bemerkt, daB das Pik ee des Quarzes, also auch 
der absolute Wert der Differenz o,—,, mit steigender Temperatur 
wdchst und zwar nach Sohncke schneller als eine lineare Funktion 
der “l'emperatur; fiir niedere Temperaturen betrigt seine relative Zu- 
nahme etwa p59 fiir dé = 1° C. 


1) F. Pockels, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 8 (1891), p. 266. 

2) H. Dufet, Bull. soc. min. France 7 (1885), p. 182; 8 (1885), p. 187. 

3) G. Miiller, Publ. d. astrophys. Observ. Potsdam 4 (1885), p. 151. 

4) C. Pulfrich, Wied. Ann. 45 (1892), p. 609. Mit dem Dufetschen und 


Pulfgichschen Werte fiir es stehen auch die Resultate neuerer sehr genauer Mes- 


sungen von Macé de Lépinay und Buisson [Ann. chim. phys. (8) 2 (1904), 
p. 78, 105], die sich auf rotes, griines und blaues Cd-Licht beziehen, in Hinklang. 
5) F. Pockels, Wied. Ann. 37 (1889), p. 305. 
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3. Rhombische Kristalle. Bei optisch zweiachsigen Kristallen 
des rhombischen Systems kann die Lage der optischen Symmetrie- 
achsen von der Temperatur nicht abhingen, es mu also der Hinfluf 
der Temperatur auf das optische Verhalten durch die Temperatur- 
koeffizienten der drei Hauptbrechungsindizes vollstandig charakterisiert 
sein. Wenn letztere sich erheblich und in verschiedenem MaSe mit 
der Temperatur findern, und ihre Unterschiede selbst klem sind, so 
wird aber der TemperatureinfluB hier am augenfilligsten in der An- 
derung des Binormalenwinkels hervortreten, welcher ja nach I, Kap. II, 


(7), gemai® der Formel wr ee 
1 1 
Vie yeas 


jaa) Ql = ee : 
fp, TAGs Beal Sy ae 
RE ¥ y? 


durch die Hauptbrechungsindizes «, 6, y bestimmt ist. Sind die 
letzteren nun als lineare Funktionen der Temperatur darstellbar, z. B. 


(1) to +a't, B= P+ Bt, y= Pty, 
und sind ihre Differenzen relativ klein, so kann man naherungsweise 
schreiben 


: 9 —a)t 
(2) sin Q= = Se 


Sofern Q nicht nahe gleich 0 (oder 90°) ist, erhalt man hieraus durch 
Entwicklung fiir kleine Temperaturintervalle auch sin Q oder Q selbst 
als lineare Funktion der Temperatur. Ist aber der Winkel Q klein, 


0 
. 5 , (BS . 
so wird er bei der durch gi bestimmten Temperatur — 


B 


welche von der Farbe des angewandten Lichtes abhingt — verschwin- ~ 
den, und ist dann nach (2) in der Nihe dieser Temperatur der 
Quadratwurzel aus t —t proportional. Dies bedingt eine auBerordent- 
9 - lich schnelle Anderung von Q mit der Tempe- 
ratur in der Nahe von ¢=¢'; denn der Ner- 
lauf von Q als Funktion von ¢ wird dann 
durch eine Parabel repriisentiert (siehe Fig. 158). 
_ Dasselbe gilt fiir 90°—Q, wenn Q in der 
*£ Nihe von 90° liegt. Natiirlich ist der Durch- 
gang von Q durch Null oder 90° mit einem 
Wechsel der Binormalenebene verbunden. — Das vorstehend erérterte 
Verhalten gilt natiirlich auch fiir den an einer zur 1. Mittellinie senk- 
rechten Platte in Luft direkt beobachtbaren scheinbaren Binormalen- 
winkel 2E = 2 aresin (6 sin Q). 


Fig. 158. 


3. Rhombische Kristalle. 
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Kin gutes Beispiel fiir diesen Fall, wo der Binormalenwinkel 
sehr empfindlich gegen Temperaturinderungen ist und fiir eine der 
Beobachtung bequem zugiingliche Temperatur Null wird, bietet nach 
Tutton’) das Rubidiwmsulfat Rb,SO, dar. Dasselbe besitzt sehr 
schwache Doppelbrechung, und namentlich die beiden kleineren Haupt- 
brechungsindizes sind sehr wenig voneinander verschieden, z. B. ist 


bei gewohnlicher Temperatur 
fiir Na-Licht: «= 1,5131, 
fir Ti-Licht: *e == 155108, 


6 =1,5133, » = 1,514: 
6 =1,5109, y = 1,5120. 


Der Winkel 2E ist auch bei konstanter Temperatur fiir verschiedene 
Kristalle nicht gleich und schwankt z. B. fiir Na-Licht bei gewohnlicher 
Temperatur zwischen 44%° und 702°; bei Temperaturerhéhung nimmt 
er ab und wird der Reihe nach fiir Rot, Gelb --- Violett gleich 
Null (fiir Na-Licht z. B. bei Temperaturen zwischen 38° und 48°), 
wobei die Binormalenebene von der Ebene (001) in (010) iibergeht. 

Ein anderes solches Beispiel ist das Sacharin, C,H,,0O,, dessen 
Binormalenwinkel fiir eine Reihe von Spektrallinien und Temperaturen 
Brugnatelli*) gemessen hat. Die Temperaturen, bei denen der 
Binormalenwinkel fiir je eine Farbe Null wird, waren hier genau be- 
stimmbar; ihre Verteilung iiber das Spektrum ist folgende: 


Spektrallinie BowvGe =D Ca, 


ae Hed b, pase 


Temperaturder| ¢ go 90 15.89 213° 23.89 26° 27,49 34,79 39,59 (489?) 


Hinachsigkeit | 
Die Kurven, welche den Binorma- 
lenwinkel in den beiden Hbenen 
(100) und (001) fiir irgend eine 
Farbe als Funktion der Temperatur 
darstellen, und von denen z. B. die- 
jenige fiir die D-Linie in Fig. 159 
wiedergegeben ist, haben, wie man 
sieht, in der Tat in der Nihe des 
Einachsigkeitspunktes die Gestalt 
von Parabelbégen, wie es nach dem 
S. 454 Gesagten zu erwarten ist. 
Natiirlich kann, wenn die Tem- 
peraturkoeffizienten von 6 —« oder 


@ 


1) A. E. Tutton, Trans. Chem. Soc. 64 (1894), p. 628. 


24 (1895), p. 52. 


2 E,m (100) 


10° 


10! 


2 Ein (oop) Fig. 159. 


2) L. Brugnatelli, Zeitschr. f. Krist. 29 (1897), p. 54. 


Zeitschr. f. Krist. 
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y—f gegen diese Differenzen selbst relativ gro8 sind, auch bei 
gréBeren Winkeln 2 bezw. 90° —Q eine betrachtliche Veranderlich- 
keit mit der Temperatur vorkommen. Dies ist z. B. nach den Be- 
obachtungen von Des Cloizeaux"*) bei Cerussit”), K,SO,, Baryt, Coe- 
lestin usw. der Fall. — Quantitative Bestimmungen, die auch die ab- 
soluten Anderungen der drei Hauptbrechungsindizes betreffen, sind 
zaerst von Rudberg ®) am Aragonit ausgefiihrt worden, dessen Haupt- 
brechungsindizes simtlich mit steigender Temperatur abnehmen, wobei 
der Binormalenwinkel sich aber nur wenig dndert. Genauere Mes- 
sungen liegen von Offret*) fiir Aragonit, Baryt und Topas vor; die 
von ihm fiir Na-Licht gefundenen Hauptbrechungsindizes bei 0° und 
deren durchschnittliche Temperaturkoeffizienten im Intervall von 0° 
bis 300° C. gibt die nachstehende Tabelle. 


| dec «dB | dy 
| TQS OE OF We 40e 
ce Po Ameren eras ace 
Aragonit 1,5307 | 1,6820  1,6866 — 1.38 =J9AS 274 
Baryt 1,6369 | 1,6381 1,6491 — 1,99 | Beh gle ee BOs 
Topas von aawire e | | 
Ae Gores 1,6309 | 1,6316 1,6382 +0,81 + 0,90 -L 0,80 
i} | 


Der Winkel 2Q nimmt bei emer Temperaturerhéhung von 0° auf 300° 
beim Aragonit um ca. 15° ab (fiir Na-Licht von 184° bis 17°) 
beim Baryt aan, Oe AL vane fs » 36°22" bis 48°34’) 
beim Topas um ca. 6$° zu (,, rn » 40 20™ biswon dl Zo) 
Betrichtliche Anderungen des Binormalenwinkels zeigt auch das rechts- 
weinsaure Kali-Natron (Seignettesalz), an welechem Miittrich®) fir 
rotes Licht folgende Werte beobachtet hat: 
a B y 2Q 

bei 16° 149117 1,49299 149641 72°29,57, 

bei 45° 1,48690 1,48886 1,49200 76°24,5’, 
wonach die Temperaturkoeffizienten der Brechungsindizes ungewohn- 
lich groBe negative Betrige haben, nimlich: 

do 


: i} S 
T= 1AT- 10-4, SF = — 1,495.10-4 Se ae ae 


1) A. Des Cloizeaux, Mém. prés. & Acad. d. Se. de l’inst. de France 18 
(1867), p. 511. Pogg. Ann. 129 (1866), p. 345. 

2) Cerussit wird bei starker Abktihlung optisch einachsig; vergl. U. Panichi 
[Mem, Acc. Line. (5) 4 (1904), p. 389], der das optische Verhalten verschiedener 
Mineralien bei sehr tiefen Temperaturen untersucht hat. 

3) F. Rudberg, Pogg. Ann. 17 (1829), p. 1; 26 (1832), p. 291. 

4) A. Offret, Bull. soc. frang. min. 13 (1890), p. 582, 596, 606, 616. 

5) A. Miittrich, Pogg. Ann. 121 (1864), p. 193, 398. 
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4, Monokline Kristalle. Da bei diesen nur eine Polarisations- 
hauptachse eine kristallographisch bestimmte Lage — nimlich senk- 
recht zur kristallographischen Symmetrieebene bezw. parallel zur kri- 
stallographischen Symmetrieachse — besitzt, so kann eine Temperatur- 
anderung nicht nur eine Anderung der Hauptbrechungsindizes und des 
ernie rails. sondern auch eine Lageninderung der zwei anderen 
eter Pakiouishaapiachwen zur Folge haben. Indessen ist diese letz- 
tere, soweit bekannt, stets sehr gering, was auch nach einer theore- 
fae Uberlegung von vornherein zu erwarten ist. Wenn nidmlich 
die vier gemi8 I, Kap. II, § 19 das Polarisationsovaloid eines mono- 
klinen Kristalls in bezug auf irgend ein in ihm festes Koordinaten- 
system, dessen X-Achse senkrecht zur Symmetrieebene ist, bestim- 
menden Parameter a,,, dj, 33, M3 kleine Temperaturkoeffizienten von 


gleicher GréSenordnung besitzen, so wird die Anderung a des Win- 


kels ® der in der Symmetrieebene liegenden Polarisationshauptachsen 
gegen die feste Y’- bezw. Z’-Achse, welche zufolge (31’’), 8. 68, durch 
die Gleichung 


cos 20 a“ = = a aie 
V (a2 — Gg)” + 4ags 

oder 

d® 1 d Ags “9 db de 
(3) cos 20 = = aoe! 7 in 20(b 7 —e\) 
bestimmt ist, im allgemeinen von derselben GréBenordnung sein, wie 

db de dp dy 
1 d dog dts dt dt 
paeee © die und eee oder auch jae 


d. h. wie die Differenz der Temperaturkoeffizienten derjenigen beiden 
Hauptbrechungsindizes, welche sich auf die in der Symmetrieebene 
legenden Polarisationshauptachsen beziehen, dividiert durch die Diffe- 
renz dieser Brechungsindizes selbst. Sind nicht b,c, sondern c¢, a oder 
a,b diejenigen Polarisationshauptachsen, welche in der Symmetrieebene 
legen, so sind in obigen Ausdriicken natiirlich die entsprechenden 
Permutationen vorzunehmen; an Stelle von a,, tritt dann aj, oder aj. 
Beim Gips ist nach Messungen von Dufet') zwischen 5° und 45° C: 

ce = = 1'32” oder in Bogenmaf 0,446 -10-°, 


da = 7 Sey see Ei 
Darn 1,48-10-° 5 at 4,.31-10-°, Aes Zo LO-": 


1) H. Dufet, Bull. soc. frang. min. Il (1888), p. 123. Journ. de phys. (2) 
8 (1888), p. 292. 
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Die beiden in Betracht kommenden Brechungsindizes sind hier, da 
die Binormalen bei jenen Temperaturen in der Symmetrieebene liegen, 
a und y, und ihre Differenz fiir gelbes Licht (siehe 8S. 73) 

y — o = 0,00916. 


Also ist +. (47 4°) = —1,8-10-8, di, in der Tat die GroBen- 
y—a \dt dt 
ordnung von a daraus folet durch Umkehrung der obigen Schluf- 


weise, daB beim Gips fiir irgend ein Koordinatensystem, dessen X’- und 


Z'-Achse in der kristallographischen Symmetrieebene und den Polarisa- 


- 2 : d da da 
tionshauptachsen X und Z nicht sehr nahe legen, — ; <a und — 3) 


von gleicher GréSenordnung sind. 


Beim Gips ist infolge seiner schwachen Doppelbrechung und der 


: ; ; ‘ : i] i ly 
erheblichen Verschiedenheit der Temperaturkoeffizienten —- ae a 


die Anderung des Binormalenwinkels mit der Temperatur sehr stark; 
derselbe wird bei Temperaturen gegen 120° sogar Null, und die Bi- 
normalenebene von da an senkrecht zur Symmetrieebene. Beispiels- 
weise ist fiir rotes Licht — die Dispersion der Binormalen ist iibrigens, 
wie aus den Angaben in I, Kap. II, § 20 ersichtlich, gerinmg — nach 
Des Cloizeaux’): 

bens 22° 71089 b,b°* 116%" 

ZE= 76° 595° 39° OP 

Hin anderes Beispiel eines monoklinen Kristalls, bei dem sich 

der Binormalenwinkel stark mit der Temperatur andert und durch 
Null hindurchgeht, ist der Orthoklas.. Bei ihm ist die Binormalen- 
ebene bei gewohnlicher Temperatur senkrecht zur Symmetrieebene (010), 
die erste Mittellinie letzterer parallel, und die Dispersion der Binor- 
malen + > v; bei steigender Hrhitzung nimmt der Binormalenwinkel 
ab, es tritt zuerst ftir violettes, zuletzt fiir rotes Licht Einachsigkeit 
ein, und die Binormalen treten in der Ebene (010) wieder auseinander, 
wobei die Dispersion nun 7 <v ist.*) Die Anderung der Lage der 
1. Mittellinie ist dabei kaum merklich. — Analoges Verhalten. zeigen 
ie Eine ane lo beim Glauberit.*) Der Wechsel der Binormalenebene 


1) A. Des Cloizeaux, Mém. Acad. d. Se. de V’inst. de France 18 (1867), 
p. 644. 

2) A. Des Cloizeaux, l.c. p. 662. Bei der als Sanidin bezeichneten Va- 
rietat des Orthoklases liegen die Binormalen schon bei maBig erhéhter oder ge- 
wohnlicher Temperatur in der Symmetrieebene; fiir dieselbe ist der Temperatur- 
einflu8 von Offret (Bull. soc. frang. min. 13 [1890], p. 635) untersucht. 

3) D. Brewster, Pogg. Ann. 21 (1831), p. 607; 27 (1833., p. 480. H. Las- 
peyres, Zeitschy. f. hae 1 (1877), p- 1S), 
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erfolet hier fiir die verschiedenen Farben in dem Temperaturintervall 
zwischen ca. 17° und 58°, wie aus folgender Tabelle hervorgeht, worin 
der scheinbare Binormalenwinkel in Luft mit positivem oder negativem 
Zeichen angegeben ist, je nachdem die Binormalenebene zur Symmetrie- 
ebene (O10) senkrecht oder parallel ist. 


Temperatur: || —1,7° |-+17,8°| + 35,79 | + 48,8° 
| | 


+ 58,20 | ++ 85,20 


rotes (Li-)Licht | + 16°30’ | | + 11°’ | er eCs HOP AS toMy 
gelbes (Na-)Licht |) -+ 14°32” "Pe 889 feta | — 18°14" 
griines (T1-)Licht | + 12°27’ J 0% fe 288! | — 10°39" |. — 15918’ 
bisaeeuliehiees | 98200 One) B8de" le 4108 ha 1390) n Jak 7077 


Auch hier erkennt man die stark zunehmende Anderungsgeschwindig- 
keit des Binormalenwinkels bei seiner Anniherung an Null, wovon 
bei den rhombischen Kristallen schon ausfiihrlich die Rede war. 

Fiir trikline Kristalle, bei denen eine Lageninderung aller drei 
Polarisationshauptachsen mit der Temperatur zu-erwarten steht, liegen 
noch keine yollstaéndigen Messungen vor. Die Temperaturkoeffizienten 
der Hauptbrechungsindizes sind fiir Oligoklas von Offret bestimmt 
und positiv gefunden worden.') 


5. EinfluB der Temperatur auf die Absorption. Daf} Tempe- 
raturerhdhung eine Anderung der Absorption bewirkt, war fiir manche 
Kérper seit lingerer Zeit schon durch den bloBen Augenschein be- 
kannt. So wird z. B. Flintglas, welches bei gewdhnlicher Temperatur 
schwach griinlichgelb gefarbt ist, bei Erhitzung bis zur Erweichung 
tief braungelb.2) Auch die Farbeniinderung mancher Metalloxyde 
(Zinkoxyd) bei Erhitzung dtirfte hierher gehéren. Genauer untersucht 
ist diese Erscheinung durch J. Koenigsberger mit Hilfe seines 
S. 405 beschriebenen mikroskopischen Photometers, welches hierbei 
nur insofern abgeiindert war, als die zu untersuchende Platte wegen 
des zu ihrer Erhitzung dienenden Luftbades nicht direkt vor die eine 
Diaphragmenéffnung gebracht werden konnte, sondern mittels einer 
Linse auf dieselbe projiziert werden mubte.*) Als allgemeines Resultat 
schlieBt Koenigsberger aus diesen Beobachtungen, daB bei schwach 
oder mifig stark selektiv absorbierenden festen K6rpern das Absorp- 
tionsgebiet bei steigender Temperatur sich nach gréferen Wellenlingen 


yerschiebt und sich dabei hiiufig etwas ausdehnt, waihrend das Maxi- 
i ae 

1) A. Offret, Bull. soc. frang. min. 13 (1890), p. 648. 

2) C, Pulfrich, Wied. Ann. 45 (1882), p. 609. 

3) J. Koenigsberger, Habilitationsschrift, p. 27. 
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mum der Absorption seiner GréBe nach anscheinend ungeindert bleibt. 
Diesem Satze entsprechend werden gelbe oder rote Korper bei Er- 
warmung undurchsichtiger, griine und blaue durchsichtiger. Fir 
Kérper, die, wie Didymglas, scharfe Absorptionsstreifen besitzen, gilt 
jedoch die obige Regel nicht, sondern die letzteren behalten ihre Lage 
auch bei hohen Temperaturen unverandert bei. Von Kristallen be- 
fanden sich unter den von Koenigsberger untersuchten Substanzen: 
Kaliumbichromat, Brookit, Klinochlor (in Spaltblittchen parallel der 
Basis) und Aktinolith (Platte parallel zu zwei Polarisationshauptachsen) ; 
iiber etwaige verschiedene Anderung der Absorption der beiden Wellen, 
bezw. Anderung des z. B. beim Aktinolith vorhandenen Pleochroismus 
wird jedoch nichts angegeben. Eine Anderung des Pleochroismus mit 
der Temperatur scheint bisher nur am griinen Z'urmalin sicher nach- 
gewilesen zu sein, an dem Kirchhoff?) eine betriichtliche Verminderung 
des Helligkeitsunterschiedes der durchgelassenen ordentlichen und 
auBerordentlichen Strahlen beobachtete, wenn der Kristall zur Rotglut 
erhitzt wurde. (Siehe 8. 443). — DaB noch nicht mehr Beobachtungen 
hiertiber vorliegen, ist iibrigens leicht begreiflich, wenn man bedenkt, 
daB wir zur Messung kleiner Unterschiede von Absorptionskoeffizienten 
kee annahernd so empfindliche Methode besitzen, wie zur Messung 
von Unterschieden der Brechungsindizes. Wenn z. B. die relativen An- 
derungen der Absorptionskonstanten mit der Temperatur von gleicher 
Gréfenordnung waren, wie diejenigen der Polarisationskonstanten, so 
wiirden erstere selbst fiir sehr grofe Temperaturinderungen kaum 
nachweisbar sein. 

Bei Metallen hat bisher weder durch direkte Messung der Ab- 
sorption in diinnen Schichten’), noch durch Reflexionsbeobachtungen *) 
eine nennenswerte Anderung der Absorption mit der Temperatur 
nachgewiesen werden kénnen. 


Zweites Kapitel. 


Wirkung elastischer Deformationen. 


1. Mechanisch erzeugte Doppelbrechung isotroper Korper. 
(,,Accidentelle* oder ,,temporare“ Doppelbrechung.) Die Tatsache, 
daB urspriinglich isotrope, einfach brechende K6rper, wie Glas, Gela- 


1) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 109 (1860), p. 299 
) J. Koenigsberger, Verh. d. deutschen phys. Ges. 1 (1899), p. 247. 
) 


9 
3) z.B. P. Drude, Wied. Ann. 39 (1890), p. 539; Drudes Ann. 14 (1904), p. 951. 
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tine usw., doppeltbrechend werden, wenn man sie einem einseitigen 
Druck oder Zug unterwirft, ist seit Brewster*) bekannt, welcher an 
den im polarisierten Lichte auftretenden Interferenzfarben feststelite, 
daB sich alle von ihm untersuchten Kérper unter einseitigem Druck 
wie negative, unter Zug wie positive einachsige Kristalle verhalten, 
wobei natiirlich die optische Achse in die Richtung des Druckes bezw. 
Zuges fillt. Fresnel’) gelang es, mittels einer Kombination von 
Glasprismen, deren brechende Winkel abwechselnd gerichtet waren, 
und von denen je die gleich orientierten in der Richtung der Prismen- 
kante komprimiert wurden, das Auftreten von Doppelbrechung in 
Richtungen senkrecht zur Druckrichtung auch direkt nachzuweisen. 
In einer eingehenden Untersuchung ,,iiber die Gesetze der Doppel- 
brechung des Lichtes in komprimierten und ungleichformig erwarmten 
unkristallinischen K6érpern“ hat F. Neumann*) sowohl die Theorie 
dieser Erscheinungen entwickelt, als auch zuerst quantitative Bestim- 
mungen ausgefiihrt. 

Der Neumannschen Theorie liegen die Annahmen zugrunde: 1. fiir 
die Lichtfortpflanzung in einem gleichférmig deformierten unkristal- 
linischen Koérper gelten die Fresnelschen Gesetze, und die Polarisations- 
hauptachsen fallen mit den Hauptdilatationsachsen‘*) (die hier zugleich 
die Hauptdruckachsen sind) zusammen; 2. die Hauptlichtgeschwindig- 
keiten a, b,c im deformierten Korper sind lineare Funktionen der 
Dilatationen. Aus diesen, an sich sehr wahrscheinlichen und durch 
alle vorliegenden Erfahrungen bestiitigten Voraussetzungen ergibt sich 
fiir die Hauptlichtgeschwindigkeiten der Ansatz°): 


ie = vy? + qx, + PYy + Pe, , 
(1) | \b =v + p&, + VY, + D4, 
le =U + pL, + Py, + 94,, 


1) D. Brewster, Phil. Trans. 1815, p. 60; 1816, p. 156. Trans. Roy. Soe. 
Edinb. 8 (1818), p. 369. Pogg. Ann. 19 (1830), p. 527. 

2) A. Fresnel, Ann. chim. phys. (2) 20 (1822), p. 376. 

3) F. Neumann, Abh. d. Berliner Akad. 1841, I]. Im Auszug Pogg. Ann. 
5A (1841), p. 449. 

4) Die Hauptdilatationsachsen sind die Hauptachsen des Ellipsoids, in 
welches ein kugelférmiger Bereich des Kérpers durch eine beliebige homogene 
Deformation tibergefiihrt wird. Uber die Bedeutung der Hauptdruckachsen ver- 
gleiche die Anmerkung 1) S. 464. 

5) Formeln, welche mit den obigen praktisch tibereinstimmen, hat neuer- 
dings W. Voigt (Drudes Ann. 6 [1901], p. 459) aus den durch die Annahme 
mitscMwingender Elektronen erweiterten Gleichungen der elektromagnetischen 
Lichttheorie (siehe I, Kap. m1, § 5) abgeleitet, indem er fiir die Konstanten, von 
welchen die Eigenschwingungen der Elektronen abhiingen, lineare Funktionen der 
Dilatationen einftihrt. 
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worin v° die urspriingliche Lichtgeschwindigkeit, ~,,, Yy, 4, Ue Haupt- 
dilatationen, p und gq zwei dem _ betreffenden Kérper individuelle 
(eventuell noch von der Wellenlinge abhingige) Konstanten sind. 
Diese letzteren hat Neumann fiir Glas in der Weise bestimmt, daB 
er an einem gebogenen Glasstreifen, der ja in seiner einen Hilfté 
longitudinal gedehnt, in der anderen komprimiert ist, einerseits (mit- 
tels Interferenzbeobachtungen) das Verhdiltnis, andererseits (aus der 
Starke der Doppelbrechung) die Differenz der Anderungen der Licht- 
geschwindigkeiten der beiden, parallel und senkrecht zur Dehnungs- 
richtung polarisierten Strahlen beobachtete. Hr fand dabei negative 
Werte von p und q, welche u. a. eine Zunahme des Brechungsindex 
durch allseitige Dilatation bedeuten wiirden; indessen beruht dieses 
auffallende Resultat auf einer unrichtigen Beriicksichtigung der Dicken- 
inderung des Glasstreifens bei der Biegung, und in Wirklichkeit 
folgen aus Neumanns Beobachtungen positive Werte von p und q.*) 
Um diese Konstanten exakt bestimmen zu kénnen, fehlte tiberdies 
ihm sowie spiteren Beobachtern (Wertheim’), Mach, Kerr) die 
Kenntnis beider Elastizititskonstanten der untersuchten Glassorte, d. h. 
des Elastizititsmoduls # und des Verhiltnisses » der Querkontraktion 
zur Liangsdilatation.. Hine neuere Untersuchung an verschiedenen 
Jenenser Glassorten (nachstehend mit I bis VII bezeichnet), fiir welche 
diese letzteren beiden Konstanten bekannt sind, ergab folgende Werte 
der Konstanten p und q fiir Natriumlicht’). 


iy. abe Th Mallat TT ull ee 


5470 | 5500 | 5035 


E || 7940 4800 | 5470 
0,224 | 0,239 | 0,26 


| 
6100 | 
y || 0,187 | 0,274 |. 0,250 | 0,222 
my | 1,5128 | 1,8075 | 1,5452 | 1,8700 ) 1,6440 | 1,7510 | 1,9625 
p | 0178 | 0,182 | 0,187 | 0,195 | 0,204 | 0,202 | 0,218 
q || 0,097 | 0110 | 0,118 | 0,185 | 0,160° | 0,182 || 0,237 


Hierbei ist die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume wieder = 1 
gesetzt, so daf v° gleich dem reziproken urspriinglichen Brechungsindex 


1) Vergl. F. Pockels, Wied. Ann. 37 (1889), p. 391. Auch die negativen 
Werte p,q, welche spaiter HE. Mach (Optisch-akustische Versuche, Prag 1873; 
Pogg. Ann. 146 [1872], p. 314) fand, beruhen auf einem Rechenfehler. Die von 
Mascart in seinem Traité d’Optique, II, p. 242 entwickelten Formeln enthalten 
ebenfalls einen Vorzeichenfehler. 

2) Die Beobachtungen Wertheims (C. R. 32 [1851], p. 289. Pogg. Ann, 
86 [1852], p. 321) wurden bei verschieden starkem, einseitigem Druck und Zug 
angestellt und bestitigen vollkommen die von Neumann angenommene Propor- 
tionalitat der Doppelbrechung mit der GréBe der Deformationen. 

3) F. Pockels, Drudes Ann. 7 (1902), p. 745; 9 (1902), p. 220; 11 (1903), p. 651. 
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wird; mp bedeutet letzteren fiir Na-Licht, H den Elastizitaitsmodul 
ausgedriickt in Kilogramm pro Quadratmillimeter. Die chemische 
Zusammensetzung und Dichte dieser Glassorten ist folgende: 


Nei des Zusammensetzung 
Glases : | Dichte 
SiO, | B,0, | 41,0, K,0 | Na,O | BaO PbO 

I 681 “| 10,0 | 2,0 | 95.) 100 | — | —> | 2,457 
I = ln Do Aaa SOM et AP mene GIR PAN nt O48 
Il 32,8 31,0) 7,0 8,0 | > <£,0 = 25,0 | 2,758 
LV colle BAS di Galil ig ee 8,0 3,0 = 33,0 | 3,115 
Vv ZN AE ae er A ee ie em 51,7 | 3,88 
VI | 29,3 = aed 808 Ne ee = 67,5 | 4,73 
Wires 17.5 = 7,004 Oko 08 ou 80,1 | 6,835 


Man erkennt aus obiger Zusammenstellung, daf die absolute Gréfe 
der die optische Einwirkung elastischer Deformationen charakterisie- 
renden Konstanten p, gy im allgemeinen mit dem Bleigehalt der Gliser 
zunimmt, wahrend ihre Differenz, welche die durch einseitige Dila- 
tation bewirkte Doppelbrechung bestimmt, abnimmt und fiir das 
schwerste Bleiglas sogar negativ wird. Letzteres bedeutet, dai das be- 
treffende Glas durch einseitige Dehnung oder einseitigen Zug negativ, 
durch einseitige Kompression positiv doppeltbrechend wird, ein Ver- 
halten, welches bis dahin nur von gewissen mehr oder weniger plasti- 
schen und wahrscheinlich nicht homogenen organischen Substanzen 
(Traganth, Kirschgummi')) bekannt war. Zugleich la8t sich wegen 
des Vorzeichenwechsels von » — gq vorhersehen, dai es eine Glassorte 
geben muB, fiir welche » — q=0 ist, wenigstens fiir Licht einer be- 
stimmten Wellenlinge. Wenn aber p= q ist, so mu8 nach dem An- 
satz (1) stets a—b—=c sein, also die betreffende Glassorte fiir jede 
Deformation isotrop bleiben. In der Tat ist es gelungen, ein Glas her- 
zustellen, welches nahezu diese Higenschaft besitzt. LQasselbe steht 
der Zusammensetzung nach in der Mitte zwischen den oben mit VI 
und VII bezeichneten Glassorten*); die ihm zukommenden Werte 
von p—g fiir Na-, Li- und Tl-Licht im Vergleich zu denjenigen der 
Glaser VI und VII zeigt folgende Zusammenstellung: 


| Glas VI | Neues Glas | Glas VIL 
Li-Licht || + 0,020 | —o,oo161 | —0,0187 


Na-Licht | +0,0197 | —0,00227 | —0,0197 
~.*  Ti-Licht + 0,01935 | —0,00274 | — 0,0208 


1) H. Ambronn, Leipziger Sitzungsber. math. phys. Kl. Juni 1898, 
2) Die Analyse einer Probe ergab: 
26,6 SiO, , 0,8 Al,O, + Fe,0,, 0,3 CaO, 0,4 K,0, 0,2 Na,O, 74,6 PbO. 
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Die Doppelbrechung des neuen Glases ist also im Verhiltnis zu der 
durch gleich groBe Deformationen bei anderen Glassorten verursachten 
auBerordentlich schwach, besitzt dabei aber eine relativy sehr bedeutende 
Dispersion, weshalb %. B. die Interferenzfarbe, welche dieses Glas im 
polarisierten Lichte zwischen gekreuzten Nicols zeigt, wenn es schwach 
komprimiert wird, nicht wie sonst das Grau 1. Ordnung, sondern ein 
griinliches Blau ist. 

Da der Ansatz (1) unter Wore eeoraine solcher Deformationen 
gelten soll, welche innerhalb der Elastizititsgrenze liegen, und fiir die 
demnach die Spannungen') den Deformationen proportional sind, so 
kann man a, b,¢ auch als lineare Funktionen der Spannungen dar- 
stellen, also, wenn man mit X,, Y,, Z, die Hauptdrucke*) bezeichnet, 
den Ansatz machen’): 


4 =1-—qX,—pY,—pZ, 


(2) wa l—pX,—4¥,—pZ,, 
€ G a 
Ppa ee Damn a 


wobei p, q mit p, g durch die Relationen 
| 1/4 P 
q= ala Qn F), 


p=7(a-S—-» 8) 


verbunden sind und die relativen Abnahmen der Hauptlichtgeschwindig- 


(3) 


keiten (oder die relativen Zunahmen der Hauptbrechungsindizes) durch 
den einseitigen Druck von 1 kg auf 1 mm? bestimmen, wenn FH in 
diesem Mae gemessen wird. Die Werte dieser Konstanten fiir die 
obigen sieben Glassorten sind: 


1) Der allgemeinste Spannungszustand in einem deformierten elastischen 
K6rper ist durch sechs ,,Komponenten X,, Yy,, Z,, Y,, Z,, Xy definiert, welche 
die normalen und tangentialen Drucke gegen Flachenelemente parallel zu den 
Koordinatenebenen bedeuten. Hs gibt stets ein rechtwinkliges Achsensystem — 
das Hauptdruckachsensystem —, in bezug auf welches die normalen Drucke 
X,, Yy, Z, (die dann Hauptdrucke heifen) allein tibrig bleiben. (Vergl. z. B. 
W. Voigt, ,,Kristallphysik", [Leipzig 1898], p. 193.) 

2) Wenn die Proportionalitét zwischen Spannungen und Deformationen 
nicht mehr besteht, so ist es von vornherein als das wahrscheinlichere anzusehen, 
daB die Deformationen und nicht die Spannungen fiir die optischen Anderungen 
mafeebend sind. MHlierftir sprechen auch die Beobachtungen von A. Leick 
(Dissertation Greifswald 1903) tiber die durch einseitigen Zug hevorgebrachte 
Doppelbrechung von Gelatineplatten; denn diese ergab sich trotz der hier vor- 
handenen starken elastischen Nachwirkung genau proportional der Dilatation. 
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| I sill Til IV Vein Vil eViLl 
q- 10° J(u oO Jom cOn L200 20,0 1200 -48,5 
VELO eo 4 0.0 el oe 1.3)  36,8..°35,1 38,7 
Das Vorzeichen von g —y stimmt stets mit dem von g —p tiberein 


und ist zugleich dasjenige der Doppelbrechung des durch einseitigen 
Druck optisch einachsig gemachten Kérpers. 


2. Altere Beobachtungen tiber mechanisch erzeugte Anderung 
der Doppelbrechung in Kristallen. Die ersten Beobachtungen iiber 
den Hinflu8 der Deformationen auf das optische Verhalten doppelt- 
brechender Kristalle riihren ebenfalls von Brewster') her, der fand, 
daB einachsige Kristalle durch einen senkrecht zur optischen Achse 
wirkenden einseitigen Druck zwetachsig werden. Weitere hierauf be- 
ztigliche Versuche stellten Moigno und Soleil”), sowie Pfaff*) mit 
Quarz, Beryll, Turmalin, Kalkspat, Apophyllit, Zirkon, Mellit an und 
kamen zu dem Resultat, da bei emem urspriinglich optisch einachsigen 
Kristall, welcher durch einen senkrecht zur Hauptachse gerichteten 
Druck optisch zweiachsig gemacht ist, die Ebene der Binormalen 
parallel oder senkrecht zur Druckrichtung liegt, je nachdem die Doppel- 
brechung des Kristalls positives oder negatives Vorzeichen besitzt. 
Man kann diese Regel auch so aussprechen: durch einseitigen Druck 
wird die in die Druckrichtung fallende Achse des Polarisationsovaloids 
relativ zu den beiden anderen vergrdfert; denn hieraus folgt ftir po- 
sitiv einachsige Kristalle, da die Aleinste und grote Achse des durch 
einseitigen Druck dreiachsig gewordenen Ovaloids bezw. in die Haupt- 
achse und die Druckrichtung fallen, fiir negativ emachsige Kristalle 
dagegen, daf die mittlere Ovaloidachse in die Druckrichtung fallt. 
Man sieht hieraus, daf das von Moigno und Soleil festgestellte Ver- 
halten einachsiger Kristalle iibereinstimmt mit demjenigen der meisten 
isotropen Kérper, bei welchen, wenn sie durch einseitigen Druck doppelt- 
brechend gemacht werden, die gréfte Achse des Polarisationsovaloids 
in die Druckrichtung fallt. Wie es aber isotrope Korper gibt, welche 
sich umgekehrt verhalten, d. h. durch einseitigen Druck positiv doppelt- 
brechend werden, so ist auch anzunehmen, ‘daB die obige Regel von 
Moigno und Soleil keine allgemeine Giiltigkeit besitzt, sondern nur 


das vorherrschende Verhalten ausdriickt. 
wn ee 
1) D. Brewster, Trans. Roy. Soc. Edinb. 8 (1818), p. 281. 
2) Moigno und Soleil, C. R. 30 (1850), p. 361. 
3) Th. Pfaff, Pogg. Ann. 107 (1859), p. 333; 108 (1859), p. 598. 
Pockels, Kristalloptik. 30 
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Messungen des Binormalenwinkels an durch einseitigen Druck 
optisch zweiachsig gemachten einachsigen Kristallen (Quarz, Beryll, 
Apatit, Turmalin) fiir verschiedene GréBe des Druckes hat zuerst 
Biicking*) ausgefiihrt, ohne aber daraus ein mathematisches Gesetz 
fiir die Abhiingigkeit des Binormalenwinkels vom Drucke abzuleiten. 
Ein solches ist aber auf Grund der einzigen, eigentlich selbstverstind- 
lichen Annahme, daB die Abweichungen der Hauptlichtgeschwindig- 
keiten a, b,c?) im komprimierten Kristall von ihren urspriinglichen 
Werten a? = 0° und c° dem Drucke proportional sind, aus der Formel 
fiir den halben Binormalenwinkel um die urspriingliche optische 


Achse ¢: 
pe ae 
sin Q = (Via 
a? — 


sofort ableitbar; denn dieselbe zeigt unter vorstehender Voraussetzung, 
daB fiir kleine Anderungen, wo a? — 0? sehr klein gegen a® — c? und 
letztere Differenz nahe =a” — 0°” ist, sin Q oder Q selbst und ebenso 
der scheinbare Binormalenwinkel 2E der Quadratwurzel aus dem 
Drucke proportional sein muf. Hiermit stimmt auch der Verlauf der 
Kurven, durch welche Biicking die bei verschiedenen Drucken be- 
obachteten Werte 2E dargestellt hat, so weit tiberein, als es in An- 
betracht der Ungleichférmigkeit der Druckverteilung und Unsicherheit 
der Druckmessung zu erwarten war.”) 

Interessante Beobachtungen am Quarz sind noch friiher von 
- Mach und Merten*) ausgefiihrt worden. Dieselben haben insbeson- 
dere gezeigt, da der Quarz, wenn er durch Druck senkrecht zur Haupt- 
achse optisch zweiachsig gemacht wird, sein Drehungsvermigen unver- 
dndert behdlt, so da er also dann in der Richtung beider Binormalen 
reines Drehungsvermégen von demselben Richtungssinn und Betrage 
zeigt, wie urspriinglich in der Richtung der Hauptachse. (Vergl. 
auch §. 349). Uber die elliptische Doppelbrechung, die dann in der 
Richtung der Hauptachse und anderen, den Binormalen benachbarten 
Richtungen auftritt, haben Leaulard und Monnory eingehende Unter- 
suchungen ausgeftihrt, von denen schon in II, Kap. III, § 3 die 
Rede war. 


1) H. Biicking, Zeitschr. f. Krist. 7 (1883), p. 555 

2) Hier kann OE GréRenfoloe sowohl a>b>e alk a<b<€ sein. 

3) Uber die Berechnung der Biickingschen Messungen am Beryll vergl. 
F. Pockels, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 8 (1891), p. 263. 

4) E. Mach und J. Merten, Wiener Sitzungsber. (2) 72 (1875), p. 315. 
Pogg. Ann. 156 (1875), p. 639. 
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SchlieBlich sind noch die Beobachtungen’ von Wertheim!) an 
einseitig komprimierten reguldren Kristallen erwihnenswert, weil die- 
selben zeigten, da die Schwingungsrichtungen der sich senkrecht 
zur Druckrichtung fortpflanzenden Wellen hier oft betriichtlich von 
der Druckrichtung und der zu ihr senkrechten abweichen, die re- 
guliren Kristalle sich also gegentiber der optischen Hinwirkung des 
Druckes verschieden von optisch isotropen Kérpern verhalten. Hine 
“stichhaltige Hrklirung fiir dieses Verhalten gab jedoch Wertheim 
noch nicht. Wir werden dieselbe im folgenden als Konsequenz einer 
allgemeinen ‘Theorie der Einwirkung von Deformationen auf das 
optische Verhalten der Kristalle kennen lernen und im Anschlu8 
daran die neueren, vollstaindigen Beobachtungen fiir einige regulire 
und einachsige Kristalle besprechen. 


3. Allgemeine Theorie fiir Kristalle.”) Der Neumannsche An- 
satz lit sich auf Kristalle nicht ohne weiteres iibertragen, weil 
hier die Polarisationshauptachsen im allgemeinen nicht mit den 
Hauptdilatationsachsen (und ebensowenig mit den von letzteren hier 
verschiedenen Hauptdruckachsen) zusammenfallen kénnen. Man ge- 
langt aber zu einem brauchbaren Ansatz, welcher den Neumannschen 
fiir isotrope Kérper als Spezialfall umfaft, indem man die Annahme 
macht, da 1. auch in einem (innerhalb der Elastizititsgrenzen) ho- 
mogen deformierten Kristall die Fresnelschen Gesetze gelten, 2. die 
Unterschiede zwischen den optischen Parametern des Kristalls im de- 
formierten und im urspriinglichen Zustande homogene lineare Funk- 
tionen der sechs Deformationskomponenten’*) 2,, Y,, 2. Yz; 2p) %, oder 
der sechs Druckkomponenten*) X,, Y,, Z,, Y,, Z,,; X, sind. 

Wir wihlen als optische Parameter die in I, Kap. I, § 19, ein- 
gefiihrten Polarisationskonstanten a, --- M3°--, zunadchst bezogen auf 
ein beliebig angenommenes Koordinatensystem. Ihre urspriinglichen 


1) Wertheim, C. R. 33 (1851), p. 576; 35 (1852), p. 276. Pogg. Ann. 86 
(1852), p. 321; 87 (1852), p. 498. 

2) F. Pockels, Uber den Einflu8 elastischer Deformationen, speziell ein- 
seitigen Druckes, anf das optische Verhalten kristallinischer Kérper. Dissert., 
Gottingen 1889. Wied. Ann. 37 (1889), p. 151. 

3) Von diesen bedeuten bei kleinen Deformationen, wie sie hier nur in Be- 
tracht kommen, «,,, yy, 2, die linearen Dilatationen parallel den Koordinaten- 
achsen , ie Zp, ty die Winkelinderungen zwischen je zwei urspriinglich der Y- 
und Z-, bezw. der Z- und X-, der X- und Y-Achse parallelen materiellen Li- 
nienelementen. (Vergl. z, B. Voigt, Kristallphysik, p. 201.) 

4) Siehe Anm. 1) S..464. 

30" 
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Werte seien durch den Index ° ausgezeichnet. Dann erhalten wir also 
nach dem Bae Gesagten den Ansatz: 


| LT ae — Pa %e T Pisdy T Pis®, + Piste T Pis%a T Pity 


@) | Ag — Ag Be + Pa Yy A Pag, + PssYe + Pas %n 1 Pag Vy » 
oder auch 


| Oss Faia i less +X, eee + mY, gate ot MX, oy 
©) Cs ae ag, a — (74%, ve as, Hs nl, + cae + 1g, +X ah 


Zwischen den beiden Konstantengruppen der p,, und z,,, von welchen 
die ersteren als elasto-optische, die letzteren als piézo-optische Konstanten 
bezeichnet werden mégen, bestehen die Relationen: 

6 


6 
(6) Dee iii Ln Defines 
1 


BS 
worin die ¢,,=c,, die Elastizitiitskonstanten, die s,,—=s,, die Hlastizitats- 
moduln (nach Voigts Bezeichnung) sind.') Natiirlich werden die 
Ppp Und z,;,, Wie die a,, selbst, noch von der Schwingungsdauer des 
Lichts mehr oder weniger abhingen. Fiir Licht von bestimmter 
Schwingungsdauer kann man obige Gleichungen dadurch vereinfachen, 
daB man das Koordinatensystem in das entsprechende Polarisations- 
hauptachsensystem X°Y°Z° des undeformierten Kristalls legt. Hier- 
durch verschwinden zunichst auf alle Fille die a, mit ungleichen 
Indizes, und diejenigen mit gleichen gehen in a®”, b°”, © (die Qua- 
drate der urspriinglichen Hauptlichtgeschwindigkeiten) iiber. Da dann 
also dy,, Gs, und a, ebenso wie a,,— 0G), Gz, — G5, Gye Gi. mem 
Deformationen proportional und daher sehr klein neben den Gréfen 
M44) U9, 43, Selbst, und bei zweiachsigen Kristallen, sofern ihre Doppel- 
brechung nicht ungewéhnlich schwach ist, auch klein neben deren 
Differenzen (dog — dyg usw.) sind, so kann man die Gleichungen (31), 
I, Kap. I, 8. 67, welche im allgemeinen zur Bestimmung der Rich- 
tungen der Polarisationshauptachsen heranzuziehen sind, hier durch 
einfache Ndherungsformeln autlésen. Hs folet namlich aus dem eben 
Gesagten, da «,, B,, v3; wenig von 1 verschieden, und die tibrigen 


1) Uber die Grundlagen der Theorie der Kristallelastizitit vergl. W. Voigt, 
Kompendium der theoret. Physik I, Kap. Iv, § 17 und Kap. mr, § 17, oder des- 
selben Autors ,,Kristallphysik, § 7; ferner Liebisch, Physikalische Kristallo- 
graphie, Kap. 9, oder dessen ,,Grundrif d. phys. Krist.“, p. 431. 
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Richtungskosinus des Systems (27), S. 65, — worin jetzt fiir X’, Y’, Z’ 
die urspriinglichen Polarisationshauptachsen X°, Y°, Z°, fiir X, Y, Z 
diejenigen des deformierten Kristalls zu setzen sind, — sehr klein sind, 
wobei noch wegen der Relation oc, +858, + 7273 = 0 und der zwei 
analogen 6; = — 72, yy = — 3, % = — B, sein muB; und wenn man 
dies benutzt, und noch in den Nennern der kleinen Gréfen die 
Witterenzen Gj, = Gsgy dsg — G,, 00), — a, durch 6° — o,.c” — a”, 
a be ersetzt, so erhalt man bis auf kleine GréBen zweiter Ordnung: 
Fa Oey None 

( ) \bs= are aE (liao ty a, Creat! gonbai 
Bezeichnet man die kleinen Drehungen, welche das Polarisationshaupt- 
achsensystem um die X°-, Y°- und Z°-Achse erfihrt, mit 6,,0,, ®,, 
so gelten die Gleichungen: 


(V) tg 20, = —*% 


’ 
AOS ES 


As 


ae 


y? 


Bi Doct ee ar ecg ale 


y Bae any ’ 
d Ass, G4 4 As9 


worin man die Nenner im allgemeinen ebenfalls durch ® — ¢, oa 
a® —>° ersetzen kann. Findet nur eine Drehung um eine der Achsen 
X°, Y®, Z° statt, was der Fall ist, wenn nur eine der GréBen dys, dg, , Ayo 
von Q verschieden ist, so gilt, wie in I, Kap. II, § 19, 8. 67 gezeigt 
ist, die auf jene Achse beziigliche der vorstehenden Formeln (7) 
streng, also ohne die Beschrinkung, daB a,, gegen a,,—4a,, sehr 
klein sein muf. 

Bei optisch einachsigen Kristallen gelten die Formeln (7’) als 1. Nihe- 
rung ebenfalls; es ist dann aber die Drehung ©, um die optische 
Achse wegen des Fehlens des konstanten Gliedes in der Differenz 
44 — Ag, unabhdngig von der absoluten Grofe der Deformation und 
im allgemeinen endlich, wihrend die beiden anderen klein von der 
ersten Ordnung (in dem obigen Sinne) sind, und es ist daher die 
Reihenfolge der Drehungen nicht mehr gleichgiiltig, sondern die For- 
meln (7’) sind so zu verstehen, da$ die Drehung um die optische 
Achse zuerst auszufiihren ist. 

Sind die Richtungskosinus o, ---y, der neuen Polarisationshaupt- 
achsen nach vorstehenden Formeln bestimmt, so hat man schlieBlich 
die neuen Hauptlichtgeschwindigkeiten a, b, ¢ mittels des Gleichungs- 
systems (32), S. 67, zu berechnen. 


ly Spezialisierung fiir die Kristallgruppen mit Symmetrie- 
eigenschaften. Im Fall trikliner Kristalle ist kein Anlaf fiir gegen- 
seitige Beziehungen zwischen den 36 Konstanten des Ansatzes (4) 
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oder (5) oder fiir eine Verringerung ihrer Anzahl gegeben, auch dann 
nicht, wenn man als Koordinatensystem das Polarisationshauptachsen- 
system (X° Y°Z°) wihlt. In allen iibrigen Kristallsystemen ergibt sich 
aber bei letztgenannter Verftigung, da bei ihnen auch das elastische 
Verhalten in bezug auf die Polarisationshauptachsen gewisse Symme- 
trieen zeigt, eine Vereinfachung der Formeln (4) und (5). Dieselben 
miissen namlich unverindert bleiben, wenn man von dem urspriing- 
lich angenommenen Koordinatensystem (X°Y°Z°) zu einem anderen, 
mit ihm sowohl in elastischer, als in optischer Hinsicht gleichwertigen 
X°’, Y°’, Z” tibergeht. Hierbei lassen sich die auf das neue Koordi- 
natensystem bezogenen Polarisationskonstanten a, und Deformations- 
bezw. Druckkomponenten wy-+-y)--- bezw. Xy---Yy--+ im be 
stimmter Weise durch die alten und durch die Richtungskosinus 
zwischen den neuen und alten Achsen ausdriicken, und wenn man mit 
Hilfe der betreffenden Transformationsformeln aus den Ausdriicken 
(4) und (5) diejenigen fiir die aj, als Funktionen der x, --- oder 
X, ++: bildet, so miissen wegen der Gleichwertigkeit der beiden Achsen- 
systeme die neuen Ausdriicke wieder die Form der alten besitzen; 
dies erfordert aber eine Anzahl] von Bedingungsgleichungen fiir die 
P,, bezw. x,,, wodurch die erwihnte Verringerung der Anzahl der 
unabhingigen Konstanten eintritt. Die Formeln fiir die Transforma- 
tion bei einer Drehung des Koordinatensystems (oder Umkehrung 


einzelner Koordinatenachsen) sind nun fiir: 
14 Ang zg Ugg gy ey 
A 1 1 il 
Bae Wy: 8 Ys. 9% e 3% 


NE Nevis Zina ¥ ghee am 


x y? 


‘y 9 


dieselben, wie bezw. fiir 

DE ROR cri ye Aue BOW As cA bow. Ga e 
wo X,Y, Z die Komponenten einer beliebigen VektorgréBe bezeichnen. 
Wenn man die Richtungskosinus zwischen den beiden, jetzt beliebigen 


? 


Achsensystemen folgendermagen bezeichnet: 


Y | By | Bote 
PAG YN 3 


so gelten demnach z. B. fiir die Polarisationskonstanten die Trans- 
formationsgleichungen: 
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yy = yyy” TH gg ty” TE Alyy org” te 2 igs Oly OH 2 Ogg Os Oey 2 hy Oy Or, 


(8) | 5 = yy B, 1 + eg By V2 is Oss B, V3 + Ays (By ¥3+ Bs 9) + dis, (Bs M+ B, 7s) 
ri O12 GB, V2 af Bs v:) 


und ie icichen! F aktorensysteme peltan fiir aie Transformation von 
X03: Vyp--+ oder #,-+-4Y,- 

Betrachtet man ae Binflub der einzelnen Symmetrieelemente fiir 
sich, so ist zunaichst ohne weitere Rechnung klar, daf fiir das elasto- 
optische Verhalten stets ein Symmetriezentrum vorhanden ist, da dies 
sowohl fiir das optische als fiir das elastische Verhalten gilt. Zu den 
wirklich vorhandenen kristallographischen Symmetrieelementen ist also 
stets ein Zentrum der Symmetrie (C) hinzuzufiigen, und diejenigen Kristall- 
gruppen, welche in den iibrigen Symmetrieelementen tibereinstimmen, 
sind in elastooptischer Hinsicht identisch. Hierdurch reduziert sich die 
Zahl der nach ihrer Symmetrie zu unterscheidenden Kristallgruppen 
auf 11, welche hier durch folgende Symmetrieelemente (in der schon 
§. 316 benutzten Bezeichnungsweise) charakterisiert werden kénnen. 


I. Triklines System: Holoédrie und Hemiédrie C. 
Il. Monoklines System: Holoédrie, Hemiédrie und 


Hemimorphie . . . ee eet cane sagt 
Ul. Rhombisches System: Holocdcial Hemiedtie 
Hada term Orpuiea | mi Ara geel lattes las ett oleicmee 


IV A. Tetragonales System: Holoédrie, enantio- 
morphe und hemimorphe Hemiédrie, Hemiédrie 


mab, opieceldrehungsachses-¢ inj a) a.) fei 4e > dar 
IV B. Tetragonales System: paramorphe Hemiédrie, 
Tetartoédrieen . . . MOI, 
V A. Rhomboédrisches arate: Hel osdrie: paanes 
morphe und hemimorphe Hemiédrie . . . C, A,’, A,”. 
VB. Rhomboédrisches System: paramorphe Hem1- 
gdrie Unds Verariocdro,e: omy anit aifevmnies Ae 


VIA. Hexagonales System: Holoédrie, enantio- 
morphe und hemimorphe Hemiédrie, Hemiédrie 
mit 3-zihliger Achse . . . PCa A eee: 
VIB. Hexagonales System: permmorphe Hameeane 
Tetartoédrieen . . . aCe: 
VILA. Regulares System: Hologdrie, en atnorebe 
“ und hemimorphe Hemiédrie . . . . moe eAt, 


VILB. Regulires System: paramorphe Hemiédrie, Te- 
a ince I ee, th. CgA t= A? As 
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Hierbei ist vorausgesetzt, daB, wenn eine ausgezeichnete Symmetrie- 
achse vorhanden ist, diese zur Z-Achse, und wenn auBerdem zu der- 
selben senkrechte Symmetrieachsen existieren, eine von ihnen zur 
X-Achse gewihlt ist. Das so bestimmte Koordinatensystem ist dann 
bei Gruppe III zugleich das Polarisationshauptachsensystem des undefor- 
mierten Kristalls, so dab a2 =a”, a3 =0", ao,= 0, af,=al,=a%,=0 
ist; bei den Gruppen IV, V, VI wird noch a? = 6°, bei VU 
Cp 0 Ce: 

Um nun in der oben bezeichneten Weise z. B. die Bedingungen 
dafiir aufzustellen, daB die Z-Achse eine »-zihlige Symmetrieachse ist, 


caer : = 20 
also bei einer Drehung des Koordinatensystems um den Winkel ~— 


die Gleichungen (4) oder (5) ihre Form behalten, hat man in den 
Transformationsformeln (8), sowie in den entsprechenden fiir die 


X,-:: oder “,---, den Richtungskosinus foleende Werte beizulegen: 
2% bee 
Ol fame re a) CS a areas a, = 
20 
6, = sin ——, B, = cos —-, B, = 0, 
4, = 0, Via 0, Ye als 


Man erhalt dann durch Gleichsetzen der Koeffizienten von 7,---y,--- 
in dem urspriinglichen Gleichungssystem (4) mit den entsprechenden 
von #y+--Y.-+- in dem transformierten im allgemeinen 36 Relationen 
zwischen den p,x, von denen zwar eine grofe Anzahl Identitiiten sind, 
die tibrigen aber zu einer Reduktion der Anzahl voneinander unab- 
hangiger Konstanten p,, fiihren. Ebenso ergeben sich aus den ur- 
spriinglichen und transformierten Gleichungen (5) die entsprechenden 
Relationen zwischen den zy. 

Die Systeme der elastooptischen und piézooptischen Konstanten, 
welche man so schlieBlich fiir die oben aufgeziihlten Kristallgruppen II 
bis VII erhilt, sind die folgenden: 


II. 20 Konstanten. III. 12 Konstanten. 
(Pir Dis Pig 9 OE Die Pi Pig D3 O 0 0 
Po Pex Dog 9 Or 1B. Por Bog Po, YO 0 0 
Daan as O 0) / 
(9) . a a P36 (10) Psi Ds. P33 O 0 0 
Psp Das O 0 0 Oe en 0) y) 


OS. Os OED: ats Our Qomee®) Gare imma p es 


oo 


Per Per Pos 9 0 Deg 0 <0 ~ OMeO emo Rees 
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IV A. 7 Konstanten. 
Pi Diz Dig O 0 


IV B. 9 Konstanten. 


0 Py Py 

Uae Pig JP 0 0 Pre Py 

(11) Pa Px Ps 9 O O (12) Ps; Psy 
OtnnO ee cee One 0) 0 0 

Ome (On On wtp tO ) O 
CeO 0 ORF O05 pe Per — Per 


P13 


0 
0 


0 
0 


O Dig 
0 — pre 
OF sO 
eae 8) 
Pu 9 
O Pee 


In den vorstehenden 4 Gruppen ist das System der Konstanten z,; 
genau ebenso gebildet wie dasjenige der p,, und braucht daher nicht 
besonders hingeschrieben zu werden, wihrend in den folgenden Gruppen 
gewisse Unterschiede zwischen den beiden Konstantensystemen bestehen. 


V A. 8 Konstanten. 


Pe Ps Pu YO 0 M14 
Pu Piz —Py 9 0 M2 
Ps Psp O OD 0 (14) 34 
Pu O Pu OO Way 
Ofean() Oa? s 0 


0 1) 0 Pus Puce ( O 


VB. 11 Konstanten. 


Pu Pis Pis Pia —Pos 9 M44 
Pio Pu Pis —Pis Pon =O M9 
Psi Psi P33 0 0 (16) sy 
Pa —Pu 9 Pos Pox Pre Tay 
meee es 9 — Pe Pus Pu = 9 
0 Ore 0 Po, Pra Pus ‘ U0 


VIA und VIB. 6 Konstanten. 


Pir Pio Pr 0 0 0 yy 
Pin Pin Pi 0 0 0 Tyo 
ee a 0 0 (18) W34 

fre 0) 0) 

OGD ae 0 0 

0 0 Pu aa 0 
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) e) 
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pee wel) 
0) ya 
0) Has 
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VILA und VILB. 3 Konstanten. 


(DPA ie nO 2 oy 0 Das System der a,x ist in 
is Wire Wee ©. gleicher Weise gebildet. 
12 


0 
(19) Pre Pris Pr 9 : 0 
Grau MOS tip, wos yeO 

Ok O oe iO SAO) = Bean O. 
O10 80% RO= OP pg 


Die Anzahl der sich in elasto- oder piézooptischer Hinsicht verschieden 
verhaltenden Kristallgruppen reduziert sich durch das Zusammenfallen 
der Gruppen VIA und VIB, sowie VILA und VIB auf newn. 

Um schlieBlich die Gleichungen fiir zsotrope K6rper zu gewinnen, 
haben wir diejenigen fiir regulire Kristalle noch der Bedingung zu 
unterwerfen, daB sie bei einer beliebigen Drehung des Koordinaten- 
systems ungeindert bleiben. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn noch 
die Beziehungen bestehen: 

Pu = 3 (Pu — Pro)» he = M1 — Me» 
wodurch sich die Konstanten auf je zwei reduzieren, welche mit den 
Neumannschen Konstanten p,q und den in den Gl. (2) und (3), 
S. 464, eingefiihrten p, q in folgender Weise zusammenhingen: 


I tm Pig 0k 3 HEN nce Ne geben pen 


unter »° den Brechungsindex des undeformierten Ko6rpers verstanden. 
Im vorhergehenden haben wir keine Riicksicht darauf genommen, 
daB die Kristalle der 8. 316 aufgeziihlten Gruppen eventuell optisches 
Drehungsvermogen besitzen kénnen. In der Tat sind aber unsere An- 
siitze auch auf solche Kristalle anwendbar; sie geben dann die Modi- 
fikation der Doppelbrechung, welche der betreffende Kristall bei fehlen- 
dem Drehungsvermégen besitzen wiirde. Im Abschnitt Il, Kap. I, § 2 
haben wir aber gesehen, wie sich die optischen Higenschaften eines 
drehenden Kristalls durch Superposition jener Doppelbrechung und des 
(eventuell von der Fortpflanzungsrichtung abhiingigen) reinen Drehungs- 
vermogens ableiten lassen. Daf das letztere selbst durch die Defor- 
mation nicht merklich beeinflubt wird, ist durch die 8. 349 erwahnten 
Beobachtungen am Quarz sehr wahrscheinlich gemacht. 


5. Beobachtungsmethoden. Uber die Beobachtungen, welche 
zur Bestimmung der Konstanten p,, oder 2, und zur Priifung der 
Theorie ausgefiihrt wurden, und deren Resultate in den zwei nichsten 
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Paragraphen mitgeteilt werden sollen, ist allgemein folgendes zu be- 
merken.) Sie wurden siimtlich an Kristallpriiparaten von der Gestalt 
rechtwinkliger Parallelepipeda angestellt, die in der Richtung ihrer 
lingsten Kanten mittels eines Hebels einem meBbaren emmseitigen 
Drucke (je nach der Natur des Kristalls von 0,2 bis 3 kg pro mm?) 
unterworfen wurden. Um diesen Druck auf die Endquerschnitte mig- 
lichst gleichférmig zu’ verteilen, wurden je nach GréBe des Druckes ” 
Zwischenlagen aus Zinn, Blei oder Kautschuk angewendet; und um 
die trotzdem verbleibende Ungleichférmigkeit des Druckes zu elimi- 
meren, wurden die optischen Beobachtungen an mehreren geeionet 
gewahlten Stellen jedes Prismas angestellt. Dieselben bestanden in 
Messungen 1. der Anderung des Gangunterschiedes der beiden sich 
senkrecht zu einem Seitenflichenpaar der Prismen fortpflanzenden 
Wellen; 2. der durch die Kompression bewirkten absoluten Verzoge- 
rung dieser beiden Wellen oder einer von ihnen; 3. in manchen Fallen, 
namentlich bei reguliéren Kristallen, der Auslischungsrichtungen auf 
den Seitenflachen der Prismen. Alle Beobachtungen wurden in der 
Regel mit Natriumlicht ausgefiihrt. 
Zur Bestimmung des Gangunterschiedes diente meistens ein Ba- 
binetscher _Kompensator (siehe S. 225); in gewissen Fallen, z. B. wenn 
parallel zur Hauptachse eines einachsigen Kristalls beobachtet wurde, 
konnte aber auch die Messung der Veranderungen der Kurven eleichen 
Gangunterschiedes dazu verwendet werden. Sind y,, q, die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten der beiden in Betracht kommenden Wellen im 
komprimierten Kristall, ¢,°, q,° dieselben im normalen Zustande, Ny» Ne 
bezw. ,°, n,° die entsprechenden Brechungsindizes, und bezeichnet D° 
bezw. D die Dicke des Kristallprismas in der Beobachtungsrichtung im 
urspriinglichen bezw. komprimierten Zustande, 2° die Wellenlinge in 
Luft, so ist die durch Kompression erzeugte relative Phasenverzégerung 
2 9 9 TON a 
20) A=x = {@0 fad qd, mo” ade G2 )N2° | ai ree (1,°— 4°). 

Die GréBen qg,” und g,* lassen sich nun auf Grund der in I, Kap. II 
-entwickelten Siitze fiir die gegebene Fortpflanzungsrichtung durch die 
‘Parameter a; des Polarisationsovaloids linear ausdriicken, und die 
letzteren sind nach (5) lineare Funktionen der zu bestimmenden Kon- 
stanten a,, und der Druckkomponenten, welche sich im Falle ein- 
seitigen Druckes durch dessen Gréfe P und Richtungskosinus J,, l,, 1, 
gemaiB den Gleichungen 


1) Vergl. F. Pockels, Wied. Ann. 37 (1889), p. 164. 
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(21) X,=Pl?, Y,—Pl,?, Z,=Pl,’, Y,=Pkl;, Z,=Plsl,, X,=Pi,l, 
bestimmen. Aus diesen Werten der Drucke und den als bekannt vor- 
ausgesetzten Hlastizitétsmoduln s,; 1a8t sich auch die Querdilatation 
D— JD berechnen. Die fiir verschiedene Druck- und Beobachtungs- 
richtungen gemessenen Werte A liefern also verschiedene lineare 
Aggregate der spiézooptischen Konstanten x,x. Bei Kristallen mit 
Drehungsvermégen (Quarz und Natriumchlorat) konnte A wegen der 
elliptischen Polarisation nicht unmittelbar gemessen, wohl aber durch 
Rechnung aus den Kompensator-Beobachtungen abgeleitet werden.’) 
Zur Kontrolle dienten beim Quarz auch Messungen der Durchmesser 
der im konvergenten Licht zwischen gekreuzten Polarisatoren sicht- 
baren dunklen Kurven, auf denen A = 2hz ist.*) 
Die absoluten Verzogerungen der beiden Wellen, welche durch 


D°n* 2 a jb 8}. 4 ; 
(22) 6;= 2a = eee q;) + 70 (no — 1)| [¢=1 oder 2] 


gegeben sind, wurden in der Weise gemessen, daB zwei parallele 


Strahlenbiindel, nachdem sie durch zwei gleiche Kristallprismen ge- 
gangen waren, zur Interferenz gebracht, und die bei Kompression des 
een Prismas eintretenden Verschiebungen der Interferenzstreifen be- 
obachtet wurden. Natiirlich mu8 die Differenz 0,—0, mit dem unter 
gleichen Umstiinden gefundenen A iibereinstimmen; einer der beiden 
Einzelwerte 0; liefert aber eine neue Kombination der piézooptischen 
Konstanten. 


6. Regulire Kristalle.*) Zufolge dem Schema (19) sind hier die 
Polarisationskonstanten des durch beliebige Drucke doppeltbrechend 
gewordenen Kristalls: 

Orie ao” — a, X, — W(X, + 1%. + 2.) 
oo ae ao” — dh Ves OX ge a) 
CSS aaa ao” — m,Z, — %,(X,+ Ya 2), 


Ogg = — Hg Y,, Oy, — — %,Z,, yg = — 1, X,, 


(19") 


wo gesetzt ist 
Lien Pies ASI eS irae IE Ae eee EIT 
dabei gilt zufolge den fiir das regulire System spezialisierten For- 
meln (6): 
y 
(6) ™=(u—Piz) Su—Si2)) =P Susy Ty = P41 Sy + Py2 (S11 + S19): 


1) Vergl. F. Pockels, Wied. Ann. 37 (1889), p. 274. 
2) Vergl. 1. c. p. 296. . 
3) F. Pockels, Wied. Ann. 39 (1890), p. 440. 
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Setzt man die obigen Ausdriicke ftir die a,, in die Gleichungen (31), 
8. 67, ein, welche die Lage der Polarisationshauptachsen bestimmen, 
so verschwinden wegen $,7, + B72 + Byy3 = 0 usw. die konstanten 
Glieder, und es bleiben nur solche tibrig, die den Druckkomponenten 
proportional sind. Demeufolge ist in reguldren Kristallen bei derselben 
Art der Druckverteilung oder Deformation die Lage der Polarisations- 
hauptachsen unabhdngig von der Gripe der Drucke oder Deforma- 
tionen. Dasselbe gilt auch von der Lage der Binormalen, da zu- 
folge (32), I, Kap. U, a®?—b? und 6?—c? hier ebenfalls homogene 
lineare Runetionn der Drucke sind, ihr Verhialtnis, welches den Bi- 
normalenwinkel bestimmt, also von deren ,Grdfe unabhingig wird. 
Auch sieht man leicht, dafS in den die erwahnten Richtungen be- 
stimmenden Formeln die Konstante 7, gar nicht, und von den beiden 


3 


os . TT. o ° 
anderen nur das Verhdltnis ae vorkommt, so dap, soweit es sich 


nur um die Rachtungen der Polarisationshauptachsen und Binormalen 
handelt, das prézooptische Verhalten regularer Kristalle durch eine ein- 
zige Konstante x charakterisiert werden kann. 

Wir wollen nun speziell den Fall einseitigen Druckes betrachten, 
auf welchen sich die vorliegenden Beobachtungen beziehen. Dann sind 
X,-:: ¥,-+- durch (21) gegeben, und die Lage der Polarisations- 
hauptachsen und Binormalen ist lediglich eine Funktion der Druck- 
richtung. Es geniigt, die Lage der Binormalen zu diskutieren, da 
durch diese ja die Polarisationshauptachsen schon mitbestimmt sind. 
Hinen hinreichenden Uberblick iiber den Verlauf der Erscheinungen 
erhalt man, wenn man die Druckrichtung einerseits einen halben 
Quadranten einer Koordinatenebene, d.i. einer Waéirfelfldche, anderer- 
seits einen Quadranten einer dazu senkrechten Rhomben-Dodekaéder- 
fldche durchlaufen lit. Stellen wir die Richtungen durch die ihnen 
entsprechenden Punkte der Hinheitskugel dar, so soll also die Wan- 
derung der Binormalen verfolgt werden, wahrend der Projektions- 
punkt P der Druckrichtung sich einmal von einer Wiirfelnormale X° 
bis zu einer benachbarten Dodekaédernormale D (dem Halbierungs- 
punkt des Viertelkreises X°Y°), sodann von D bis nach Z° hin- 
bewegt; dabei sei die Lage von P in der Wiirfelfliiche durch den 
Winkel (X°P) =, in der Dodekaéderfliiche durch (7° P) = y be- 
stimmt. Nach Symmetrie ist klar (was natiirlich auch aus den 
Formelm (19’) folgt), daB zwei Polarisationshauptachsen im 1. Falle in 
der Ebene X° Y°, im 2. Falle in der Ebene 7°D liegen. Bezeichnet 
man nun den Winkel, den eine derselben (und zwar diejenige, welche 
mit der Druckrichtung zusammenfillt, wenn diese in X° bezw. 2° 
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liegt) im 1. Falle mit X°, bezw. im 2. Falle mit Z° bildet, mit ¢ 


bezw. ®, so erhilt man aus den Gil. (31), I, Kap. IZ, in Verbindung 
mit (19’) und (21) die Formeln: 
4% sin 2 

(23) tgi2 Dei eee 

Mit Hilfe der so bestimmten Winkel y, ® lassen sich dann mittels 
der Gl. (32), I, Kap. II, auch die Hauptlichtgeschwindigkeiten, und 
schlieBlich der Binormalenwinkel 2@ berechnen. Die Formeln fiir 
letzteren finden sich in nachstehender Zusammenstellung, worin zu- 
gleich die einander entsprechenden Intervalle, in denen sich m und yw 
oder y und ® bewegen, sowie die jedesmalige Lage der Binormalen- 
ebene (B.-H.) angegeben sind. Hs ist daraus ersichtlich, da hin- 
sichtlich der optischen Wirkung einseitigen Druckes je nach dem 


Werte des Quotienten = 


vom Vorzeichen von n, und a, selbst abhiingigen Sin der Doppel- 
brechung in Betracht zieht, acht Typen) von reguliiren Kristallen zu 


tg 2y =x te 2, 


=x vier Typen (oder, wenn man noch den 


unterscheiden sind. 


Druck Waraltel sis. = D . ie a llel co Modelene 7 é a Z| 
Wiirfelfliche (X° Y°) ruck parallel der Dodekaéderfliche (7° D) 
0< p< 45° O<y< 544d’ | 544d’ << 900 
0< p< 45° O0<F< 54°44’ 54°44 << 90° 
I y>e a> iu at 
ieee B.-E. || (X°¥°) B.-E. || (Z°D°) B.-E. | (Z°D) 
nu 
Aes cos2m— cos2y ||. , sind sin(#— yz) |. taf : 
sin? Qo Fein | Sin Q 7 | sin? Q = tg # tg (4 — #) | 
_ ———— - — — — ; 
0 < 45° 0< 9 <— 54044! 64°44’ << 90° = 
I p<” ay CG | 
ee da, Bis Bin CX Ve at aie mee Bi fete a0) B.-E. || (Z°D) | 
| sin? Q—te(o-+4) te(p—v)|| sin? Q —te ote (y¥—9) | sin2g— SBP MO —M 
| cos x 
na 0>y > — 459 909 > &> 54°44 54°44’ > & > 0 
Bee fs —%< 9 20° Sey Sey O<Y 
_ | B.-H. und sin? Q wie bei ll | B.-#. und sin? Q wie beil| B.-H. und sin?Q wie bei | 
0>w>— 45° 0<4<y arecos*@ 18 <4 < 990 
IV = 
1 - —xyV2 
ce —v>®@ 90° > o> > axctg —— a = 90? | 
ah a Pan EXC el | 
B.-E. und sin’ Q wie bei I) &>y, wenn 4< 54°44’. &<y, wenn y> 54°44", 


B.-H. und sin? Q wie bei I 


ao 
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Wie die Formeln fiir Q zeigen, wird in den Fallen I und II 
sowohl fiir g=0 oder y=0, als fiir y=54°44’ (=arecos Vi) 2=0, 
in den Fallen III und IV fir 7=0 Q= 90°, ftir y = 54°44’ Q=0. 
Dies bedeutet, da regulire Kristalle- aller vier Typen sowohl durch 
een Druck, der parallel einer Wiirfelnormale, als durch einen solchen, 
der parallel einer Oktaédernormale gerichtet ist, optisch einachsig wer- 
den, wobei das Vorzeichen der Doppelbrechung fiir diese beiden Druck- 
richtungen bei Kristallen des Typus I oder II gleich, fiir solche des 
Typus III oder IV entgegengesetzt ist. Praktisch wiirde man jedoch 


einen Kristall durch Druck parallel der Oktaédernormale O nicht ein- 
achsig machen kénnen, da a fiir y= arccos V+ unendlich groB wird, 
also schon die geringste Abweichung der Druckrichtung von O Zwei- 
achsigkeit zur Folge hat. — Hinseitiger Druck in irgend einer anderen 
Richtung macht einen reguliren Kristall optisch zweiachsig. Dabei fallt 
nur fiir eine Druckrichtung, die parallel zu einer Dodekaédernormale D 
ist, eine der Polarisationshauptachsen mit ihr zusammen; die Binormalen 


liegen dann bei den Typen I und IV in der Ebene D X° nnd bilden mit 
"—1 


D den Winkel Qmnax = arcsin (2 ay Dezw. 30° aresin | aus: ; beim 
Typus II liegen sie in der Ebene DZ° und bilden mit D den Winkel 


Qmax = arcsin es ss beim Typus III endlich ist die zu D gehirige 


x 
Binormalenebene senkrecht zu D, und der Winkel, den die Binormalen 
mit der Z°-Achse bilden, ist 90° — aresin ae Beziiglich des 


Typus IV sei noch zur Hrliuterung der Angaben in der obigen Ta- 
belle bemerkt, da8 bei ihm, wenn die Druckrichtung P in der Hbene 
Z°D von Z°® bis D wandert, eine der Polarisationshauptachsen sich an- 
fangs von D.aus ihr entgegen bewegt, in der Oktaédernormale O mit 
ihr (und der optischen Achse des dann einachsigen Kristalls) zusammen- 
fillt, dann noch mehr oder weniger iiber O hinausgeht'), aber bei 
Onn => arcte =e umkehrt und fiir P || D wieder mit D zu- 
sammenfallt (als 2. Mittellinie). 

Von den bisher piézooptisch untersuchten Kristallen gehdren Stein- 
salz, Kaliumalaun und Ammoniumalaun dem Typus HH, Flu8spat dem 


J Ss 
1) Nur wenn ~ den speziellen Wert — 2 hat, findet die Umkehr gerade in 
O statt. Der Grenzfall x= —1 ist dadurch ausgezeichnet, daf fiir P || D Hin- 


_achsigkeit mit der optischen Achse senkrecht zur Druckrichtung eintreten wiirde. 
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Typus III, Sylvin dem Typus IV an.1) Die Werte ihrer piézooptischen 
und elastooptischen Konstanten — samtlich fiir Natriumlicht giiltig, 
und erstere bezogen auf 1 ke pro mm? als Druckeinheit — sind, 
soweit sie bestimmt werden konnten®), in folgender Tabelle enthalten. 


Piézooptische Konstanten Elastooptische Konstanten 
zt, -10° | a,-10° a tH, -10° | p15 — Pye Pre Pag 
Steinsalz — 1,183 | — 0,833 | +.0,704 | +1,43 || —0,0408 | + 0,178 | —0,0108 
Kaliumalaun —4,30 | —0,455 | + 0,106 
Ammoniumalaun || — 4,462 | — 0,774 | + 0,173 
FluBspat — 1,420 | + 0,685 | — 0,482 | + 1,134 || — 0,1722| + 0,228 | + 0,0236 
Sylvin + 1,67 | —4,22 | — 2,525 + 0,0595 — 0,0276 


Die Lage der Binormalen fiir Druckrichtungen in den Ebenen (X° Y°) 
und (Z°D), wie sie sich nach den obigen Ausfiihrungen aus den 
speziellen Werten von x fiir Steinsalz, FluBspat und Sylvin ergibt, 
wird durch nebenstehende Figuren veranschaulicht, welche die stereo- 


Fig. 160. Fig. 161. 


graphische Projektion der Hinheitskugel auf eine Rhombendodekaéder- 
fliche — deren Normale D ist — darstellen. Darin sind die den 
Druckrichtungen entsprechenden Punkte durch kleine Kreuze, die den 


1) F. Pockels, Wied. Ann. 87 (1889), p. 372; 39 (1890), p. 440. N. Jahrb. 
f. Miner. Beil.-Bd. 8 (1891), p. 218. 

2) Die Bestimmung der Konstanten 2, oder die getrennte Bestimmung von 
2, und p,, erfordert die Messung der absoluten Verziégerungen d und daher sehr 
homogene und ebenflichige Priiparate, weshalb sie nur am Flu8spat und Stein 
salz ausfiihrbar war. 


a 
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Binormalen entsprechenden durch 
kleine Kreise und die eine Mittel- 
linie durch einen einfachen Quer- 
strich bezeichnet, und die zusam- 
mengehérigen Punkte durch gleiche 
Ziffern (mit Index ’ fiir Druckrich- 
tungen in der Dodekaéderebene) 
kenntlich gemacht. Richtungen, 
welche auBerhalb des Projektions- 
kreises fallen wiirden, sind dabei 
durch ihre entgegengesetzten er- 
setzt, und in den Fallen, wo die 
Binormalen, wenn die Druckrich- 
tung einer Dodekaéderebene parallel 
ist, in dieser Ebene liegen wiirden, sind die betreffenden Richtungen der 
Uhersichtlichkeit halber nicht auf Z7 °D, sondern auf einem Quadranten 
des Aquatorkreises eingetragen, welcher ja ebenfalls einer Fliche des 
Rhombendodekaéders entspricht. Die zu D als Druckrichtung ge- 
hérigen Binormalen sind noch durch die Bezeichnung A hervorgehoben, 
und die im Oktanten X°Y°7Z° liegende Oktaédernormale ist mit O 
bezeichnet. In den Fallen, wo die Binormalenebene senkrecht zu der 
die Druckrichtung enthaltenden Symmetrieebene steht, erfiillen die 
Projektionen der Binormalen gewisse Kurven, welche in den Figuren 


Fig. 162. 


ausgezogen sind, wihrend die gestrichelten Linien nur die Zusammen- 

gehérigkeit der Druckrichtungen und Binormalen hervorheben. 
SchlieBlich soll noch in folgender kleinen Tabelle eine Ubersicht 

dariiber gegeben werden, in welcher Weise die genannten drei reguliir 


Druckrichtung Steinsalz Flubspat Sylvin 
Wiirfelnormale negativ einachsig negatiy eimachsig positiv einachsig 
Btesdernorhale. negativ ee positiv einachsig negativ einachsig 
~ Dodekaéder- negativ Pmeinehsit. negativ zweiachsig, | positiv zweiachsig, 
SOON B.-E. die zur Druck-| B.-H. die zur Druck-| B.-H. die zur Druck- 
richtung  parallele | richtung senkrechte | richtung parallele 
Dodekaéderfliiche, Dodekaéderfliche, | Wtirfelfliche, 2. Mit- 
4 1. Mittellinie die |1. Mittellinie die zur] tellinie parallel der 
Druckrichtung; | Druckrichtung senk-| Druckrichtung; 
2 Qi 49990" rechte Dodekaéder- 2.Q == 66°46" 
normale; 2Q—=72°10' 
Pockels, Kristalloptik. 31 
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kristallisierenden Substanzen durch Druck parallel einer Wiirfel-, Okta- 
éder- und Rhombendodekaédernormale doppeltbrechend werden.*) 

Es sei noch bemerkt, daB die Folgerungen aus der oben ent- 
wickelten Theorie sowohl beztiglich der GréBe der Doppelbrechung, 
als auch der ,,Ausléschungsschiefe“, d. h. der aus (24) sich ergebenden 
Abweichungen g —w bezw. y— ® der Polarisationshauptachsen von 
der Druckrichtung, sich durch Beobachtungen an FlufSspat, Steinsalz 
und Sylvin fiir verschiedene Druckrichtungen in den Ebenen (001) 
und (110) vollstindig bestiitigt gefunden haben.’) 

Mit Hilfe der Konstanten p,, und p,, kann man aus dem ther- 
mischen linearen Ausdehnungskoeffizienten «, welcher fiir Steinsalz 
= 4,06 -10-°, fiir FluBspat = 1,796-10-° ist, fiir diese beiden Kérper 
auch diejenige Anderung des Brechungsindex berechnen, welche durch 
eine der thermischen gleiche mechanische Dilatation erzeugt wiirde; 
dieselbe ist niimlich 


dn m2 
(25) (FF) =— F(a + 2pne, 


woraus sich die schon in Kap. I, § 1, 8.451, diskutierten Resultate 
in betreff der Temperaturkoeffizienten der Brechungsindizes von Stein- 
salz und Flufspat ergeben. 


¢. Optisch einachsige Kristalle. Hine vollstindige Bestimmung 
der piézooptischen und elastooptischen Konstanten doppeltbrechender 
Kristalle ist bisher nur am Quarz und Kalkspat ausgefiihrt?), also an 
Kristallen der ersten rhomboédrischen Gruppe (V A), fiir welche nach 
Schema (14), 8. 473, die Grundgleichungen lauten: 


= 0 | ty X, ay, ihe + %13Z, + 1y,Y,}, 
Agy = 0” —{m,, X, + HY, Bly, Z, me Nyy V3} 
sg = &? —{ Hg, Oe 1) + 1332, }, 

Oyg = —{ Ky (X, — ie + ty Y,}, 

Og, = | ty Z, +2 ay AG }5 

| yp = — {yy Z, + (ay, + To)X,}, 


(26) 


1) Da® eine zu (001) parallele Platte von Sylvin entgegengesetzten Charakter 
der Doppelbrechung (beztiglich der Druckrichtung) zeigt, je nachdem sie parallel 
einer Wiirfel- oder Dodekaédernormale gedriickt wird, hat zuerst R. Brauns 
beobachtet (N. Jahrb. f. Miner. 1887, 1, p. 53). 

2) F. Pockels, 1. c. p. 386 beaw. p. 458—459. 

3) F. Pockels, Wied. Ann. 37 (1889), p. 269 (Quarz). Drudes Ann. Il (1903), 
p. 726 (Kalkspat). 
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wo o und e¢ die ordentliche und auferordentliche Hauptlichtgeschwin- 
digkeit des Kristalls im nattirlichen Zustande bezeichnen. 

Die Beobachtungen beziehen sich wieder simtlich auf die Hin- 
wirkung einseitigen Druckes. Hin solcher macht, wenn er nicht 
gerade parallel der Hauptachse ist, den Kristall optisch zweiachsig mit 
einem Binormalenwinkel, der, wie schon in § 2 erértert wurde, an- 
nahernd proportional der Quadratwurzel aus der GriéBe des Druckes P 
ist; er bewirkt aber zugleich eine, allerdings verhaltnismaBig sehr 
kleine Drehung der 1. Mittellinie Z aus ihrer urspriinglichen, der Haupt- 
achse parallelen Lage, welche Drehung sich durch die beiden ersten 
Formeln (7) bestimmt und somit in erster Linie von den Konstanten 
a, und a,, abhingt. Ist die Druckrichtung senkrecht zur Haupt- 
achse und unter dem Winkel m gegen die X°-Achse (d. i. eine der 
2-zihligen Nebenachsen) geneigt, so erfolot diese Drehung, wie aus 
den Formeln fiir a,; und a;, in Verbindung mit (22) hervorgeht, 
um eine mit X° den Winkel 2q bildende Achse, und ihre Gréfe 
ist (fiir jedes gm) sehr annahernd durch 


(27) hee us 


gegeben. Fiir m=O, d. h. einen normal zu einer Symmetrieebene ge- 
richteten Druck, findet die Drehung also um die Druckrichtung selbst, 
somit im jener Symmetrieebene statt. Ebenso hat ein irgendwie 
parallel einer Symmetrieebene gerichteter Druck eine Drehung von Z 
in dieser Ebene zur Folge. Die direkte Messung dieser Drehungen 
war beim Quarz, wo sie bei den praktisch anwendbaren Drucken bis 
zi 11’ betrugen, ausfiihrbar und bestiitigte innerhalb der Fehler- 
grenzen die Theorie. Zur Bestimmung der Konstanten a, und m4, 
wire sie aber zu ungenau gewesen, und beim Kalkspat, wo die 
Drehung wegen des grofen Wertes von o?—e? viel geringer ausfallt, 
entzog sie sich tiberhaupt der direkten Wahrnehmung. Sie dufert 
sich aber indirekt durch ihren Hinflu8 auf die Gangunterschiede in 
Richtungen, die in der Symmetrieebene gegen die Hauptachse unter 
ca. 45° geneigt sind, und durch Messung dieser Gangunterschiede 
‘konnten daher z,, und x,, gefunden werden. 

Zur Ermittelung von z,, mute eine gegen Z° geneigte Druck- 
richtung angewendet werden, damit Y, von 0 verschieden war. Die 
iibrigen piézooptischen Konstanten konnten aus Messungen der ab- 
soluten und relativen Verzigerungen bei Drucken parallel zu den 
‘Achsen X°, Y°, Z° abgeleitet werden. In welcher Weise beim Quarz 
bei den Beobachtungen in der Richtung der Hauptachse dem Drehungs- 


ssi 
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vermégen Rechnung getragen werden mubte, ist bereits frither (S. 474, 
476) angedeutet. — Die fiir die a,, gefundenen Resultate sind fol- 


coy 


gende (giiltig fiir Na-Licht und 1 ake als Druckeinheit). 


Tome Oe lactate 10 a6 -10°|2,, - 108] 25, -10°|2,, - 10%) 2,, - 10°} ar, - 10° 
Quarz ||-+109| +246|+19,3/— 0,95| +27,2| +18 | —9,91 | —3,14 
Kalkspat || — 6,0| + 9,0 | +24,8|—10,9 |+15,5| +44 |+34 | +6,6 


Nach den Gleichungen (6), welche fiir rhomboédrische Kristalle 
die Form annehmen: 
Pur = Mi 1 + M2 Gg T M343 1 MGs, 
Dig = My Gg + MC + M1313 — Ma Cray 
Pris = (44 + M2) Gg + 13 Css » 
Pra = (Fay — Me) Ca + Malas 
Pst = M31 (Cr + Cra) + M33 41s» 
Ps3 = 473143 1 33 3g» 
Pay = May (Cry — Cre) + Basra, 
Pag = 2 My Cg + Mela 


folgen daraus nachstehende Werte der pj, x: 


(28) 


| 


| Puy | Pr | Pr; | Pris Psi | Pss | Pas | Pay 
= iF —— = = = 
Quarz | 0,138 0,250 | 0,259 | — 0,029 | 0,258 | 0,098 | —0,0685 | — 0,042 
| | 
Kalkspat | 0,095 | 0,189 | 0,215 | —0,006 | 0,809 | 0,178 | —0,090 | + 0,010 


Hs ist hieraus ersichtlich, daB die GréBenordnung der elastooptischen 
Konstanten beim Quarz und Kalkspat die gleiche ist, und da auch 
bei beiden K6rpern p,, und p,, sehr kleim im Verhiltnis zu den an- 
deren Konstanten, namentlich zu p,,, 4, und ps, sind. Ferner besteht 
Ubereinstimmung in dem negativen Vorzeichen von p,, —p,. oder 
1, — My; dies hat aber, da Quarz positiven, Kalkspat negativen 
Charakter der Doppelbrechung besitzt, entgegengesetzte Lage der Bi- 
normalenebene bei den durch einen Druck senkrecht zur Hauptachse 
zweiachsig gemachten Kristallen zur Folge, und zwar ist die Binor- 
malenebene beim Quarz parallel, beim Kalkspat senkrecht zur Druck- 
richtung, wie sich durch folgende Betrachtung ergibt. 

Nach der dritten Gl. (7’) in Verbindung mit (22) und (26) wird 
fiir eme Druckrichtung in der X°Y°-Kbene, welche den Winkel 
mit der X°-Achse bildet, der Winkel ®, zwischen der X-Achse und 
der X°-Achse bestimmt durch 
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(29) to 20 — Arg (Hy — Mp) U1, = tg 29, 


s S G11 — Age (711 — M2) (1, * — ty”) 


es wird also 6, = g, d. h. die Polarisationshauptachse X fallt stets mit 
der Druckrichtung zusammen’). Weiter folgt aus den Gl. (32) in I, 
Kap. II, fiir den vorliegenden Fall: 


(30) a—? = (G44 — Ay) CoS 2m + 2d. sin 2g = — (a4, — M4) P; 


also ist 
a> 6, wenn” #,,;— 2, < 0, 


a@<b, wenn 2, —2,>0. 


Im ersteren Falle, welcher nach Obigem beim Quarz und Kalkspat 
vorliegt, ist somit a die gréBte Hauptlichtgeschwindigkeit, wenn 
ce (=e) <0, dagegen die mittlere, wenn e>o ist; d. h. die Binor- 
malenebene ast parallel der Druckrichtung bei einem positiven, senk- 
recht zw thr bei einem negativen Kristall, wie es dem beobachteten 
Verhalten von Quarz und Kalkspat (und auch der tibrigen  bisher 
qualitativ untersuchten einachsigen Kristalle) tatsichlich entspricht 
und nach Moigno allgemein gelten sollte (vergl. 8. 465). Man sieht 
aber aus vorstehenden Formeln, da bei positivem 2,, —2,. das 
umgekehrte Verhalten stattfinden, also die Moignosche Regel nicht zu- 
treffen wiirde; und es ist kein Grund einzusehen, weshalb nicht auch 
positive Werte von 2,, — x,. vorkommen sollten. 

Die GréBe des Binormalenwinkels 2Q bestimmt sich durch die 
Gleichung: 


(E33) sin Q = V =m Pp — at dee 


1) Hs ist hier zu bemerken, daf dieser Satz nur ftir die einachsigen Kristalle 
des rhomboédrischen und hexagonalen, nicht fiir die des tetragonalen Systems 
gilt, da er durch die Konstantenrelation =,, =72,, —,. bedingt ist, welche bei 
tetragonalen Kristallen nicht erfiillt zu sein braucht. Bei solehen wiirde nur fiir 
die Druckrichtungen g = 0, 90°--- einerseits, gm — 45°, 135°... andererseits die 
Koinzidenz einer Polarisationshauptachse mit der Druckrichtung eintreten, dabei. 
aber in den ersteren Fallen (g =0 usw.) der Binormalenwinkel, und selbst die 
Lage der Binormalenebene zur Druckrichtung, verschieden sein kénnen von der- 
jenigen in den letzteren Fallen (my = 45° usw.). 

Obige Formel (30) zeigt, dafi bei rhomboédrischen Kristallen auch die 
GroBe der optischen Hinwirkung eines zur Hauptachse senkrechten Druckes von 
der Neigunge seiner Richtung gegen die Nebenachsen wnabhdngig sein muB. 
R. Dongier (Theses Paris 1889, Ser. A, No. 297, p. 63—141) glaubt demgegen- 
tiber am Quarz einen Einflub disen Neigurg auf die erzeugten ‘Gangunterschiede 
nachgewiesen zu haben; doch sind die fraglichen Unterschiede so gering, daB 
sie wohl durch Fehler der Versuchsanordnung, z. B. Ungleichférmigkeit des 
Druckes, zu erkliiren sein dtirften. 
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wo vom Radikanden der absolute Betrag zu nehmen ist. Man findet 


hiernach fiir den Druck 1 Se 


- 
mm” 
bei Quarz 2Q = 5°54’, bei Kalkspat 2Q = 1°30". 
Bei Quarz konnte 2Q auch direkt gemessen werden') und ergab 
sich in guter Ubereinstimmung mit obiger Berechnung, nimlich: 


beobachtet berechnet 


fir P—1,64 3043’ 3044" 
2.46 | 4940’ u. 4928" 4938" 


Auch eine Beobachtung von Beaulard?) fiir P=1,95 stimmt ziem- 
lich gut hiermit tiberein. 

Von weiteren Folgerungen aus den obigen Resultaten fiir Quarz 
und Kalkspat seien noch folgende angefiihrt. Hinseitiger Druck parallel 
der Hauptachse verringert sowohl bei Quarz, als bei Kalkspat, die Ge- 
schwindigkeit der ordentlichen Welle weit stirker als die der auBer- 
ordentlichen; er vermindert also die Doppelbrechung beim Quarz, 
verstirkt sie hingegen beim Kalkspat. Gleiches gilt von einer Kon- 
traktion in der Richtung der Hauptachse allein. 

Allseitig glercher Druck verringert beide Hauptlichtgeschwindig- 
keiten, und zwar beim Quarz beide in fast gleichem Mafe, beim 
Kalkspat die auBerordentliche stiirker, so dab dessen Doppelbrechung 
dabei abnimmt. 

Fiir die Anderung der Hauptbrechungsindizes o und ¢ durch Dila- 
tationen, welche den durch Temperaturerhéhung erzeugten gleich sind, 
findet man, indem man fiir #,=y, und 2, die linearen thermischen 
Ausdehnungskoeffizienten « und y senkrecht und parallel zur Haupt- 
achse einsetzt, 


dé 


hes da 3 3 

(82) (a a ~ (Pu + Pi2)e + Dis}, (aA) ava! {2s 0% + Ps 7} - 
Die hieraus fiir Quarz und Kalkspat folgenden Zahlwerte sind schon 
in Kap. I, § 2 mitgeteilt und mit den beobachteten Temperaturkoeffi- 


zienten yon @ und ¢ verglichen worden. 
Als Vertreter des hexagonalen Kristallsystems ist der Beryll unter- 


1) F. Pockels, Wied. Ann. 37 (1889), p. 297. 

2) F. Beaulard, Thése Paris No. 780 (1893), p. 144. Am Schlu8 dieser 
Arbeit (p. 148—151) gibt Beaulard auch eine Berechnung der absoluten Ande- 
rungen der Brechungsindizes des Quarzes, welche aber, da die unberechtigte 
Annahme z,, = 2,, gemacht, und eine fiir diesen Zweck unzulassige Niherungs- 
formel benutzt wird, zu ganz unrichtigen Resultaten geftihrt hat. 


e 
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sucht worden’), jedoch war wegen der optischen Inhomogenitit des 
betreffenden Kristalls eine Messung der absoluten Verzégerungen nicht 
méglich. Die Untersuchung beschrinkte sich daher auf die Bestim- 
mung derjenigen Konstanten, welche fiir die Anderwng der Doppel- 
brechung durch solche EHinwirkungen mabgebend sind, bei denen eine 
Hauptdruckachse mit der kristallographischen Hauptachse zusammen- 
fallt. Dies sind zufolge der Form, welche die Grundgleichungen (5) 
nach (18) fiir hexagonale Kristalle annehmen, die D¢fferenzen: 
LEU Ed ERE GE aanLes aN ed Honea 
ihre Werte fiir den untersuchten Beryll sind: 
—9,6-10-*& +.0,06-10-* — 10,6-10-°. 


Die durch einen senkrecht zur Hauptachse wirkenden einseitigen Druck 
verursachte Doppelbrechung in der Richtung der Hauptachse, und 
somit der dann auftretende Binormalenwinkel, hiingt in derselben 
Weise, wie bei rhomboédrischen Kristallen, von 2,, —2,, ab; nach 


GI. (31) ergibt sich”): 
sin Q = 0,0564-VP, 22=61° fir P=1 ily. 
mm 


Da 2,, — 2%. <0 und die Doppelbrechung des Berylls negativ ist, so 
liegen die Binormalen in der zur Druckrichtung senkrechten Hbene. 

Die Verbindungen der elastooptischen Konstanten, von welchen 
die Anderung der Doppelbrechung eines hexagonalen Kristalls allein 
abhingt, sind py; —Psi, Pi2—Psir P33 —Pis wd py, und hiervon 
kommen bei Deformationen, bei denen eine Hauptdilatationsachse in 
die Hauptachse fallt, nur die drei ersten in Betracht; ihre Werte 
finden sich nach (6) mittels der yon Voigt bestimmten Elastizitats- 
konstanten des Berylls wie folgt: 

Piz — Pr = — 9,192, yy — Pa, = — 9,021, sg — Pig = — 0,191. 
Sowohl in diesen Werten, als in den oben angefiihrten der piézoopti- 
schen Konstanten zeigt sich eine erhebliche Anniaherung des Ver- 
-haltens des Berylls an dasjenige eines isotropen Kérpers, fiir welchen 
gelten miiBte: 


Uo = May = Mg, My, = M35 Pig — P31 = Piz, Pir = Pas - 


Weiter folgt aus obigen Resultaten, da diejenige Deformation, 


welche eine Erwérmung begleitet, d.i. beim Beryll fiir 1° die Dilatation 
a 

1) F. Pockels, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 8 (1891), p. 255. 

2) Kine Vergleichung dieser Formel mit den Beobachtungen von Biicking 
ist l. c. p. 264 durchgefiihrt. 
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~1,37-10-5 senkrecht zur Hauptachse und die Kontraktion 1,06-10-° 

parallel der letzteren, eine Zunahme der Doppelbrechung vom Betrage 
(He-*) 2 SiC NOE 

zur Folge hat. Tatsichlich findet eime noch gréfere Zunahme 

(+ 2,46-10-° nach Offret+)) statt, so da auch beim Beryll noch 

ein reiner Temperatureinflu8 vorhanden zu sein scheint. 


8. Optische Anomalien. Bei vielen, sowohl in der Natur vor- 
kommenden, als kiinstlich hergestellten Kristallen beobachtet man 
UnregelmaBigkeiten des optischen Verhaltens und Widerspriiche 
zwischen diesem und der kristallographischen Symmetrie; besonders 
auffillig sind diese natiirlich bei reguldren Kristallen, welche ihrer 
Symmetrie nach optisch isotrop sein sollten, in Wirklichkeit aber haufig 
mehr oder weniger stark doppeltbrechende Partien aufweisen. Diese 
Erscheinungen, welche als optische Anomalien bezeichnet werden und 
die Mineralogen sehr vielfach beschiftigt haben”), mégen an dieser 
Stelle eine kurze Besprechung finden, da sie zum Teil mit den durch 
elastische Deformationen bewirkten temporiren Anderungen des opti- 
schen Verhaltens Ahnlichkeit zeigen und hiiufig auch zu diesen in 
Beziehung gebracht worden sind. Ihre wirklichen Ursachen sind noch 
keineswegs in allen Fallen klargestellt und kénnen, wie es scheint, 
sehr verschiedenartige sein. . 

In vielen Fallen ist die Anomalie nur eine scheinbare, insofern 
die Struktur des Kristalls tatsichlich eine niedrigere Symmetrie besitzt, 
als seine duBere Form. Dies kann entweder daher kommen, daf der 
Kyristall nach seiner Bildung unter (wenigstens annihernder) Erhaltung 
seiner duberen Form eine Umwandlung in eine dimorphe Modifikation 
von niederer Kristallsymmetrie erlitten hat (z. B. Boracit, Leucit), 
oder daB er infolge regelmiBiger Zusammensetzung aus Teilen (even- 
tuell Lamellen) niederer Symmetrie iiuBerlich eine Form darbietet, die 
hohere Symmetrie besitzt, als das optische Verhalten der einzelnen Teile 
(so z. B. Ferrocyankalium, Prehnit, Pennin). Auf diese beiden Ursachen 
— Polymorphismus und Pseudosymmetrie — kénnen aber keineswegs, 
wie dies von den franzdsischen Kristallographen nach Mallards Vor- 


1) Offret, Bull. soc. frang. min. 13 (1890), p. 405. 

2) Die vollstindigste historisch-kritische Darstellung dieses ganzen Erschei- 
nungsgebietes hat R. Brauns gegeben (Die optischen Anomalien der Kristalle ; 
. Leipzig 1891), der auch selbst durch zahlreiche Beobachtungen die Kenntnis yon 
den optischen Anomalien, besonders bei isomorphen Mischkristallen, wesentlich 
geférdert hat. 
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gange angestrebt worden ist, alle Fille von optischen Anomalien zu- 
riickgeftihrt werden. So kénnen in manchen reguliren Kristallen, 
z. B. Steinsalz, Sylvin, FluBspat, Zinkblende, doppeltbrechende Flecken 
und Streiten, wie sie oft bereits von Natur vorhanden sind, kiinstlich 
durch starke mechanische Hinwirkung (Druck, Schlag) oder Hrhitzung 
erzeugt werden"), sie rithren also offenbar von bleibenden Deformationen 
her, ahnlich wie die bekannten Doppelbrechungserscheinungen schnell 
gekiihiter Glaser, welche F. Neumann in einfachen Fallen sogar 
quantitativ auf Grund dieser Annahme berechnet hat?), oder die- 
jenigen eingetrockneter Gelatinestiicke, wie sie F. Klocke*) herstellte. 
Analogen Ursprungs sind héchstwahrscheinlich die nicht selten an 
solchen Individuen optisch einachsiger Kristalle (z. B. von Beryll und 
Quarz), welche Spriinge oder Verbiegungen aufweisen, vorkommenden 
Stérungen der normalen Doppelbrechung. 

Ferner gibt es eine grofe Zahl optisch anomaler Kristalle, bei - 
denen das anomale optische Verhalten in gesetzmifiger Weise von der 
Guperen Begrenzung abhdngt. Am auffilligsten ist dies bei reguliiren 
Kristallen, die dann aus so vielen optisch verschiedenen Teilen, als 
verschiedene fufere Begrenzungsflichen vorhanden sind, zusammen- 
gesetzt erscheinen, und deren Durchschnitte daher im _polarisierten 
Lichte eine Felderteilung zeigen. Derartige Erscheinungen sind z. B. 
bei Granat und Alaunen schon lange bekannt und sind besonders an 
letzteren und an den Nitraten von Blei, Baryum und Strontium von 
R. Brauns eingehend studiert worden. Von optisch einachsigen 
Kristallen geh6ren z. B. Turmalin, Vesuvian und Apophyllit hierher. 
In allen diesen Fallen handelt es sich nach R. Brauns um Kristalle, 
welche isomorphe Beimischungen enthalten; es scheint also durch die 
Aufnahme dieser letzteren wiihrend des Wachstums des Kristalls 
dessen Struktur gewisse, von seiner augenblicklichen auferen Form 
abhingige Stérungen zu erleiden, welche sich in der anomalen Doppel- 
brechung zu erkennen geben. R. Brauns und andere denken sich 
diese Stérungen als Spannungen, welche beim Wachsen des Kristalls 
(etwa infolge des abweichenden Molekularvolums der von ihm auf- 
genommenen Beimischungen) entstehen und im fertigen Kristall noch 
fortbestehen sollen; diese Hypothese unterliegt aber dem Hinwand, 
daB Spannungen von solcher Gréfe, wie sie zur Hervorbringung der 


4) Vergl. R. Brauns in dem oben zitierten Werke; ferner P. Gaubert, 
Bull. soc. min. 25 (1902), p. 154. 

2) F. E. Neumann, Abh. Berl. Akad. 1841. 

3) F. Klocke, N. Jahrb. f. Miner. 1881, 2, p. 249. 
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anomalen Doppelbrechung notwendig wiiren*), in einem ringsum freien 
Kristall schwerlich existieren kénnten, daB sie ferner mit den scharfen 
Grenzen der durch ihre anomale Doppelbrechung verschiedenen Sek- 
toren nicht vereinbar waren, und daf sich die Doppelbrechung beim 
Zerschneiden des Kristalls in weit auffalligerer Weise, als es wirklich 
geschieht, verindern miifte. | 

Auf eine andere Méglichkeit, wie die anomale Doppelbrechung 
regulérer Mischkristalle zustande kommen kann, haben F. Braun’) 
und O. Wiener”*) hingewiesen, indem sie gezeigt haben, daf ein aus 
abwechselnden, im Verhialtnis zur Lichtwellenliinge sehr diinnen Schich- 
ten zweier optisch isotroper Substanzen von verschiedenen Brechungs- 
indizes (oder Dielektrizitaétskonstanten) aufgebautes Medium Doppel- 
brechung besitzen wiirde*). Hin solcher schichtweiser Aufbau wire 
nun bei reguliren Mischkristallen an sich wohl denkbar®) und kénnte 
hiernach also die Ursache sein, warum gerade die isomorphe Bei- 
mischung so oft von anomaler Doppelbrechung begleitet ist. Indessen 
wiirde sich ein derartig lamellar gebauter Kérper immer wie ein 
negatw emachsiger Kristall (mit der optischen Achse senkrecht zu den 
Schichtflachen) verhalten, was fiir die anomal doppeltbrechenden re- 
guliren Kristalle keineswegs allgemein zutrifft.— Es fehlt also, wenig- 
stens ftir eine betrachtliche Anzahl von Fallen, immer noch eine ein- 
wandfreie Erklirung fiir das Zustandekommen der optischen Anomalien. 


9. Erzeugung von Dichroismus durch mechanische Hinwirkung. 
Uber die Anderung der Absorption doppeltbrechender Kristalle durch 
Druck usw. legen bisher noch keine Beobachtungen vor. Bei oe- 
farbten optisch isotropen Kérpern ist anzunehmen, daf elnseitiger 
Druck oder Zug auer Doppelbrechung im allgemeinen auch Dichroismus 
erzeugen wird. Da jedoch die Unterschiede der Absorptionskoeffi- 
zienten, um wahrnehmbar zu sein, relativ viel gréBer sein miissen, 


1) Diese GréBe konnte fiir anomal doppeltbrechenden Ammoniumalaun auf 
Grund der piézooptischen Beobachtungen berechnet werden; vergl. F. Pockels, 
N. Jahrb, f. Miner. Beil.-Bd. 8 (1891), p. 253. . 

2) F. Braun, Physikal. Ztschr. 5 (1904), De UO: 

3) O. Wiener, Physikal. Ztschr. 5 (1904), p. 332. 

4) DaS lamellarer Bau die Ursache der anomalen Doppelbrechung sei, ist 
schon 1842 von Biot (Mém. Acad. r. d. sc. de l’'inst. de France 18, p. 539) ver- 
mutet worden; doch bewies derselbe nur, daf auf diese Weise, analog wie durch 
einen Glasplattensatz, Polarisation zustande kommen kann. (Daher die Bezeich- 
nung ,,Lamellar-Polarisation“, welche in der franzésischen Literatur fiir die Er- 
scheinungen der anomalen Doppelorechung vielfach gebraucht wurde.) 

5) Vergleiche jedoch hierzu die Ausftihrungen in I, Kap. x, § 6 (8. 287). 
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als diejenigen der Brechungsindizes, so wird man nur bei sehr grofen 
Deformationen merklichen Dichroismus zu erwarten haben. In der 
Tat ist solcher bisher nur an Kautschuk'), der sehr groBe elastische 
Dehnung zulaBt, sowie bei einseitiger Kompression der plastischen re- 
gularen Kristalle der Silberhaloide?) beobachtet worden, wenn man 
absieht von dem zuerst von Brewster, dann auch von Haidinger 
und von v. Seherr- Tho8 *) Ieosahanes Dichroismus, der beim 
Aufstreichen gewisser breiartiger Farbstoffe auf Glas peter und 
moglicherweise auf eine dabei stattfindende Parallelorientierung ur- 
spriinglich regellos gelagerter, schon an sich dichroitischer Kristillchen 
zurtickzufiibren ist.t) Dagegen ist z. B. an komprimierten farbigen 
Glasern noch kein Dichroismus gefunden worden. Ebenso konnte 
an stark gedehnten diinnen Metallschichten zwar Doppelbrechung, 
aber kein Pleochroismus nachgewiesen werden.°) 

Hrwihnt seien in diesem Zusammenhange noch die Reflexions- 
beobachtungen von Du Bois®) am Pyrit, aus denen das Vorhanden- 
sein von Pleochroismus bei diesem metallisch absorbierenden, reguliir 
kristallisierten Mineral hervorgeht. Ob es sich hier um eine den eigent- 
lichen optischen Anomalien durchsichtiger regulirer Kristalle analoge 
Erscheinung handelt oder um einen Fall von Pseudosymmetrie (d. h. 
Aufbau der anscheinend reguliren Kristalle aus Individuen niederer 
Symmetrie), ist wohl noch zweifelhaft. 

Auf die Theorie der Anderungen der Absorption durch Defor- 
mationen einzugehen, ist bei dieser Sachlage noch kein Anlaf vor- 
handen. Doch sei bemerkt, dafi dieselbe fiir nicht zu groBe, elastische 
Deformationen in der Weise zu entwickeln wire, daB man fir die 
Absorptionskonstanten b,, in ganz analoger Weise, wie es in § 3 fiir 
die Polarisationskonstanten durchgeftihrt ist, ee Funktionen der 
sechs Deformationskomponenten einzufiihren hiitte.*) 


1) A. Kundt, Pogg. Ann. 151 (1874), p. 126. 

2) v. Lasaulx, Sitzungsber. d. schles. Ges. f. vaterl. Kultur. 1879, p. 171. 

3) vy. Seherr- ThoB, Wied. Ann. 6 (1879), p. 270. 

4) Auf einem solehen Orientierungsvorgange beruht z. B. nach Unter- 
suchungen von Meslin (C. R. 136 [1903], p. 880, 930, 1059, 1305, 1644) der 
scheinhare Dichroismus, den gewisse Suspensionen von Kristallpulvern. in Fliissig- 
keiten im Magnetfelde annehmen. Vergl. auch J. Kerr, Brit. Assoc. Rep. 1901, 
p- 568 (Beobachtungen an Fe,0,-Suspension). Hine Orientierung mikroskopischer 
Kristiillchen durch Ausstrecehon hat iibrigens Cesaro an Wachs und Ozokerit 
direkt yachgewiesen. (G. Cesaro, Bull. Belg. 1903, p. 432.) 

5) F. Kampf, Dissert. Leipzig 1904. Drudes Aun. 16 (1905), p. 308. 

6) E. Du Bois, Wied. Ann. 46 (1892), p. 563. 

7) Vergl. F. Pockels, Dissertation p. 18 (Wied. Ann. 37, p. 157) 1889 
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Drittes Kapitel. 
Wirkungen des elektrischen und magnetischen Feldes. 


1. Wirkungen, welche sich mit der Feldrichtung nicht um- 
kehren. Kerr*) hat zuerst beobachtet, daB gewisse mchtleitende 
Fliissigkeiten, z. B. Schwefelkohlenstoff, in. ein starkes elektrisches L’eld, 
etwa zwischen zwei Kondensatorplatten gebracht, doppeltbrechend wer- 
den in der Weise, da die Richtung der elektrischen Kraftlinien eime 
Achse der Isotropie ist. Das Vorzeichen dieser ,,elektrischen Doppel- 
brechung“ ist bei manchen Fliissigkeiten positiv, bei anderen negativ, 
und ihre Starke bei derselben Fliissigkeit dem Quadrat der elektrischen 
Feldstiirke proportional. Kerr und nach ihm Brongserma?”) haben 
auch in Glas das Auftreten von Doppelbrechung zwischen einander 
nahe gegeniiberstehenden, entgegengesetzt geladenen Konduktoren be- 
obachtet; doch ist es fraglich, ob es sich dabei nicht um eine sekun- 
dare Wirkung gehandelt hat, da die elektrische Doppelbrechung in 
Glas bei anderer Versuchsanordnung, wo sie eigentlich hatte deutlicher 
wahrnehmbar sein sollen, nicht wieder gefunden worden ist.*) 

Bei Kristallen ist eine dem vorstehend charakterisierten Kerr- 
schen Phanomen analoge, d. h. sich mit der Feldrichtung nicht um- 
kehrende optische Wirkung eines elektrischen Feldes bisher nur am 
Seignettesalz*) beobachtet worden und auch hier nur fiir eine be- 
stimmte Feldrichtung (|| der kristallographischen a-Achse) und unter 
solchen Umstinden, welche es als méglich erscheinen lassen, daB es 
sich um einen sekundiren Effekt handelt. Da das Seignettesalz zu- 
gleich aber die fiir piézoelektrische Kristalle charakteristischen polaren 
(umkehrbaren) elektrooptischen Wirkungen zeigt, so wird die fragliche 
Erscheinung in Zusammenhang mit diesen (in § 6) noch Hrwihnung 
finden. 

Eine dem Kerrschen elektrooptischen Phinomen analoge Wir- 
kung des magnetischen Feldes ist vor kurzem von Kerr und Majo- 
rana an gewissen kolloidalen Hisen- und Hisenoxyd-Lésungen ent- 


1) J. Kerr, Phil. Mag. (4) 50 (1875), p. 337, 446; (5) 8 (1879), p. 185, 229; 
9 (1880), p. 114. Weitere Untersuchungen tiber diese Erscheinung sind yon 
Quincke, Réntgen und neuerdings von W. Schmidt (Dissertation, Gdttingen 
1901) angestellt worden. 

2) Brongserma, Wied. Ann. 16 (1882), p. 422. 

3) J. E. Gordon, Phil. Mag. (5) 2 (1876), p.203. J.J. M ackenzie, Wied. 
Ann. 2 (1877), p. 356. G. Quincke, Wied. Ann. 10 (1880), p. 533. 

4) F. Pockels, Abh. Géttinger Ges. d. Wiss. 39 (1894), p. 169. 
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deckt worden’); dieselben werden im magnetischen Feld, senkrecht 
zu den Kraftlinien betrachtet, doppeltbrechend und pleochroitisch. Da 
aber diese Fliissigkeiten wohl keine homogenen Liésungen, sondern 
eher Suspensionen sind, so erscheint es noch fraglich, ob die er- 
wihnte Hrscheinung nicht nur durch eine Orientierung suspendierter 
Teilchen im Magnetfelde verursacht wird”), wie es in Suspensionen 
von Kristallpulvern nach Beobachtungen von Meslin tatsachlich der 
Fall ist (siehe 8. 491, Anm. 4). 


2. Umkehrbare elektrooptische Wirkungen. (Erste Beobach- 
tungen an Quarz.) Bei azentrischen Kristallen sind optische Einwir- 
kungen eines elektrischen Feldes médglich, welche sich mit der Rich- 
tung der Kraftlinien wmkehren, da ja hier entgegengesetzte Rich- 
tungen im Kristall im allgemeinen ungleichwertig sind. Hine derartige 
elektrooptische Wirkung, nimlich eine Anderung der Doppelbrechung 
infolge eimes zur Hauptachse senkrechten Feldes, ist nahe gleich- 
zeitig von Réntgen und Kundt am Quarz entdeckt worden.*) Die 
von Kundt angewandte Versuchsanordnung, durch welche die Hr- 
scheinung am leichtesten sichtbar gemacht werden kann, ist folgende. 
Hin rechtwinkliges Parallelepiped, welches aus emem Quarzkristall so 
geschnitten ist, daB seme Endflachen senkrecht zu dessen Hauptachse, 
und zwei der Seitenflichen (ab, cd, Fig. 163) senkrecht zu einer der 
drei zweizihligen Nebenachsen (X°) des Kri- 
stalls sind, wird auf einem Seitenflichenpaare 
mit Metallbelegungen (AB und CD, bezw. 
AD und BC in Fig. 164) versehen und so 
in einen Polarisationsapparat fiir konvergentes 
Licht gebracht, daf man die Kreise gleichen 
Gangunterschiedes um die Spur der Haupt- 
achse beobachten kann. Werden nun die beiden 
Belegungen mit den Polen einer Elektrisier- 
maschine verbunden und auf eine hohe Poten- 
tialdifferenz geladen, so erleiden die Kreise gleichen Gangunterschiedes 
eine analoge Deformation, wie sie durch einseitigen Druck senk- 
recht zur Hauptachse bewirkt werden wiirde, und zwar legt .die 


Fig. 163. 


1) J. Kerr, Brit. Assoc. Rep. 1901, p. 568. Q. Majorana, Accad. Lincei 
Rend, Il (1902), p. 374. Vergl. dazu W. Voigt, Drudes Ann. 8 (1902), p. 880. 

*2) Diese Ansicht vertritt Kerr (1. c.), ferner z. B. A. Schmau8, Drudes 
Ann. 12 (1903), p. 186. 

3) W. C. Réntgen, Wied. Ann. 18 (1883), p. 213, 534; 19 (1883), p. 319. 
A, Kundt, Wied. Ann. 18 (1883), p. 228. 
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Richtung, nach welcher sich die Ringe am meisten verlangern (und 
die nach S. 485 der Druckrichtung entspricht), parallel oder senkrecht 
zu den elektrischen Kraftlinien, wenn die Flichen ab und cd im einen 
oder anderen Sinne geladen werden, dagegen unter + 45° gegen die 
Kraftlinien geneigt, wenn dies mit den Seitenflachen bc und ad ge- 
schieht (siehe Fig. 164, wo die Deformation einer Kurve gleichen 
Gangunterschiedes schematisch eingezeichnet ist). Dabei besteht ein 


B+ + A Bee 2A. Bib a Bik aA 
b a b je 
+ (Pes - 
a OO? 
= rae os be sf 
G ad c a ; Lats oS 
Ge aD Gy aan) Gc PEE ENS aD 
Fig. 164. 


bestimmter Zusammeuhang zwischen dieser Anderung des Ringsystems 
und dem piézoelektrischen Verhalten des Quarzes. Bekanntlich wird 
der Quarz durch Druck in irgend einer zur Hauptachse senkrechten 
Richtung elektrisch polarisiert und zwar derart, dafi Druck parallel 
einer Nebenachse (z. B. X°) deren Enden in bestimmtem (in Fig. 163 
angegebenem) Sinne, Druck senkrecht zu derselben Nebenachse sie 
in. entgégengesetztem Sinne elektrisch macht, wihrend ein unter + 45° 
gegen X° geneigter Druck Ladungen auf den zu X° parallelen Flachen 
ad und be erzeugt.') Es zeigt sich nun, da die Ladung eines Flachen- 
paares immer eine Deformation des Ringsystems in demselben Sinne 
hervorbringt, wie derjenige Druck, welcher die entgegengesetzte Ladung 
jJenes Flichenpaares zur Folge hatte. Nun laé8t sich, wie Lippmann?) 
gezeigt hat, aus den Prinzipien der Thermodynamik folgern, da das be- 
trachtete Quarzparallelepiped infolge der seinen Seitenflichen von aufen 
erteilten Ladungen tatsiichlich Deformationen erleiden mu, welche 
qualitativ geeignet wiren, die beobachteten optischen Anderungen zu 
erzeugen; d. h. also, der Kristall muB sich immer gerade in derjenigen 
Richtung dilatieren, nach welcher sich die Ringe zusammenziehen, und in 
derjenigen kontrahieren, in welcher die gréBte Achse der deformierten 
Ringe hegt. Hiernach lag die Vermutung nahe, daB die optische 
Wirkung eines elektrischen Feldes beim Quarz nur eine indirekte sel, 
d. h. von den durch das Feld infolge der piézoelektrischen Higen- 


1) Vergl. z. B. W. Voigt, Kristallphysik, p. 100, oder Winkelmanns Handb. 
d. Physik, 2. Aufl. (1905), Bd. IV2, p. 780. 

2) Lippmann, Ann. chim. phys. (5) 24 (1881), p. 145. Die alleemeine Be- 
rechnung der Deformationen im elektrischen Feld hat zuerst F. Pockels (N. 
Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 7 [1890], p. 224) durchgefiihrt. 
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schaften des Quarzes erzéugten Deformationen herriihre. Um_ tiber 
die Richtigkeit dieser, von Kundt und Réntgen gemachten Annahme 
zu entscheiden, waren indessen quantitative Versuche notwendig. Ehe 
wir aber auf diese Beobachtungen eingehen (siehe §§ 4, 5, 6), soll 
gezeigt werden, wie sich die Gesetze der umkehrbaren elektrooptischen 
Wirkungen allgemein ohne Zugrundelegung irgend einer Annahme 
tiber ihr Zustandekommen entwickeln lassen. 


3. Allgemeine Theorie der sich mit der Feldrichtung um- 
kehrenden elektrooptischen Wirkungen.') In analoger Weise, wie 
es in Kap. II fiir die elasto- oder piézooptischen Wirkungen geschehen 
ist, kann man die in Rede stehenden elektrooptischen Hrscheinungen 
mathematisch beschreiben, indem man die Polarisationskonstanten eines 
im elektrischen Felde befindlichen Kristalls als lineare Funktionen 
der Feldkomponenten oder auch der durch das Feld induzierten spezi- 
fischen elektrischen Momente ansetzt. Bezeichnet man die letzteren, 
also die Komponenten des auf die Volumeinheit bezogenen elektrischen 
Momentes’), mit A, B, C und wihlt als Koordinatenachsen die ur- 
spriinglichen Polarisationshauptachsen X°, Y°, 7°, so soll demnach 


gesetzt werden’): 4 
Ay, = % +O A+ CyB + e5C, 


2 * 

ds, = O° +6, A + GB + &, C, 
0 y id ’ 

Ung = Oe Ale, B Pe, C, 


4) 
Oe C4-A + CoB + e430, 
Y 

Osis 651A + CoB + 650, 

V4 

Oy = 62 AvP ilgs Dat C55 C, 


1) F. Pockels, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 7 (1890), p. 201. Eine zu den 
eleichen Resultaten fithrende Behandlung der elektrooptischen Wirkungen auf 
Grund der durch die Annahme yon Elektronenschwingungen erweiterten Glei- 
chungen der elektromagnetischen Lichttheorie hat spiter W. Voigt (Wied. 
Ann. 69 [1899], p. 297) gegeben. 

2) Dieselben werden in einem beliebig gestalteten, in ein elektrisches Feld 
gebrachten Kristall im allgemeinen von Stelle zu Stelle verschieden sein; wir 
setzen hier aber voraus, daB sie konstant, d. h. das Feld im Kristall homogen 
sei, was immer zulassig ist, wenn man der Betrachtung einen hinreichend kleinen 
Teil des Kristalls unterzieht, und was bei den Beobachtungen durch geeignete Ver- 
suchsanordnung auch fiir die ganzen Kristallpraparate anndhernd realisiert war. 

3) Da die spezifischen elektrischen Momente lineare Funktionen der elek- 
trischen Feldkomponenten im Innern des Kristalls sind — im Falle, daf die 
Koordinatenachsen zugleich die Symmetrieachsen des dielektrischen Verhaltens 
sind, ungerscheiden sich A, B, C von den entsprechenden Feldkomponenten nur 
durch die Faktoren a , h=4d, 2,3), wo D,, D,, D, die Hauptdielektrizi- 
tiitskonstanten bedeuten —, so kénnte man ebensogut einen analogen Ansatz 


machen, in welchem an Stelle der Momente die Feldkomponenten stinden., 
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wo die e,, fiir den betreffenden Kristall charakteristische Konstanten 
sind, die wir ,,elektrooptische Konstanten“ nennen wollen. 

In vorstehender allgemeinster Form mit 18 verschiedenen Kon- 
stanten ist der Ansatz ftir die hemiédrische Gruppe des triklinen 
Systems, welche gar kein Symmetrieelement besitzt, beizubehalten; 
fiir alle anderen Gruppen treten dagegen Vereinfachungen ein durch 
die Bedingungen, welchen die e,, geniigen miissen, damit die Aus- 
driicke fiir die a,, beim Ubergang von dem urspriinglichen Koordi- 
natensystem zu einem ihm kristallographisch (und zugleich auch 
dielektrisch und optisch) gleichwertigen ihre Form nicht dndern. 
Da bei Umkehrung aller Koordinatenrichtungen die elektrischen Mo- 
mente ihre Vorzeichen umkehren, die a,, aber nicht, so folgt zunachst, 
daB fiir alle zentrisch symmetrischen Kristalle, bei denen ja entgegen- 
gesetzte Richtungen’ gleichwertig sind, simtliche e,; verschwinden 
miissen, so daB bei ihnen die in Rede stehenden elektrooptischen 
Phinomene also iiberhaupt nicht auftreten kénnen. Aber auch bei 
einer azentrischen Gruppe: der enantiomorphen Hemiédrie des regu- 
laren Systems, verschwinden alle ¢,;, so daB noch gwanzig verschie- 
dene Gruppen in Betracht kommen; es sind dieselben, welche auch 
Piézoelektrizitat zeigen kinnen. Nachstehend sind die speziellen For- 
men der Gleichungen (1) fiir diese Gruppen zusammengestellt, wobei 
der Benennung der Gruppen wieder die Symbole der fiir sie charakte- 
ristischen Symmetrieelemente in der schon 8. 316 eingefiihrten Be- 
zeichnungsweise beigefiigt sind. 


I. Triklines System. 
Hemiédrie. Allgemeiner Ansatz (1) mit 18 Konstanten. 
II. Monoklines System. 
Hemiédrie: E,. (10 Konstanten.) 
2 ; 2 
(2) hy — AY =o B+ €13C, Aya — b” = ey¢ B+ G5 C, yg — 0” =e, B+ 0550, 
yg = yg B+ Cy3C, Og, = 1A, yy = 6, A. 

Hemimorphie; A,®. (8 Konstanten). 

My, — A = A, Ogg — 0" = GA, agg — c= és, A, 


(3) 


Mag = CA, gy = Cp B+ C530, Ayg = Cog. B+ egg C. 
Il. Rhombisches System. 
Hemiédrie: A, A,?. (3 Konstanten.) 
2 2 2 
My =A", Mog = 6", yy = &, 


(4) 


Mpg = Cy A, As, = CoB, dyg = GC. 
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(5 Konstanten.) 


. . A 2 = 
Hemimorphie: A,?, E.,. 
on ores 2 
Gi @ =e, ©, Oy O° =, €, yg = = 6, C, 


Us, = A, yg = 0. 


(5) 
As, = C2 B, 
IV. Tetragonales System. 


Tetartotdrie mit Spiegelachse: S.. 
Az — 0" = — 650, 


Ag, = — Cg A + Cy B, 


C=) =0, 0 =e. 
(4 Konstanten.) 
Azz, — & = 0, 


aur 
Ay, — 0° = &,C, 
Ay, = &%3 C. 


(6) 
’ An, = Cy A + CyB, 
Hemiédrie mit Spiegelachse: .S{°, A, = Ae) (2 Konstanten.) 
Ay, = Agg = 0", gg = €*, 
As, = CyB, yy = O65. 


(4 Konstanten.) 
digg — €* = C55 C, 


(7) 
Arg = Cy A, 


Henimorphe Tetartoédrie: A”. 
gg — 0° = C150, 


As, = Cg A — ey B, 
(3 Konstanten.) 


Ayy — 07 = &C, 
Ay = 0. 


(8) 
Gian == €,, A “67, Db, 
Hemimorphe Hemiédrie: A, E,. 


(9) Wie (8), aber e,, = 0. 
Enantiomorphe Hemiédrie: A{, A,@. (1 Konstante.) 
O41 = Mpg = 0", Ogg = €*, 


(10) 
Mpg = Cy A, gy = — Cy By Oy, = 


V. Rhomboédrisches System. 
Tetartoédrie: A,®. (6 Konstanten.) 

—0° =, Ab B+ ei3C, Ag—0° = C1, A+, B+ 130, Mggs—C? 6550, 
Ais = — 9 A — 6, B. 


= 


(1 1) sy, 
Az = Cy A+ CyB, gy = Cy A — Cy B, 
(4 Konstanten.) 


Hemimorphe Hemitdrie: A{, E 
ae 
Ogg — 0° = Cy B+ 430, 


ges 
sg — €? = €5,C, 


pais 
(12) dy, — 0° = — 6 B+ e530, 
Ong = CyB, gy = yA, yy = — Op A. 
Enantiomorphe Hemiédrie: A,°), A,°. (2 Konstanten.) 
gfe a a3) 
Oy, — 0? = 6, A, Ay —0° = — 4A, Ogg — &* — 0, 
iA?) == 6, A = — ¢,D,. ty, = — 4, BD 
j Ags = 434, Ag, = 41P, Ay. = 112: 
@ == by—=6, O =e. 


VI. Hexagonales System. 
(2 Konstanten.) 


Tetartoédrie mit 3-zihliger Achse: A,®, E. 
(ites 0 = 6A — bo B, digg — 07 = — GA + Oy B, 
Ayg = 0, ay, = 9, 
Hemiédrie mit 3-zdhliger Achse: A, A,, E,. 
— (15) Wie vorige Gruppe mit ¢. = 0. 


Pockels Kristalloptik. 


Ry 
Az, = €, 


Gye = 16,0 A. 6), BD. 
(1 Konstante.) 


32 
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Hemimorphe Tetartoédrie: A{®. (4 Konstanten.) 
yy — 07 = gC, gg — 07 = gC, Ogg — C7 = Gg C, 
log = Cy A+ CygB, Oey = Cp A — CyB, thy = 0. 
Hemimorphe Hemitdrie: A‘, E,. (8 Konstanten.) 
(17) Wie (16), aber mit ey = 0. 
Enantiomorphe Hemitdrice: A{®, A,®. (1 Konstante.) 
(18) Wie. (10). 
VII. Reguldres System. a& =b°= ©. 
Tetartocdrie: AS) = A) = A; und hemimorphe Hemitdrie: 
S,© = 8 =S8,. (1 Konstante.) 


02 
Cit Oger ae soi 


(16) 


(19) 


Mpg = Cy A, Oy = CyB, yy = Cy C. 
Man sieht aus dieser Zusammenstellung, da die Mannigfaltigkeit 
der elektrooptischen Wirkungen eine sehr grofe ist. Wir wollen uns 
weiterhin aber auf die Betrachtung derjenigen Typen beschrinken, fiir 
welche Beobachtungen vorliegen: es sind dies die Gruppen: (13) (ver- 
treten durch Quarz), (12) (Turmalin), (19) (Natriumchlorat), und 
(4) (Seignettesalz). 


4, Elektrooptisches Verhalten von Quarz und Turmalin. Den 
Formeln (13) zufolge hat im Quarz die der Hauptachse 7° parallele 
Feldkomponente gar keine optische Wirkung, was auch schon durch 
Beobachtungen Réntgens nachgewiesen worden ist; man kann also 
von ihr ganz absehen und annehmen, daf die elektrischen Kraftlinien 
in der X°Y°-Ebene legen. Da alle Richtungen senkrecht zur Haupt- 
achse sich hinsichtlich der dielektrischen Induktion gleich verhalten, 
so fallt dann das induzierte elektrische Moment M in die Richtung 
der Kraftlinien, und es ist, wenn letztere den Winkel gm mit der posi- 
tiven X°-Achse bilden, 


(20) A=Mosg, B= WM sin —. 


Dabei gilt, wenn V das elektrische Potential, und D, die Dielektrizitits- 
konstante fiir Richtungen senkrecht zur Hauptachse bezeichnet, 
an |x 


an! OV 
(20°) M = — cosy + 5 sin o} 


Vorstehende Werte von A und B sind nun in die Formel (13) ein- 
zusetzen, um die Polarisationskonstanten zu finden, welche das optische 
Verhalten des Quarzes im elektrischen Felde bec fehlender Zirkular- 
polarisation charakterisieren wiirden. Nehmen wir nun, entsprechend 
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den vorliegenden Erfahrungen, an, da® das Drehungsvermégen unge- 
andert bleibt, so ist das er itiatende optische Verhalten hieraus ge- 
maB den Mastanmasen in II, Kap. Il, § 2, zu berechnen. 

Fiir die Vergleichung der Theorie mit der Beobachtung nach 
dem in § 2 beschriebenen Verfahren kommt zu- 
nichst die Lage der Binormalenebene des durch 
das elektrische Feld zweiachsig gewordenen Quarzes 
in Betracht; denn dieselbe ist der groBen Achse 
der deformierten Kurven gleichen Gangunter- 
schiedes parallel. Zur Berechnung ihrer Lage 
kénnen wir die Formeln (7’) des Kap. II anwen- 
den, denen zufolge die Abweichung der 1. Mittel- 
linie (Z) von der Hauptachse sehr klein ist, und Pea 
der Winkel ©, welchen die beiden anderen Polarisationshauptachsen 
X, Y mit der X°- bezw. Y°-Achse bilden, im vorliegenden Falle ge- 
geben ist durch 


x x° 


(21) tg 20 = 7 =— te g, also ®©——Jq (vergl. Fig. 165). 


Zugleich wird nach Gl. 32, 8. 67 


) 


& on F (Ay, + og) + 4 (G4, — Meg) cos 20 + a,, sin 20 = 0? + ¢,, M, 
Ce iii ae 5 (G44 +A) — sae — yg.) cos 20 — ay, sin 20 = 0? —e¢,, M. 


Die Stiirke der Doppelbrechung in der Richtung der Hauptachse, und 
somit auch der Binormalenwinkel und die Anderung der Ringdurchmesser, 
ist hiernach bei gleichem induzierten Moment wunabhiingig von dessen 
Richtung und wird durch die eine Konstante e,, bestimmt. Wiahlt 
man die Richtung der + X°-Achse so, da8 sie nach einer durch Druck 
positiv elektrisch werdenden Prismenkante hin gerichtet ist — was bei 
einem linken Quarzkristall dann der Fall ist, wenn bei der gewéhn- 
lichen gegenseitigen Lage der Koordinatenaxen die + Y°-Achse aus 
einer Flache des positiven Grundrhomboéders austritt —, so folgt aus 
der $8. 494 angefiihrten Beobachtungstatsache, daB bei negativer La- 
dung der zu + X° senkrechten Flache, also positivem Moment 4 = M, 
bh die mittlere, Hauptlichtgeschwindigkeit und somit, da beim Quarz 
0 >e, die Konstante e,, posit ist. 

Lagt man nun die Kraftlinien, ausgehend von der Lage, wo sie 
parallel der + X°-Achse sind, sich in positivem Sinne drehen, so 
wird sich der Formel (21) zufolge die in jener Anfangslage mit ihnen 
zusammenfallende kleine Achse der Interferenzringe in entgegengesetatem 


Sinne mit halb so groBer Geschwindigheit drehen; sie mu also bei- 
32* 
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spielsweise, wenn g = 30°, also die Kraftlinienrichtung eine der —Y°- 
Achse iiquivalente ist, mit den Kraftlinien einen Winkel von 45° bil- 
den, und wenn g = 60° ist, d. h. die Kraftlinien eine der — X°-Achse 
fiquivalente Richtung angenommen haben, auf ihnen senkrecht stehen — 
ganz wie es die in § 2 beschriebenen Versuche von Kundt und 
Rontgen zeigten. Hine weitere Bestiitigung fand das vorstehende 
Gesetz fiir die Drehung der X- und Y-Achse durch Beobachtungen 
- yon Czermak, fiir welche dieser selbst aber eine andere, unhaltbare 
Erklirung gegeben hatte); es ergab sich dabei z. B. fiir gp = ca. — 15° 
= 6°12’, wihrend die Formel (21) den Wert 7°30’ liefert. Zugleich 
wurde durch diese Beobachtungen die oben aus (22) gefolgerte Un- 
abhingigkeit des in der Richtung Z° erzeugten Gangunterschiedes 
von der Kraftlinienrichtung in groBer Annaherung bestatigt. 
Messungen dieses Gangunterschiedes, sowie auch desjenigen 
parallel der Y°-Achse, fiir bestimmte Feldstiirken, welche die Berech- 
nung der Konstante e,, in absolutem Ma’ gestatten, wurden von 
Pockels ausgefiihrt”); es ergab sich als Mittel aus zahlreichen Be- 
stimmungen (unter Voraussetzung absoluten elektrostatischen Mafes) 


es ores BS) oye Tit) 


C1 An 
Die Konstante ¢,, konnte ermittelt werden durch Messungen des Gang- 
unterschiedes, der in Richtungen, die in der Y°7°-Ebene Winkel von 
+ 45° mit der Hauptachse bilden, durch dielektrische Polarisation 
parallel X° erzeugt wird*); denn dieser Gangunterschied hingt auch 
von der GréBe a, ab, welche nach (13) proportional mit ¢,,A ist. 
Hs wurde so gefunden 
ea ya = + 0,59 10-8, 
Setzt man den Wert 4,6 fiir die Dielektrizitaétskonstante D, in Rich- 
tungen senkrecht zur Hauptachse ein, so wird 
6, = 0,49-10-% 4 = 0,20- 105%. 

Auf Grund dieser Resultate konnte nun fiir den Quarz die am 
SchluB von § 2 erwihnte Frage entschieden werden. Die Anderungen 
der optischen Polarisationskonstanten, welche durch die Deformation 
des Quarzes im elektrischen Felde bedingt werden, sind ebenfalls durch 


1) P. Czermak, Wiener Sitzungsber. 97 (2) (1888), p. 301. Vergl. dazu 
F. Pockels, N. Jahrb. f. Miner. Beil.-Bd. 7 (1890), p. 218. 

2) F. Pockels, Hinflu8 d. elektrostat. Feldes auf d. opt. Verhalten piézo- 
elektr. Kristalle. Abh. Gottinger Ges. d. Wiss. 39 (1894), p. 99, 117. 

8) 1. e. p. 127. 
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Formeln von der Form (13) darstellbar, worin aber an Stelle yon Cy 
und ¢, zwei Konstanten e1, e, treten, die sich aus den piézoelek- 
trischen Konstanten 0,, und 0,,‘) und den elastooptischen Konstanten 
Parr wie folet berechnen lassen: 


iv ane 

E14 sacra = On (Diy Ps) Ou Pu, 
(23) Det 

Ct gg 20 Pa + Ou Pas- 


Mit Benutzung der an demselben Kristall bestimmten Werte von 
01;, 0;,7) ergab sich hiernach: 

14 = 0.230~10-°, ea, = 0,157 - 10, 
Diese Werte sind betriachtlich kleiner als die beobachteten ¢,,, ¢,,; 
es findet somit aufer der indirekten, durch die Deformation vermit- 
telten Wirkung auch eine direkte Einwirkung der dielektrischen In- 
duktion auf das optische Verhalten des Quarzes statt. — 

Fiir Kristalle der hemimorphen Gruppe des rhomboédrischen 
Systems, welcher der Zurmalin angehért, unterscheidet sich nach den 
Formeln (12) die optische Wirkung eines zur Hauptachse senkrechten 
elektrischen Feldes, wenn man von der sehr kleinen Drehung der 
Z-Achse absieht, von der vorstehend diskutierten nur dadurch, daB 
die Y°-Achse, welche in einer der drei durch die Hauptachse hindurch- 
gehenden Symmetrieebenen liegt, dieselbe Rolle spielt, wie beim Quarz 
die S$. 493 definierte X°-Achse. Es muB also insbesondere das durch 
die Gleichung (21) ausgedriickte Gesetz fiir die Lage der Polarisations- 
hauptachsen X, Y gegen die Feldrichtung auch hier Geltung besitzen. 
Da der Turmalin kein Drehungsvermégen besitzt, so sind dieselben 
die Schwingungsrichtungen der sich parallel der Hauptachse fortpflan- 
zenden Wellen, also als die Ausléschungsrichtungen einer durch die 
Wirkung des elektrischen Feldes aufgehellten, zur Hauptachse senk- 
rechten Platte zwischen gekreuzten Nicols direkt beobachtbar (sofern 
nicht, wie allerdings bei den meisten Turmalinen der Fall, infolge 


1) Dieselben bestimmen die durch elastische Drucke erzeugten spezifischen 
elektrischen Momente gemif den Beziehungen: A= — 0,,(X,— Yy)—9,,¥,, 
B=0,,Z,+20,,X,, und die mit der dielektrischen Induktion verkntipften 
Deformationen zufolee den Formeln: 


An A 
4 hy =—Yy = 91 FH Ad iy 2,=0, 
1 
42 A 4a B : ,  theedes 
Weim 914 De 1? ie a ae O14 Demat » ty=— 20, Da ‘le 


piece pd 21. 
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optischer Anomalien schon urspriinglich Doppelbrechung in der Haupt- 
achsenrichtung vorhanden ist). Hs gelang, an einem blauen Turmaline 
diese Wirkung zu beobachten und die Giiltigkeit des Gesetzes (21) 
zu bestitigen.') Im Gegensatz zum Quarz muf der Turmalin zufolge 
der Formeln (12) aber auch durch ein der Hauptachse paralleles elek- 
trisches Feld eine Anderung der Doppelbrechung erleiden (wobei er 
aber natiirlich einachsig bleibt). Auch dieser Effekt konnte an jenem 
blauen Turmalin nachgewiesen werden, und zwar ergab sich aus der 
Verinderung, welche die im konvergenten homogenen Lichte bei Be- 
obachtung senkrecht zur Hauptachse sichtbaren Hyperbeln gleichen 
Gangunterschiedes im elektrischen Felde erlitten, da die Doppelbre- 
chung verstirkt wird durch ein dielektrisches Moment von entgegen- 
gesetzter Richtung wie dasjenige, welches durch einen der Hauptachse 
parallelen Druck erzeugt wird.*) 


5. Natriumchlorat. Als Reprisentant piézoelektrischer reguldrer 
Kristalle wurde das der tetartoédrischen Gruppe angehérende Natrium- 
chlorat untersucht.*) Da dasselbe nicht unbetriichtliches natiirliches 
Drehungsvermogen besitzt (siehe 8. 300), so miissen die im elektri- 
schen Felde zu erwartenden optischen Verinderungen wieder aus 
der Annahme der Superposition des Drehungsvermégens und der 
durch die Gleichungen (19) bestimmten Doppelbrechung gema den 
in II, Kap. I, § 2 entwickelten Formeln berechnet werden. Was die 
durch das elektrische Feld erzeugte Doppelbrechung betrifft, wie sie 
bei Abwesenheit des Drehungsvermégens auftreten wiirde, so folgen 
aus den allgemeinen Formeln (31), I, Kap. II, § 19, durch Hinsetzen 
der Ausdriicke (19), S. 498, fiir die Richtungskosinus «,--- ys; der 
Polarisationshauptachsen gegen die Wiirfelnormalen X°, Y°, 7° die 
drei Gleichungen: 


A(Bov3 + B32) + B(Bs7, + Bis) + C(Bi%2 + Bev1) = 9, 
(24) Aye es + Y3%) + Blyg oy + 713) + C(y, oy + yey) = 0, 
A (Bs + es B,) + Bla B, + Bs) + Cla, By + a B,) = 0, 
und fiir die Hauptlichtgeschwindigkeiten die Ausdriicke: 
a= a + 2, (Adgas + Boze, + Ca, a), 
(25) b? =a” + 2¢,(AB, 8 + BBB, + CB; Bs) , 
= a + 2ey(Areys + Bysy, + C¥,70)- 


1D) IN IPO, I, Os. oe WER, 
2) lc) pp: 109%) —" 3) I ce: Ip. 29 if. 
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Diese Gleichungen lassen zuniichst allgemein erkennen, daB die Lage 
der Polarisationshauptachsen und Binormalen eines durch ein elek- 
trisches Feld doppeltbrechend gemachten reguliren Kristalls nur von 
der Richtung des elektrischen Momentes (oder der Kraftlinien, mit 
denen die Richtung des Momentes bei reguliren Kristallen stets zu- 
sammenfillt) abhaingt, analog wie nach Kap. I, § 6 die Lage der Bi- 
normalen in reguliren Kristallen unter Hinwirkung eimseitigen Druckes 
durch dessen Richtung allein schon bestimmt ist. Bei der Diskussion 
dieser Abhiingigkeit wollen wir uns auf die Fille beschriinken, dai die 
elektrischen Kraftlinien entweder einer Wiirfelflache (der X° Y°-Ebene) 
oder einer Rhombendodekaéderfliiche (der Halbierungsebene des posi- 
tiven Quadranten zwischen der 7° X°- und Z° Y°-Ebene) parallel sind. 

a) Kraftlinien in der X° Y°- Ebene, mit X° den Winkel gp bildend. 
Es ist A= Mcosg, B= Msin gm, C=0, und man erhilt aus (24): 

& =COoSp, & =—sng, a,—O0, 

ied tes (> sin, B, = 2 = V4 cos y, — Bs = 73 =V3, 
was besagt, daB die X-Achse ebenfalls in der X° Y°-Ebene liegt und 
den Winkel 6 =—q mit X° bildet (so da sie zu M symmetrisch 
in bezug auf X° liegt), wahrend die Y- 
und Z-Achse symmetrisch beiderseits von 
der X°Y°-Ebene (also unter 45° gegen 
diese geneigt) liegen. (Siehe Fig. 166.) 
Ferner folgt aus den Gleichungen (25): 
a=; =a” —e,M, ?= a” + e,, M. 
Demnach wird der Kristall, wenn die elek- 
trische Momentrichtung in der X° Y°-Ebene 
liegt, immer optisch zweiachsig mit zur X°y°- 
Ebene senkrechter Binormalenebene und dem 
Binormalenwinkel 90°, wobei eine Binormale ee 
in die unveriinderliche Richtung der Z°- 
Achse, die andere in die Schnittgerade der X° Y°- und YZ-Ebene 
fillt. (Siehe Fig. 166, wo A, (oder 4,’) und A, die Binormalen be- 
zeichnen.) Die Starke der Doppelbrechung ist dabei ebenfalls von 
unabhingig. 

Sind speziell die Kraftlinien parallel einer Wiirfelnormale, so sind 
die Binormalen parallel den beiden anderen Wi iirfelnormalen, und der 

ad : : é > aais 
gripte Gangunterschied findet im der Richtung der Kraftlinien  statt. 

Sind die Kraftlinien parallel emer Rhombendodekaédernormale (ast 
also p = 45°), so ist eine Binormale thnen parallel, und der gropte 


Z2A, 


5OA IV. uz. Wirkungen des elektrischen und magnetischen Feldes. 


Gangunterschied entspricht der Richtung der zw chnen senkrechten Dode- 
kaédernormale. 

b) Kraftlinien parallel emer Rhombendodekaéder fldche, unter dem 
Winkel & gegen Z° geneigt. Es 

Aus den Gleichungen (24), in denen jetzt d= B= M Vi sin 4, 
C= M cos @ zu setzen ist, folgt, dab zwei 


a Polarisationshauptachsen, etwa Y und Z, 
J in derselben Dodekaéderfliche, wie MM, 
liegen, und dabei der Winkel 4 =(Z, Z°) 
bestimmt ist durch tg 2y = — 2 tg 9. 
Y° Setzt man fest, daB die Werte #=0 
(woftir M|| Z° ist) und 7 = 90° einander 
entsprechen, so ist die gegenseitige Lage 
von M und Z folgende (siehe auch Fig. 167, 
wo die Pfeile die Bewegungsrichtungen 
Higa le von M und Z andeuten): 
fiir O< O< 54°4V < & < 90° 
ist Oe Oe ee 


Fiir die Hauptlichtgeschwindigkeiten folet aus (25): 

a? = a” — ¢,, M cos 8, 

b? = a” + ¢,, M (cos & cos? x — sin & sin 27), 

ce = a” + eM (cos sin? 7 + sin # sin 27). 
Der Kristall wird also ebenfalls optisch zweiachsig, aber mit einem 
von der Richtung von M abhingigen Binormalenwinkel; fir #< 54°44’ 
ist die Binormalenebene senkrecht zur Ebene 7° M, fiir # > 54°44’ 
parallel derselben. Nur wenn die Kraftlinien gerade der durch 
& = 54°44" gegebenen Oktaédernormale parallel sind, wird der Kristall 
 einachsig; denn es wird dann ; 


9 


Ve Si ee a as ae Be ae ie 

Die Kristalle von NaClO, werden hiernach im elektrischen Felde 
im allgemeinen in optisch zweiachsige Kristalle mit Drehungsvermigen 
verwandelt, wobei die Lage der Binormalen und ihr Winkel je nach 
der Richtung der Kraftlinien sehr verschieden sein kénnen. Es muf 
also hier die in Il, Kap. Il, § 2, entwickelte Theorie der Lichtfort- 
pflanzung in solchen Kristallen herangezogen werden, um die be- 
obachtbaren Hrscheinungen aus den vorstehenden Gesetzen der reinen 
Doppelbrechung abzuleiten. 
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Da die durch das -elektrische Feld erzeugbare Doppelbrechung 
nur schwach ist, so kommen fiir die Bestimmung der Gangunter- 
schiede bei reguliren Kristallen Beobachtungen von Interferenzkurven 
in konvergentem Licht nicht in Betracht, sondern nur Kompensator- 
beobachtungen. Diese liefern aber bei gleichzeitigem Vorhandensein 
von Drehungsvermégen auch nicht direkt, sondern erst mit Hilfe 
einer ziemlich komplizierten Beziehung die durch das elektrische Feld 
hervorgerufenen Gangunterschiede. 

Gegenstand der Beobachtung waren ferner die Hauptachsenrich- 
tungen der Schwingungsellipsen der sich in verschiedenen Richtungen 
fortpflanzenden Wellen, welche nach II, Kap. H, 8S. 311, die Schwin- 
gungsrichtungen bei fehlendem Drehungsvermégen sein wiirden und 
also theoretisch aus dem durch a,,-+- a, bestimmten Ovaloid als 
Hauptachsen seimer Diametralschnitte ableitbar sind. Experimentell 
kénnen diese Richtungen in der Weise gefunden werden, dafi man 
die zu untersuchende Kristallplatte zwischen zwei drehbaren Nicols 
aufstellt und diejenigen Stellungen der letzteren aufsucht, bei denen 
die Platte urspriinglich in homogenem Licht dunkel erscheint und bei 
Erregung des elektrischen Feldes am schwiachsten aufgehellt wird’); 
dann halbieren niimlich die Achsen der Schwingungsellipsen im Kristall 
die Winkel zwischen der Schwingungsrichtung des Polarisators und 
der Normalen zu derjenigen des Analysators. Durch diese Beobach- 
tungsmethode kénnen auch die Richtungen der Binormalen festgestellt 
werden als diejenigen Beobachtungsrichtungen, fiir welche bei keiner 
Stellung der Nicols eine Intensitiits- bezw. Farbeninderung des Ge- 
sichtsfeldes bei Erregung des elektrischen Feldes eintritt. 

Die Beobachtungen wurden bei solcher Orientierung der Kristall- 
platten im elektrischen Felde ausgeftihrt, daf die Kraftlinien parallel 
einer Wiirfel-, Dodekaéder- oder Oktaédernormale waren”), und be- 
stiitigten durchweg die oben diskutierten Voraussagungen der Theorie. 
Die Kompensatorsmessungen ergaben fiir die elektrooptische Konstante 
(ftir Na-Licht) den Wert 

Cag 2 Hy aa Spee 
das Vorzeichen ist positiv, wenn das von den Wiirfelnormalen ge- 
bildete Koordinatensystem so gewihlt wird, dafi eine der an den 


1) Statt dessen kann man auch in weifem Licht auf die empfindliche Far- 
bung find geringste Anderung derselben einstellen. 

2) Um dabei auch in der Richtung der Kraftlinien beobachten zu kénnen, 
wurde das elektrische Feld zwischen durehsichtigen Fliissigkeitsbelegungen her- 
gestellt. 3 
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Kristallen ausgebildeten Tetraéderflachen im ersten Oktanten liegt. 
Zur Berechnung von ¢,, selbst fehlt die genaue Kenntnis der Dielek- 
trizititskonstante des Natriumchlorats; doch kommt es fiir die Hnt- 
scheidung der Frage, inwieweit die elektrooptische Wirkung von der 
Deformation im elektrischen Felde herriihrt, auch nur auf das Produkt 


en Le an. AuBerdem mufte aber zu diesem Zwecke das piézo- 
“4 


elektrische Verhalten und das piézooptische zum Teil (soweit es 
von p,, abhiingt) untersucht werden. Das erstere ist bei azentrischen 
reguliren Kristallen durch eine Konstante 0,, charakterisiert, und 
zwar sind die elektrischen Momente gegeben durch 

Ari O Myon id ies Og Cea te Mare nO 


daraus folet fiir die Deformation im elektrischen Felde‘): 


4m 4a Y 
Yo Oss é,, > ee Os x aoe C, 


x y 
und fiir die cel 41, welche die durch die Deformation bedingte, 
»indirekte“ elektrooptische Wirkung bestimmt: 


sea , 4 
(26) Oh Fi O14 Pas: 
Aus den experimentell bestimmten Werten 0,, = — 4,84-10~* und 
Pu = — 90,0197 ergidt sich hiernach 
es, = 0,096 - 10-8. a 


also ein Wert, der viel kleiner ist, als der oben angegebene von é,,, 
der das wirkliche elektrooptische Verhalten mifit. olglich ist auch 
im Natriumchlorat eine direkte Einwirkung des elektrischen Feldes auf 
die Lichtfortpflanzung vorhanden. 


6. Seignettesalz (r.-weinsaures Kalium-Natrium). Zufolge den 
Formeln (4) fiir die hemiédrische Gruppe des rhombischen Systems - 
sind fiir die elektrooptische Wirkung drei Konstanten mafgebend und 
zwar in der Weise, daB durch je eine von ihnen die optische Wir- 
kung der zu einer der drei Symmetrieachsen parallelen Feldkompo- 
nente, unabhiingig von den zwei anderen, bestimmt wird. Die drei 
Konstanten lassen sich daher getrennt ermitteln durch Beobachtung 
an drei Platten, die zu den Symmetrieachsen X°, Y°, Z° senkrecht 
geschliffen sind und auf ihren Breitseiten mit Metallbelegungen ver- 
sehen werden. Da in diesen Fallen nur je eine der GréBen a3, ds, dys 
von 0 verschieden ist, so findet dann nur eine Drehung (®, bezw. ©,, 0.) 


1) Ee Bocil<el spulaictepents 32. 
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der Polarisationshauptachsen wm die Richtung der Kraftlinien statt, 
und zwar ist diese Drehung bei der starken Doppelbrechung des 
Neignettesalzes mit gentigender Genauigkeit durch die Niaherungsfor- 
meln (7°) des vorigen Kapitels (8. 469) gegeben. Da a44, dys, Qs, UD- 
geindert bleiben, so folgt ferner aus den allgemeinen Formeln (32) 
in I, Kap. If, § 19, daB (bis auf kleine Gréfen 2. Ordnung in den 
M23, M31, A) auch die Hauptlichtgeschwindigkeiten ungeiindert bleiben, 
und also jene Drehungen die einzige Anderung des optischen Verhaltens 
im elektrischen Felde ausmachen. Gemessen kénnen dieselben werden 
durch Beobachtung der Anderungen des Gangunterschiedes parallel den 
Halbierungslinien der Winkel zwischen denjenigen beiden (zu. den 
Kraftlinien senkrechten) Symmetrieachsen, in deren Ebene die Drehung 
stattfindet. 

Die auf diese Weise (mit Benutzung der von Borel [Dissertation 
Geneve 1893] bestimmten Werte der Dielektrizitiitskonstanten) ge- 
fundenen Resultate sind bei Voraussetzung eines Koordinatensystems, 
dessen X°-, Y°.. Z°-Achse bezw. mit der kristallographischen a-, b-, ¢ 
Achse zusammenfallen, 


io aaa 10,8 enh z 3 = + 2,1 all eae 


Die Konstante e,, konnte nicht sicher bestimmt werden, weil sich bei 
dielektrischer Polarisation parallel der a-Achse (der 1. Mittellinie) 
starke elektrische Riickstandsbildung in den Kristallplatten zeigte; 
doch war festzustellen, da® ¢,, negativ und von gleicher GréSenord- 
nung wie é;, ist, wahrscheinlich sogar noch betriachtlich gréfer. Obige 
Werte zeigen, verglichen mit denen der Konstanten fiir Quarz und 
NaClO,, daB der umkehrbare elektrooptische Effekt beim Seignette- 
salz noch erheblich starker ist, als beim Quarz und Natriumchlorat. 
Hine sichere Entscheidung der Frage, welcher Anteil desselben von 
der Deformation herriihrt, war hier in Ermangelung der Kenntnis 
der Elastizitaétskonstanten, welche zur Berechnung der elastooptischen 
Konstanten ,,, Pss, Peg motig gewesen wire, nicht herbeizuftihren. 
Fiir den Fall der dielektrischen Polarisation parallel der 7°-Achse lef 
sich jedoch nachweisen, da ¢,, und die entsprechende, die optische 
Wirkung der Deformation allein bestimmende Konstante e3 entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben, und daB somit jedenfalls eine direkte elektro- 
optische Wirkung existieren muff. — Bemerkenswert ist noch, daf 
ein “zur X°-Achse paralleles Feld auch noch eine sich mit der Keld- 
richtung nicht wmkehrende optische Anderung (nimlich eine Zunahme 
der Doppelbrechung in den Richtungen Y° und Z°) zur Folge hat, 
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die also dem in § 1 besprochenen Kerrschen Phinomen analog ist 
und, soweit die vorliegenden Beobachtungen Schliisse zulassen, eben- 
falls nicht als indirekte (durch Deformation oder Temperaturanderung 
erzeugte) Wirkung gedeutet werden kann. Doch scheint es méglich, 
daB sie, wie die bei dieser Feldrichtung auftretenden Ritickstands- 
erscheinungen, mit einer relativ grofen inneren elektrischen Leitfdhig- 
keit des Seignettesalzes in jener Richtung zusammenhingt. 


7. Drehungsvermégen im magnetischen Felde. Von Faraday 
wurde zuerst beobachtet, da gewisse einfach brechende Kérper, 
z. B. Bleiglas, in einem starken Magnetfelde in der Richtung der 
magnetischen Kraftlinien die Polarisationsebene drehen. Der Sinn der 
Drehung kehrt sich mit der Richtung des Feldes wm, und ihr Betrag 
pro Liangeneinheit wachst mit der Feldstiirke, und zwar bei schwach 
magnetischen Substanzen dieser proportional, dagegen bei den stark 
magnetischen Metallen (bei denen die Drehung natiirlich nur in auferst 
diinnen Schichten direkt beobachtet werden kann) nach Kundt pro- 
portional dem spezifischen magnetischen Moment. Dieses ,magnetische 
Drehungsvermégen“ unterscheidet sich von dem nattirlichen wesent- 
lich dadurch, daB bei Umkehrung der Fortpflanzungsrichtung der Drehungs- 
sinn in bezug auf letztere sich ebenfalls wnkehrt, absolut genommen also 
unverdndert bleibt. Wihrend also z. B. im natiirlich drehenden Quarz 
fiir einen sich in der Richtung der Hauptachse fortpflanzenden Strahl, 
wenn er durch senkrechte Reflexion auf demselben Wege zuriickkehrt, 
die gesamte Drehung Null ist, wiirde man bei der analogen Versuchs- 
anordnung in einem magnetisch drehenden Korper die doppelte Drehung 
erhalten. Daf das durch. ein Magnetfeld hervorgerufene Drehungs- 
vermdgen dieses Verhalten zeigen mu, folgt von vornherein aus der 
axialen Natur des ein magnetisches Feld charakterisierenden Vektors 
(siehe Anm. 2, 8. 334). 

Die Gesetze der Fortpflanzung ebener Wellen in einem isotropen, 
durch ein Magnetfeld optisch drehend gemachten Medium erhilt man, 
wenigstens in groBer Annaherung, in Ubereinstimmung mit der Er- 
fahrung durch die Annahme, da an Stelle der in natiirlich drehenden 
isotropen Medien konstanten Differenz der Fortpflanzungsgeschwindic~. 
keiten g,—q, eine solche tritt, die der Projektion des spezifischen 
magnetischen Momentes m auf die Fortpflanzungsrichtung proportional 
ist; da diese Differenz gegen g, oder gq, selbst sehr klein ist, so 
besteht dann die Normalenfliche (und ebenso die Strahlenfliche) an- 
nahernd aus zwei Kugeln, deren Mittelpunkte O, O’ in der Richtung 
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der magnetischen Achse (MM’, Fig. 168) ein wenig gegeneinander 
verschoben sind.*) . 

Ebenso wird man die Gesetze der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
und Schwingungsform fiir Aristalle, die durch ein magnetisches Feld 
Drehungsvermégen erhalten haben, aus 
den in II, Kap. I, § 2 und 3, entwickel- 
. ten Gesetzen fiir Kristalle mit natiirlichem 
Drehungsvermégen einfach dadurch ge- 
winnen, da man fiir das Drehungsver- 
mégen g, welches dort als eine quadra- 
tische Funktion der Richtungskosinus eee 
(1%, Y, v3) der Wellennormale betrachtet wurde, hier die lineare 
Funktion 


(27) = um Cos (Mm, q) = W(%,B, + My By + V5 8y)m 

setzt, wo uw eine dem Kristall individuelle (positive oder negative) 
Konstante ist, und £,, 6,, B; die Richtungskosinus des Momentes m 
bezeichnen (dessen Richtung in Kristallen im allgemeinen nicht mit 
derjenigen der Kraftlinien zusammenfillt). Dies ist auch im wesent- 
lichen das Resultat der auf Differentialgleichungen gegriindeten Theo- 
rien, nur da} diese auch eine bestimmte Abhiingigkeit des w von der 
Schwingungsdauer ergeben.*) 

Beobachtet ist das magnetische Drehungsvermégen an Kristallen 
zuerst von E. Becquerel?), und zwar an Quarz, Beryll und Turmalin 
in der Richtung der optischen Achse. Am Kalkspat ist von Chauvin‘) 
eine eingehende Untersuchung der optischen Hinwirkung eines zur 
Hauptachse parallelen magnetischen Feldes ausgefiihrt worden, indem 
er homogenes, im Hauptschnitt polarisiertes Licht unter verschie- 
denen Neigungen gegen die optische Achse (die zugleich die Platten- 
normale war) durch eine Kalkspatplatte hindurchgehen lie® und die 
austretende, schwach elliptische Schwingung nach einer dhnlichen 
Methode analysierte, wie sie von Jamin und Beaulard zur Untersuchung 
des Verhaltens von Quarz in gegen die Hauptachse geneigten Rich- 
tungen angewandt wurde (vergl. 8.343, 346). Es ergab sich unter Vor- 
aussetzung der Gouyschen Formeln (Gl. (1) und (2), 8. 311), da® sich 


1) Vergl. z. B. W. Voigt, Kompendium d. theoret. Physik, Teil V, Kap. H, 
§ 1g, wo die Higenschaften magnetisch drehender Medien aus passenden Zusatz- 
gliedern der Differentialgleichungen hergeleitet werden. 

2) Vergl. W. Voigt, Kompendium, Teil V, Kap. II, § 18. 

3) E. Becquerel, Ann. chim. phys. 17 (1846), p. 445. 

4) Chauvin, Journ. de phys. (2) 9 (1890), p. 5. 
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das in einem bestimmten Magnetfeld heobachtete Verhalten durch ein 
der gewohnlichen Doppelbrechung superponiertes konstantes Drehungs- 
vermégen vollstindig erkliren lift. Dieses Resultat ist nach den 
vorausgeschickten theoretischen Betrachtungen auch zu erwarten, da 
die gréBte Neigung der Beobachtungsrichtungen gegen die optische 
Achse nur 14° betrug, und somit cos (m,q) in Formel (27) merklich 
konstant gleich 1 war. Fir gréBere Neigungswinkel ist die Elliptizitat 
der Schwingungen im Kalkspat kaum mehr mefbar, da sein magne- 
tisches Drehungsvermégen sehr schwach (0,019’ fiir die Wegliange 
1 em parallel der Hauptachse in einem Magnetfeld von der Starke 1 
C. G. S.) und seine natiirliche Doppelbrechung sehr stark ist. 

Die Dispersion des magnetischen Drehungsvermégens ist von 
Joubin') am Steinsalz und von Borel’) am Quarz parallel der 
Hauptachse untersucht worden. Das magnetische Drehungsvermégen 
fand sich, ahnlich wie das natiirliche, annihernd umgekehrt propor- 
tional dem Quadrat der Wellenlinge. 

Es sei schlieBlich hier nochmals auf die schon in der Anmer- 
kung 38, 8. 313, erwahnte Méglichkeit hingewiesen, daB ein analoges 
optisches Verhalten, wie es durch ein Magnetfeld ktinstlich hervor- 
gerufen werden kann, denjenigen Kristallgruppen, deren Symmetrie- 
elemente mit der Hxistenz einer ausgezeichneten Richtung vom Cha- 
rakter eines axialen Vektors vereimbar sind, von Natur zukommen 
kénnte.*) Diesen Symmetriecharakter finden wir zunachst bei den 
paramorph- (oder pyramidal-) hemiédrischen Gruppen des tetragonalen, 
rhomboédrischen und hexagonalen Systems, sowie bei denjenigen 
tetartoédrischen Gruppen, die durch Hinzunahme eines Symmetrie- 
zentrums mit jenen identisch werden; denn hier hat die Hauptachse 
fiir das optische Verhalten offenbar den Charakter eines axialen 
Vektors. AuSerdem kénnten alle monoklinen und triklinen Kristalle 
das fragliche Verhalten zeigen.*) In diesen Kristallen wiirde 9 eine 
lineare Funktion von v,, 2, v, sein, deren Koeffizienten als die Kom- 
ponenten eines 7m Kvristall festen, seinen Symmetrieeigenschaften ent- 
sprechend orientierten Vektors gedeutet werden kénnen. Beobachtet 
ist ein derartiges, dem magnetischen analoges, natiirliches Drehungs- 
vermégen jedoch noch in keinem Falle. 


1) Joubin, Journ. de phys. 8 (1889), p. 53. 

2) Borel, Arch. de Genéve 16 (1908), p. 24 und 157. 

3) W. Voigt, Kompendium, II, p. 571. 

4) Es wtirden also alle in Kap. II, § 4 unter I, Il, IVb, Vb, Vib zusammen- 
gefaSten Gruppen hier in Betracht kommen. 


————+++___. 
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8. 10, Zeile 5 lies w statt g. 

8. 43, 58, 68, 168 (in den Tabellen) lies Aragonit statt Arragonit. 

Zu 8. 60. I. Die bei der Behandlung der inneren konischen Refraktion 
gemachte Voraussetzung, daB auf die Platte ein Bitindel von streng parallelen 
Strahlen einfalle, ist in Wirklichkeit nie erfiillt, was sich z. B. darin zu erkennen 
gibt, daS man, wenn die Platte der richtigen Lage geniahert wird, eine allmdh- 
liche Ausbreitung der austretenden Strahlen zum Hohlzylinder statt der von der 
Theorie geforderten wnstetigen wahrnimmt. Hiermit hingt eine zuerst von 
Poggendorff [Pogg. Ann. 48 (1839), p. 461], dann auch von Haidinger [Pogg. 
Ann. 86 (1853), p. 486] erwiihnte Erscheinung zusammen, daf nimlich bei An- 
wendung eines sehr feinen Strahlenbtindels der helle Lichtring durch eine duwnkle 
Kreislinie in einen inneren und fuBeren hellen Ring getrennt wird. Die Erkli- 
rung hierftir ist erst neuestens von Voigt gegeben worden [ Phys. Zeitschr. 6 (1905), 
p. 673, 818. Drudes Ann. 18 (1905), p. 687]. Derselbe hat die Strahlenrichtungen 
untersucht, welche zu den einer Binormale sehr benachbarten Wellennormalen ge- 
horen, und dabei folgendes einfache Resultat gefunden. Umkreist die Wellen- 
normalenrichtung die Binormale A, in einem kleinen Winkelabstand U, so be- 
schreiben die zugehérigen beiden Strahlen zwei Kevel, die mit dem theoretischen 
Strahlenkegel der inneren konischen Refraktion koaxial sind und jenen schmalen 
Wellennormalenkegel von aufen bezw. innen bertihren, und deren Durchschnitt 
mit eimer zu A, senkrechten Ebene also aus zwei konzentrischen Kreisen besteht, 
die yon dem Durchschnittskreis des Kegels der konischen Refraktion nahe gleich- 
weit abstehen. Alle einfallenden Wellen, deren Normalen den Raum zwischen 
. zwei Kegeln von den Offnungen U und U-+ dU erfiillen, liefern demnach zwei 
konzentrische schmale Lichtringe. Die gesamte Lichtenergie, welche sich aut 
diese verteilt, ist aber um so kleiner, je kleiner bei: gleichem dU der Winkel U 
selbst ist, und wird unendlich klein fiir denjenigen Ring, welcher aus dem die 
Binormale selbst enthaltenden unendlich schmalen Wellennormalenkegel hervor- 
geht. Der Kreis, welcher dem theoretischen Kegel der konischen Refraktion ent- 
spricht, muB also dunkel erscheinen: dies ist der Poggendorffsche dunkle Ring. 
Die wahrgenommenen Lichtringe, deren Breite tibrigens von der Winkeléfinung 
des gesamten einfallenden Strahlenbtindels abhangt, rvihren somit eigentlich gar 
nicht von der konischen Refraktion her, da sie aus Wellennormalen hervorgehen, 
die nicht genau parallel der Binormale sind. Wie sich die Erscheinung dadurch 
modifiziert, daB nicht nur die Divergenz des einfallenden Strahlenbiindels, son- 
dern auch die Ausdehnung der Lichtquelle (beleuchteten Offnung), von der es 
ausgeht, endlich ist, braucht nach dem 8. 60 Gesagten nicht naher erlautert zu 
werden; es ist danach leicht einzusehen, dai bei wachsendem Querschnitt der 
Offmung der Poggendorffsche dunkle Kreis von den Lichtringen tiberdeckt wird. 

Bei der duferen konischen Refraktion ist kein Anla® zum Auftreten eines 
analogen dunklen Kreises in dem beobachteten Lichtring vorhanden, da die In- 
tensititsverteilung in dem austretenden Strahlenkegel im wesentlichen wieder 
dieselbe ist, wie im einfallenden. Aber auch hier riihrt der beobachtete Licht- 
ring ganz tiberwiegend yon Strahlen her, die nicht wirklich die konische Re- 
fraktion erlitten haben, d. h. sich im Kristall nicht genau parallel zur Strahlen- 
achse, gondern in allen moglichen derselben sehr benachbarten Richtungen fort- 
gepflanzt haben. — 

Il. In einer zweiten, zur Zeit fiir Drudes Ann. d. Phys. 18 in Druck befind- 
lichen Arbeit weist Voigt nach, daf man beztiglich der konischen Refraktion zu 
ganz anderen Resultaten gelangt, wenn man statt der tiblichen ceometrischen 
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Definition des Strahls die physikalische benutzt, wonach die Richtung des Strahls 
diejenige des Hnergiestroms ist, welche sich durch den Poyntingschen Satz als 
die Normale zu den Richtungen des elektrischen und magnetischen Feldes be- 
stimmt. Diese zweite Bestimmung der Strahlenrichtungen stimmt nur dann mit 
der friiheren tiberein, wenn man den wahrnehmbaren Energiestrom in die beiden 
Stréme zerlegen kann, die den im Kristall sich fortpflanzenden Einzelwellen ent- 
sprechen. Die Méglichkeit dieser Zerlegung hért aber auf, wenn die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten der beiden Wellen identisch werden, wie es der Fall 
ist, wenn die Wellennormale in eine Binormale fillt. (Siehe auch Phys. Zeitschr. 
6, p. 820.) Die Resultate, zu denen die Untersuchung des Gesamtenergiestroms 
in diesem Falle fiihrt, sind nun kurz folgende. 

Ist die sich parallel der Binormale fortpflanzende Welle linear polarisiert, 
so besitzt der Energiestrom konstante Richtung, es existiert also eén bestimmter 
Strahl, und zwar fillt derselbe in diejenige Erzeugende des Kegels der inneren 
konischen Refraktion, welche im betrachteten Falle nach der alten Theorie die 
gréBte Intensitit besiiRe, — d.i. in die Richtung desjenigen Strahls, welcher zu 
einer der Binormale unendlich benachbarten Wellennormale von der gegebenen 
Schwingungsrichtung gehéren wiirde. Die wnstetige Anderung der Strahlen, 
welche nach der alten Theorie beim Hereinriicken der Wellennormale in die 
Binormale eintreten sollte, verschwindet also hier. Wechselt die Schwingungs- 
richtung schnell in unregelmiifiger Weise, so nimmt der resultierende Strahl in 
schneller Aufeinanderfolge alle méglichen Lagen auf dem Kegel der konischen 
Refraktion an, und es entsteht fiir die Wahrnehmung der Ring der konischen 
Refraktion. 

Ist die Welle zirkularpolarisiert, so wechselt die Richtung des Energie- 
stroms periodisch in der Weise, dai sie den Kegel der konischen Refraktion mit 
gleichmaBiger Geschwindigkeit durchliuft; der Strahl selbst ist dementsprechend 
eine Schraubenlinie von der Ganghéhe 2 und noch viel kleinerem Windungs- 
durchmesser, die praktisch nicht von einer Geraden parallel zur Binormale zu 
unterscheiden wire. Hier wtirde also der Strahl merklich mit der Wellennormale 
zusammentallen, wahrend zufolge der alten Theorie der ganze Strahlenkegel der 
konischen Refraktion mit gleichmiSiger Helligkeit auftreten sollte. 

Im Falle elliptisch polarisierten einfallenden Lichtes ergibt sich als physi- 
kalischer ,,Strahl‘‘ ebenfalls eine Schraubenlinie, deren durchschnittliche Rich- 
tung je nach dem Achsenverhiltnis der Ellipse mehr oder weniger von der Bi- 
normale abweicht, aber immer innerhalb des Kegels der konischen Refraktion 
liegt. Fallt nun natiirliches Licht ein, welches ja als regellos seine Schwingungs- 
form wechselndes elliptisch polarisiertes aufgefaBt werden kann, so wird hiernach 
die zu der parallel der Binormale fortschreitenden Welle gehérige Strahlen- 
richtung in schneller, regelloser Aufeinanderfolge alle méglichen Richtungen 
innerhalb des Kegels der konischen Refraktion annehmen, so daf der Eindruck 
entsteht, als ob dieser letztere von den zur Binormale gehérigen Strahlen riwm- 
lich erfiillt wiirde. Wirklich beobachtbar ist nun freilich dieser volle Strahlen- 
kegel ebensowenig wie der von der geometrischen Theorie geforderte Kegel- 
mantel, da die Energie der streng parallel der Binormale einfallenden Strahlen 
nach ihrer Ausbreitung zu gering ist. Fiir die beobachtbaren Erscheinungen 
behilt daher die vorstehend unter I wiedergegebene Darlegung ihre Giiltigkeit. 

8. 78 u. ff sind die GréBen X,%, 3 — um das Wort » Polarisation in 
dieser Bedeutung zu vermeiden — als Komponenten der elektrischen Verschie- 
bung bezeichnet. Dies weicht von der sonst tiblichen Maxwellschen Bezeichnungs- 


weise insofern ab, als nach letzterer die Griéfen a ae. a) a Sn die elektri- 
4n 0 4a 4x 


schen Verschiebungskomponenten wiiren. Da es sich aber bei den in Worten 
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formulierten Sitzen nur um die Richtwng dieses Vektors handelt, so ist die er- 
wahnte Abweichung belanglos. 

8. 79, 10. Zeile von unten lies Induktion oder Verschiebung statt Induktion 
der Verschiebung. 

S. 95, Zeile 16 lies Kap. VII, § 10 satt Kap. VII, § 9. 

Zu 8. 249 ff. Mit den Isogyren beschiiftigt sich eine wihrend des Druckes 
erschienene Abhandlung von Fr. Pearce (Zeitschr. f. Krist. 41 [1905], p. 113). 
Es wird darin zuniichst eine andere, jedoch weniger einfache Ableittng der 
Isogyrenflache gegeben und sodann die Gestalt der Hauptisogyren (fiir gekreuzte 
und parallele Polarisatoren) speziell fiir Platten zweiachsiger Kristalle senkrecht 
zu einer Polarisationshauptachse, sowie fiir solche einachsiger Kristalle parallel 
zur optischen Achse diskutiert. Bei zweiachsigen Platten normal zur 1. Mittel- 
linie wird nicht die beschrinkende Voraussetzung eines kleinen Binormalen- 
winkels eingefiihrt, und es ergeben sich daher Isogyrenhyperbeln, die nicht gleich- 
seitig sind, und deren Gestalt yom Binormalenwinkel abhingt. Fiir eine achsen- 
parallele optisch einachsige Platte ergeben sich, wenn man sich nicht auf schwach 
konyergentes Licht beschrinkt, als Hauptisogyren ebenfalls wngleichseitige Hyper- 
bem. Die bei gekreuzten Polarisatoren und geringer Drehung der Platte aus 
der Normalstellung sichtbaren (im mittleren Teil des Gesichtsfeldes allerdings 
sehr verschwommenen) dunklen Hyperbelaste legen dabei stets in den beiden 
yon der optischen Achse durchschnittenen Quadranten des Gesichtsfeldes, — eine 
Regel, welche zur Erkennung der Lage der optischen Achse in solchen Platten 
und dadureh (in Verbindung etwa mit der Anwendung eines Quarzkeiles gemif 
dem §. 225 Gesagten) zur Hrmittelung des Charakters der Doppelbrechung dien- 
lich sein kann. 

Zu 8. 331 unten. Die Folgerung aus der Theorie, da die innere konische 
Refraktion durch das Drehungsvermégen aufgehoben werde, findet sich durch 
die Beobachtung anscheinend nicht bestatigt; denn z. B. Zucker zeigt bei der 
gewoéhnlichen Beobachtungsart die Erscheinungen der konischen Refraktionen 
wie nichtdrehende zweiachsige Kristalle. Dieser anscheinende Widerspruch be- 
ruht, wie Voigt neuerdings (Phys. Zeitschr. 6 [1905], p. 787) dargelegt hat, auf 
dem Umstande, daf der beobachtbare Lichtring gar nicht von Strahlen herrtihrt, 
die wirklich die innere konische Refraktion erlitten haben, sondern von solchen, 
deren Wellennormalen im Kristall der Binormale nur sehr benachbart sind (siehe 
den obigen Nachtrag zu S. 60); fiir solehe Wellennormalen miissen aber die 
Strahlen, wie sich aus der Gestalt der Normalen- und Strahlenflaiche schlieBen 
lit, in drehenden Kristallen im wesentlichen das gleiche Verhalten zeigen, wie 
in nichtdrehenden. Eine abweichende Erscheinung tritt aber bei drehenden 
Kristallen auf, wenn man den Lichtring der inneren konischen Refraktion durch 
einen Analysator beobachtet. Dann sind nimlich die Stellen, an welchen der 
4uBere und der (von ihm durch den Poggendorffschen dunklen Kreis getrennte) 
innere Ring ausgeléscht werden, etwas gegeneinander verschoben. Diese neue 
Erscheinung hat Voigt zuniichst aus der Theorie abgeleitet und sodann auch 
durch Beobachtungen an Rohrzucker und Weinsiure bestiitigt gefunden. (Drudes 
Ann. 18, p. 677, 692; Phys. Zeitschr. 6, p. 819). 

Zu S. 332, 1. Absatz. Die von Pocklington (ohne Begrtindung) angegebene 
Gestalt der Strahlenfliiche in der Nihe der Binormalen findet auch Voigt (Phys. 
Zeitschr. 6 [1905], p. 789) bestitigt, indem er den Schnitt der Strahlenfliiche mit 
der Binormalenebene aus demjenigen der Normalenfliche — den die Theorie 
direkt gibt — graphisch ableitet. Er findet, daf das Flachenstiick, welches den 
kegelartigen Anhang der inneren Schale schlieft, nach aufen sehr schwach konkav, 
und das ihm gegeniiberliegende Stiick der iiuBeren Schale nach aufen sehr 
schwach konvex ist. — 
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Erklirung der Tafeln. 


Tafel I. 


Kalkspatplatte senkrecht zur optischen Achse im weifen Licht; Haupt- 
schnitte der Nicols unter 674° gegeneinander geneigt. 

Kalkspatplatte ({ mm dick) senkrecht zur optischen Achse im Natrium- 
licht zwischen gekreuzten Nicols. 

Kalkspatplatte, unter 45° gegen die optische Achse geneigt, im Na-Licht 
zwischen gekreuzten Nicols; Normalstellung (d. h. Plattenhauptschnitt 
parallel einem Nicolhauptschnitt). 
Kalkspatplatte, unter 354° gegen die optische Ache geneigt, im Na-Licht 
zwischen gekreuzten Nicols; Diagonalstellung (Plattenhauptschnitt halbiert 
den Winkel zwischen den Nicolhauptschnitten). 


Tafel IT. 


. Kalkspatplatte unter 10° gegen die opt. Achse geneigt; in Diagonalstellung: 


Kalkspatplatte parallel zur optischen Achse; in Diagonalstellung. 
Kalkspatzwillingsplatte unter 80° gegen die optischen Achsen geneict; 
in Normalstellung. 
Dieselbe in Diagonalstellung. 

Samtlich im Na-Licht zwischen gekreuzten Nicols. 


Tafel III. 
Kalkspatzwillingsplatte unter 45° gegen die optischen Achsen geneigt; 
Dieselbe in Diagonalstellung. [in Normalstellung. 


Kalkspatzwillingsplatte unter 351° gegen die optischen Achsen geneigt; 
in Normalstellung. 
Kalkspatzwillingsplatte unter 224° gegen die optischen Achsen geneigt; 
in Diagonalstellung. 

Saimtlich im Na-Licht zwischen gekreuzten Nicols. 


Tafel IV. 
Cerussit; Platte senkrecht zur 1. Mittellinie in Normalstellung. 
Dieselbe in Diagonalstellung. 
Titanit; Platte senkrecht zur 1. Mittellinie, um 224° aus der Normal- 
stellung gedreht. 
Topas; Platte senkrecht zur 1. Mittellinie in Diagonalstellung. - 
Simtlich im Na-Licht zwischen gekreuzten Nicols. 


Tafel Y. 
Topas; Platte senkrecht zu einer Binormale in Diagonalstellung, im 
Na-Licht zwischen gekreuzten Nicols. 
Euklas; Platte parallel der Binormalenebene in Diagonalstellung, im 
Na-Licht zwischen gekreuzten Nicols. 
Epidot; Platte nahezu senkrecht zu einer Binormale im unpolarisierten 
Licht; Ebene der Binormalen von links nach rechts gerichtet. 
Glimmer; Platte senkrecht zur 1. Mittellinie mit Polarisator; Polarisa- 
tionsebene des einfallenden Lichts von oben nach unten gerichtet. 


Tafel VI. 

Quarzplatte (7mm dick) senkrecht zur Hauptachse im Na-Licht zwischen 
gekreuzten Nicols. 

Zwei gleichdicke Platten aus Links- und Rechtsquarz senkrecht zur 
Achse tibereinander, im Na-Licht zwischen gekreuzten Nicols. 

Rechtsquarzplatte (3 mm dick) senkrecht zur Achse mit superponiertem 
4 -Glimmerblttchen (in Diagonalstellung) im Na-Licht zwischen gekreuzten 

Linksquarzplatte ebenso. [Nicols, 


Tafel I. 
Pockels, Kristalloptik. 


Tafel II. 


Pockels, Kristalloptik 


Pock els, Kristalloptik. Tafel ILI. 
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